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La  Bibliothèque  mathématique  des  travailleurs  a  introduit  dans 
âon  fonctionnement  quelques  modifications  qui  lui  ont  permis  d'a- 
baisser ses  prix  d^abonnement  à  i  îi^*"  pour  un  an  et  6*^'  pour  six  mois. 

Son  Directeur,  M.  le  D*"  Hulmann  (4,  rue  de  la  Cure,  Paris-Au- 
teuil),  nous  fait  savoir  que  les  abonnés  des  Nouvelles  Annales  de 
J/rt^Affma^/j/w^?.?  pourront  bénéficier  d'une  réduction  deSopour  loo, 
c'est-à-dire  que,  pour  eux,  Tabonneraent  annuel  ne  sera  que  de 
six  francs. 

Nous  lui  en  exprimons  toute  notre  reconnaissance. 

S'adresser  directement  à  M.  le  D"^  Hulmann,  4>  i*ue  de  la  Cure, 
Paris-Auteuil. 
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MM.  Laisant  et  Lemoine  ont  eu  Thcureuse  idée  de  mettre  en  rapport  scien- 
tillque  les  mathématiciens,  au  moyen  d'un  organe  international  dont  le  titre, 
V Intermédiaire  des  AfathéniaticienSf  indique  le  but.  Ce  recueil  mensuel,  qui 
parait  depuis  janvier  iSi/j,  n'admet  d'autres  articles  que  des  questions  posées 
par  les  mathématiciens  à  leurs  collègues,  soit  pour  en  indiquer  TintérSt  gé- 
néral, soit  pour  les  besoins  de  leurs  recherches  personnelles,  et  les  réponses 
à  ces  questions.  La  Malhéniatique  est  si  vaste  maintenant  que  nul  n'en  connaît 
complètement  même  une  des  branches,  et  qu'une  question  de  détail  (science, 
l.istoire,  bibliographie)  peut  arrêter  longtemps  un  savant  de  premier  ordre, 
si  ce  détail  sori  du  cadre  de  ses  études  ordinaires,  tandis  qu'elle  ne  serait  qu'un 
icu  pour  un  autre. 

Cette  publication  répond  évidemment  à  un  besoin,  car  elle  a  reçu,  dès  le 
principe,  l'accueil  le  plus  empressé  dans  le  monde  scientifique. 
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Les  propositions  que  j'ai  en  vue  sont  les  suivantes  : 

I.  Le  mouvement  d'une  figure  plane  dans  son  plan 
peut  être  produit  par  le  roulement  d'une  courbe  liée  à 
la  figure  sur  une  courbe  fixe. 

IL  Le  mouvement  d'un  corps  solide  autour  d'un 
point  fixe  peut  être  produit  par  le  roulement  d'un  cône 
lié  au  corps  sur  un  cône  fixe  de  même  sommet. 

IIL  Le  mouvement  général  d'un  corps  solide  peut  être 
produit  en  faisant  mouvoir  une  surface  réglée  liée  au 
corps,  de  façon  qu'elle  touche  constamment  une  surface 
réglée  fixe  le  long  d'une  génératrice. 

Malgré  l'importance  de  ces  théorèmes,  les  démonstra- 
tions qui  en  sont  données  laissent  beaucoup  à  désirer. 
Géométriquement  on  les  déduit  presque  sans  transition 
des  théorèmes  correspondants  sur  le  déplacement  discon- 
tinu.  Analytiquement  les  démonstrations  sont  simples 


(6) 

et  bi^D  connues,  mais  elles  laissent  de  côte  la  discussion 
qui  accompagne  le  troisièifte  cas,  ainsi  que  les  proposi- 
tions et  les  formules  conceftiAttt  les  mouvements  que 
Ton  obtient  quand  on  part  des. courbes,  des  cônes  ou  des 
surfaces  qui  figurent  dans  les  énoncés. 

■ 

La  présente  Note  a  pour  objet  de  combler  cette 
lacune  (*)  : 

I.  Soit  d^abord  une  figure  plane  en  mouTcment. 
Figurons  la  courbe  C  lieu  des  centres  instantanés  de 
rotation  dans  le  plan,  et  dans  la  position  qu^elle  occupe 
n  Tépoque  f,  la  courbe  G  lieu  des  points  de  la  figure 


mobile  qui  coïncident  à  chaque  instant  avec  le  centre? 
instantané  de  rotation  au  même  instant.  Ces  deux  courbes 
ont  en  commun  le  centre  instantané  de  rotation  A  U 
Tépoque  t.  Soit  M  le  point  de  la  courbe  C  qui  sera 
centre  instantané  de  rotation  à  l'époque  t  -}-  A,  M'  le 
point  de  la  courbe  mobile  qui  viendra  à  cette  époque 
coïncider  avec  le  point  M.  On  peut  amener  la  courbe  C 
dans  la  position  qu'elle  occupera  a  Tépoque  t  ^-  h  par 
une  translation  telle  que  tous  ses  points  décrivent  des 


(<)  La  mélhode  ai]âlyti(|ue  consiste  dans  l'emploi  d'un  trièdrr 
mobile.  C'est  de  ce  procédé  que  M.  Antomari  s*cst  servi  dans  son 
excellente  thèse  pour  retrouver  les  propriétés  déjà  connues  des  sur- 
faces réglées  et  en  découvrir  de  nouvelles. 


(7) 
droites  égales  et  parallèles  à  M'M,  puis  par  une  rolalioii 
autour  de  M,  de  Tangle  o  dont  la  figure  plane  a  tourne 
pendant  le  temps  /i. 

Soit  I  un  point  quelconque  de  la  figure.  Il  vient 
d'abord  de  I  en  I|,  de  façon  que  le  segment  Il|  soit 
égal  et  parallèle  à  M'AI,  puis  de  I|  en  V  par  une  rota- 
tion autour   de  M  de  Tangle   o.   Joignons   l|F  et  IF. 

On  a 

HT)  _   OM  ^  diT) 
h     "      h  h      * 

Faisons  tendre  h  vers  zéro,    ^-r-^   a  pour  limite  la 

vitesse  du  point  I  à  Tépoque  /,  c'est-à-dire  un  segment 
perpendiculaire  à  AI  et  égal  à  (OÂI,  u)  étant  la  limite 

de  j-«  — y-^  a  même  limite  que  — r-^  puisque  les  points 

If  et  Font  pour  limite  I,  et  puisque  le  point  M  a  pour 

limite  A.  On  voit  donc  que  le  segment  -  ,^  ■  et,  par 

suite,  le  segment — -. — -  doivent  avoir  pour  Jimite  zéro. 

Or  on  a 

(M' M)  _  (AM)  _  (AM') 

/*      ""      /i  h     ' 

-   '      a  pour  limite  la  vitesse  d'un  mobile  qui  pareourrak 

la  courbe  C,  de  façon  à  se  trouver  à  chaque  mstant  au 

centre  instantané  de  rotation.       ,       a  pour  limilc  la 

vitesse,  dans  la  figure  mobile  supposée  fixe  à  l'époque  r, 
d'un  mobile  qui  parcourrait  la  courbe  C  de  iaçoi> 
à  se  trouver  à  chaque  instant  au  point  qui  coïncidera 
à  cet  instant  avec  le  centre  instantané  de  rotation. 
Ces  deux  vitesses  devant  être  les  mêmes,  d'abord  les 
courbes  C  cl  C  devront  être  tangentes  en  A;  ensuite,  si 
Ton  désigne  par  s  et  /  les  arcs  comptes  sur  C  el  Ci'  à 


(8) 
partir  de  deux  origines  O  et  (V  et  termiâés  en  M  et  M^ 
(fn  devra  avoir 

^^±^ 

dt  dl  ' 

Si  l'on  compte  les  arcs  s  et  5'  dans  les  sens  où  les  mo- 
biles se  déplacent  sur  les  courbes  C  et  C  pendant  le 
ntouTement,  on  devra  prendre  le  signe  «h  dans  le  second 
membre  de  l'équation  précédente,  et  si  les  points  O  etO 
doivent  venir  coïncider  à  une  certaine  époque,  on  aura 
$  =  s'y  et  la  courbe  mobile  roulera  efTectivement  sur  la 
courbe  fixe* 

En  modifiant  légèrement  la  démonstration  précédente, 
du  voit  aisément  que,  si  une  courbe  C  roule  sur  une 
courbe  C,  le  point  de  contact  est  à  chaque  instant  le 
centre  instantané  de  rotation  dans  le  mouvement  d'une 
figure  plane  liée  à  C^  Proposons-nous  maintenant  de 
trouver  les  iformules  qui  représentent  le  mouvement  ob- 
tenu en  faisant  rouler  une  courbe  sur  une  autre.  SoientC 

Fig.  2. 


0' 


:?/ 


la  courbe  fixe  rapportée  à  deux  axes  Ox,  Oj]  a  et  Aies 
Coordonnées  d'un  point  A  en  fonction  de  l'arc  compté 
sûr  la  courbe  dans  un  sens  déterminé  k  partir  d'utie 
origine  P.  Soit  C  la  courbe  mobile;  O'x',  O'j'  des  axes 
liés  ii  cette  courbe ^  a'  et  b'  les  coordolinées  d'un  point 
en  fonction  de  l'aie  s'  compté  à  partir  d'une  origine 
fixe  P'  dans  un  sens  déterminé. 

Supposons  maintenant  que  la  courbe  C  soit  placée  de 
façon  à  rouler  sur  la  courbe  C,  et  admettons  que  les 


(  9) 
points  A,  A'  doivent  coïncider  à  une  certaine  époque  et 
qail  eu  soit  de  même  pour  P  et  P'.  Supposons  enGn, 
que  les  arcs  sels'  soient  comptés  dans  les  sens  PA,  P' A' 
ou  dans  les  sens  opposés.  Avec  ces  hypothèses,  s  et  5' 
sont  la  même  fonction  du  temps  t  achevant  dedéfînir  le 
roulement* 

Considérons  en  A  deux  axes  de  coordonnées,  l'un  la 
tangente  A  Xf  à  la  courbe  dans  le  sens  des  arcs  croissants^ 
l'autre   la   normale    A^i    faisant    avec  cette  tangente 

Tangle  -  dans  le  sens  des  axes.  Soient  A'x,,  AV,  le» 

xxes  analogues  pour  la  seconde  courbe.  Les  axes  O  xy^ 
Çy  x'y  ayant  même  sens  par  hypothèse,  quand  Cl  est 
placée  sur  C,  de  façon  que  A'  coïncide  avec  A  et  que  les 
deux  courbes  soient  tangentes,  les  axes  AoTij  1,  h!x\y\ 
coïncident. 

On  a  pour  passer  de  Oxj  k  h.x^y\  les  formules 

X  =  a-fr  Xi  C0S9  ^y\  sinç, 
y=  b  -^Xx  sin  <p  H-  j'i  cos  ç, 

(p  désignant  Tangle  de  la  tangente  kxx  avec  Ox.  On  a 

dcL  db 

ds  ds 

On  a  de  même  pour  passer  de  O'x'y  à  A'x[y\  les  for- 
mules 

a?'=  rt'-i-ar'i  cos«p'— ^',  sin©'^ 
y=z  b'-^x'i  9in«p'-h^'|  coscp', 

ç'  désignant  Tangle  de  A^x\  avec  0'x\  On  a 

,      da'  .     ,      db' 

cos  o  =t  -7— ,  sin  cp  =  -^  • 

^        ds  '        ds 

Si  nous  écrivons  que  Ton  a  X|  =  x\^  /,  =J^'n  ^^^^ 
aurons  écrit  que  les  deux  courbes  roulent  Tune  sur 
l'autre  et  l'on  aura  donc  pour  les  formules  de  transfor- 


(  «o) 
malion  permeltanl  dépasser  des  axes  fixes  aux  axes  lies 
Q  la  figure  mobile 

(07  — a)cosç.-f-(^— 6)  sino=  (x'  ^a)cos^'-h(j'' — f/)  sino', 
—  (x — a)  sin  îp  -h  (y —  b) cos  çp  =  ~  (^r'—  a')  sin  o'-h  {y'—b') cos  9'. 

On  les  résout  aisément  par  rapport  à  x  et  y  et  l'on 
peut  en  déduire  l'expression  connue  de  la  vitesse  de 
rotationl^de  la  figure  mobile. 

II.  Soit  maintenant  un  corps  solide  mobile  autour 
d'un  point  fixe  O.  Considérons  le  cône,  lieu  des  axes 
instantanés  de  rotation  dans  l'espace,  et  dans  la  position 
qu'il  occupe  à  Tépoque  ï,  le  cône  lieu  des  droites  du 
corps  qui  coïncident  à  chaque  instant  avec  Taxe  instan- 
tané de  rotation  à  cet  instant. 

Limitons  les  deux  cônes  d'un  même  côté  du  sommet 
et  considérons  sur  les  deux  demi-cônes  ainsi  obtenus  les 
courbes  d'intersection  avec  la  sphère  de  rayon  égal  à 
l'unité  ayant  pour  centre  le  point  fixe.  Soient  C  et  C 
ces  courbes. 

A  l'époque  /,  les  deux  cônes  ont  en  commun  l'axe 
instantané  de  rotation  à  celte  époque.  Les  deux  courbes 
ont  donc  en  commun  un  point  A.  Je  dis  qu'elles  sont 
tangentes  en  ce  point  et  que  de  plus,  si  l'on  considère  les 
arcs  comptés  sur  les  deux  courbes  à  partir  de  deux  points 
P  et  P'  qui  sont  l'un,  le  pôle  instantané  de  rotation  à 
une  époque  t^^  l'autre  le  point  de  la  courbe  Q  qui  coïn- 
cide avec  P  à  l'époque  fo,  les  arcs  PA,  P'A  sont  égaux. 

Pour  le  démontrer,  nous  supposerons  la  première 
courbe  parcourue  par  un  mobile  qui  se  trouve  à  chaque 
instant  au  pôle  instantané  de  rotation  à  cet  instant,  la 
seconde  par  un  mobile  qui  se  trouve  à  chaque  instant 
au  point  de  celte  courbe  qui  coïnciderait  à  cet  instant 
avec  1(»  pôle  inslanlané  de  rotation. 


(  "  ) 

Soient  M  et  M'  les  positions  des  deux  mobiles  k 
l'époque  t-i-h]  pour  amener  le  corps  de  la  position 
qu'il  occupe  à  l'époque  t  k  celle  qu'il  occupe  h  l'époque 


/  -+-  h,  on  peut  d'abord  amener  0\1'  sur  0\I  par  une 
rotation  de  Tangle  M'OM  autour  d'un  axe  perpendicu-* 
laire  en  O  au  plan  M'OM ,  puis  imprimer  au  corps  une 
rotation  convenable  autour  de  OM.  Supposons  que  l'on 
fasse  tendre  h  vers  zéro  et  voyons  quelle  sera  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  I.  Dans  le  premier  mouvement 
le  point  I  vient  en  1 1 ,  dans  le  second  en  T  ;  on  a 

(ir)      (iï|)   .  n,r) 

h  h     ^      h 

(\V)  ,.     .       ,       .  j  .       -     (II,) 

-j—^  a  pour  limite  Ja  vitesse  du  point  1.  —r-^  a  pour 

limite  la  vitesse  du  point  I  dans  un  mouvement  de  rota* 
tion  autour  de  la  position  limite  de  la  perpendiculaire 
au  plan  M'OM  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  la  limite 

j    I,                .       angle  M' OM     ^i        ,  i     i-     v     j 

de  1  expression  — ^—, •  Cherchons  la  limite  du  seg- 
ment ^— r — '}  sa  grandeur  limite  est  la  vitesse  angulaire 

cherchée)  et  sa  direction  nous  donnera  la  position  limite 
du  plan  M'OM.  On  a 

(MM')       (AM')       (AM) 
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(^)el(/)  étant  les  vitesses  h  Tépoquet  des  mobiles  con- 
sidérés précédemment.  Si  donc  on  représente  par  AN 

*  TVT/  •  -1  .    (MM') 

et  AjN'  ces  vitesses,  on  voit  que  le  rapport  ^ —  a  pour 

limite  (NN').  Le  plan  M'OM  aura  pour  limite  le  plan 

mené  par  OA  parallèlement  à  NN'.  D'autre  part,   — U — 

a  pour  limite  la  vitesse  de  I  dans  un  certain  mouvement 
de  rotation  autour  de  OA,  puisque  les  points  I|  et  l'ont 
pour  limite  I  et  que  le  point  M  a  pour  limite  A.  Comme, 
en  déânitive,  la  vitesse  de  I  doit  ôtre  la  même  que  dans 
un  mouvement  de  rotation  autour  de  OA  et  qu'elle  s'ob- 
tient en  composant  une  vitesse  de  rotation  autour  d'un 
axe  perpendiculaire  à  OA  et  une  vitesse  de  rotation 
autour  de  OA,  il  faut  que  la  première  disparaisse.  Il 
faut  donc  que  le  segment  NN'  soit  nul,  c'est-à-dire  que 
les  points  N  et  N'  coïncident.  On  voit  donc  que  les 
courbes  C  et  C  seront  tangentes  en  A  et  que  Ton  aura 

V  =  v/,  c'est-à-dire 

ds  _  d^ 
d}"  dt' 

s  et  s^  désignant  les  arcs  PA,  P' A,  et,  comme  on  a  à  la 
fois  j  =  j'  =  o,  on  en  déduit  5  =  /.  Le  théorème  est  donc 
démontré.  De  très  légères  modifications  à  cette  démon- 
stration permettent  de  faire  voir,  que  quand  un  cône 
roule  sur  un  cône  fixe  de  même  sommet,  l'arête  de  con- 
tact est  à  chaque  instant  l'axe  instantané  de  rotation  dans 
le  mouvement  d'un  corps  lié  au  cône  mobile. 

Proposons -nous  maintenant  de  trouver  les  formules 
qui  permettent  d'étudier  le  mouvement  obtenu  en  faisant 
rouler  un  cône  sur  un  cône  fixe  de  même  sommet. 

Soient  O^,  Oy,  Oz  des  axes  rectangulaires  fixes  ayant 
pour  origine  le  sommet  commun  des  deux  cônes.  Soit  A 
un  point  de  la  courbe  C.  Considérons  un  système  d'axes 
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formé  de  la  droite  OA  pour  axe  des  2',  de  la  parallèle 
menée  par  O  à  la  tangente  a  la  courbe  dans  le  sens 


positif  pour  axe  des  jf  ^  enfin  de  la  perpendiculaire  O^' 
au  plan  Ox'z!  telle  que  les  deux  trièdres  Oxyz^ 
Qix^yz'  aient  même  sens.  Soient 


.r  —  %x'  ■+■  z' y  -h  a'  5', 


les  formules  de  transformation  permettant  de  passer  de 
lun  de  ces  systèmes  à  l'autre. 

Le  point  A  ayant  pour  coordonnées  a^  h^  c,  fonctions 
de  l'arc  5  définissant  le  cône,  on  a 


a'  =  a. 


2  = 


r=--b.  p  = 


Y  =^. 


da 
ds 

db 
ds 

de 
ds 


,  de  db 

ds  ds 


da 


de 


?'=^'-T7r-«^ 


_de  ,  '  _      ^^       A  ^^ 

•  elm  *  ^»  fie 


ds 

dh 
ds 


ds 

da 
dl 


Soient  i,  y),  C  l^s  angles  de  la  normale  principale  en  A 
avec  les  axes  et  p  le  rayon  de  courbure,  on  a 

cosÇ  d^h       C0S7)  d*c        cosÇ 


ds^ 


ds* 


ds* 


p  as*  p 

Soit  9  le  rayon  de  courbure  sphérique,  inférieur  à  f^  en 


r 


•1 
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valeur  absolue,  positif  si  le  centre  de  courbure  spkérique 
est  du  côté  de  Oj'  par  rapport  à  Oz'j  négatif  dans  le  cas 
contraire. 

Dans  le  premier  cas,  on  a  les  relations 

a'cos; -*- P'cosT, -*- y'cosJ  =      coso,        p  =  sinç, 
a'cosj  -h  6'cosr,  -h  y'cosÇ  = —  sin^, 

et  dans  le  second 

a'cosj  -+-  3'cosTj  -+-  y'  cosîi  =  —  coscp,         p  =  —  sin^, 
a'cos^ -+- p*  cosTQ-r  y'cosÇ  =       sincp. 

On  aura  donc  dans  tous  les  cas  les  relations 

a  '  -h  3  f-  -H  Y  ^  =coto, 

?  ?  ? 

p  p  ? 


on  a  également 


P 
On  a  donc 


cosj        ^  co.sr  cosJl 

2  4-  3 î  _4-  Y 5  ~  o. 


d^a       ^  d^b  d^c 

,d^a        .,,  d^h         ,d^c 

ds*'        ^    ds'-         '    ds*  ~ 
On  en  lire 

^*«        '  M      d^b      o,  «.      d^c 

Considérons  maintenant  f  comme  une  fonction  du 

temps  t  et  posons 

ds 
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on  aura  Gnatenient  les  formules 

^  =i'-(a  C0I7    -  a  ),  —  =-t'acot^,  _  =  ra. 

^  =v(3'colo-3''),  ^'  =:-r3colo,         ^*  =r3, 

-t  =p(^  cote? -Y  h         -Ji  =-i'YCotc?,         ^V  =  '"^ 

Faisons  pour  le  cône  mobile  supposé  rapporté  à  des 
axes  liés  à  lui  ce  que  nous  avons  fait  pour  le  cône  Gxe, 
en  aileclant  toutes  les  quantités  de  l'indice  i.  Suppo- 
sons que  les  arcs  soient  comptés  sur  les  deux  courbes  C 
et  QJ  dans  des  sens  tels  que  les  arcs  comptés  dans  le 
même  sens  soient  destinés  à  rouler  l'un  sur  l'autre.  On 
aura  les  formules  suivantes  pour  passer  des  axes  fixes 
aux  axes  liés  au  cône  mobile 

» I  » /  ^t ^' 

ou  bien 

a.r-h  ?>'  -+-  Y^  =21^1  -f-Pi^i  -hYi^i. 

aV-f-p>-f-Y'-  =a'ja:iH-  ?'i  J^i-f- Yi -it 

Remarquons  enfin  que  Ton  aura  v=\f^^  puisque  les 
deux  courbes  roulent  Tune  sur  l'autre.  Si  Ton  dérive  les 
formules  précédentes  par  rapport  au  temps,  en  y  regar- 
dant X\^ y\j  Zt  comme  des  constantes,  on  obtient  aisé- 
ment  la  formule  connue  de  la  vitesse  de  rotation  du 
corps  lié  au  cône  mobile,  soit  (o  =:  v'(cot(f)  —  cot^i  ). 

III.  Je  rappellerai  d'abord  quelques  propriétés  fon- 
damentales des  surfaces  réglées  proprement  dites. 

Soit  L  une  génératrice  quelconque.  Quand  l'on 
s'éloigne  de  plus  en  plus  sur  la  génératrice,  Te  plan 
tangent  est  à  la  limite  parallèle  à  la  génératrice  infini- 
ment  voisine  de  L.  C'est-à-dire  que  si,  par  un  point, 
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Oïl  mène  des  parallèles  aux  génératrices  de  la  surface, 
le  plan  langent  à  Tinfini  sur  une  génératrice  est  paral- 
lèle au  plan  tangent  au  cône  le  long  de  la  génératrice 
correspondante. 

Il  y  a  un  point  A  sur  la  génératrice  L  pour  lequel  le 
plan  tangent  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  à  l'in- 
iini  sur  la  génératrice.  Ce  point  est  unique,  il  s'appelle 
lepoint  central.  EnGn,  si  l'on  désigne  par  x  la  distance 
d*un  point  M  de  la  génératrice  au  point  A,  distance 
comptée  positivement  dans  un  sens,  négativement  dans 
l'autre^  par  ^  l'angle  du  plan  tangent  en  ce  point  avec 
le  plan  tangent  au  point  central,  on  a  la  relation 

arcotcp  =  TT, 

TT  étant  une  constante.  Elle  est  positive  si,  quand  on  se 
déplace  sur  la  génératrice  dans  le  sens  positif,  le  plan 
tangent  tourne  dans  le  sens  adopté,  négative  dans  le 
sens  contraire,  tc  est  en  valeur  absolue  la  limite  du  rap- 
port de  la  plus  courte  distance  de  deux  génératrices  voi- 
sines à  leur  angle. 

On  appelle  ligne  de  striction  le  lieu  des  points  cen- 
traux sur  les  génératrices.  Soit  C  celte  courbe  cl  s  l'arc 
compté  dans  un  sens  à  partir  d'une  origine  iixe.  Soit 
aussi  le  c6ne  formé  par  les  parallèles  menées  par  un 
point  fixe  aux  directions  positives  des  génératrices  et 
soit  la  courbe  d'intersection  de  ce  cône  avec  la  sphère 
de  rayon  égal  à  l'unité.  Soit  o*  Tare  compté  sur  cette 
courbe  dans  le  sens  correspondant  à  celui  compté  sur  la 
ligne  de  striction.  Soit  enfin  i  l'angle  de  la  tangente 
dans  le  sens  des  arcs  croissants  à  la  ligne  de  striction 
avec  la  direction  positive  sur  la  génératrice.  On  a  en 
grandeur 


il 


dssitïi 
dfs 
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Soit  maiulenant  un  corps  solide  en  mouvement  dans 
le  cas  général.  Considérons  la  surface  Heu  des  axes 
instantanés  de  torsion  dans  l'espace  et  dans  la  position 
qu^elie  occupe  k  l'époque  f,  la  surface  lieu  des  droites 
du  corps  qui  coïncident  à  chaque  instant  avec  Taxe 
instantané  de  torsion  à  cet  instant.  Ces  deux  surfaces 
ont  en  commun  l 'axe  instan  tané  de  torsion  AL  à  l'époque 
t.  Appelons  points  correspondants  sur  ces  deux  surfaces 
deux  points  qui  coïncident  à  une  certaine  époque.  Soit 
C  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  première  surface. 


Considérons  cette  courbe  comme  parcourue  par  un  mo- 
bile M  qui  se  trouve  à  cbaque  instant  sur  Taxe  instan- 
tané de  torsion  à  cet  instant.  Soit  M'  le  point  corres- 
pondant de  M. 

Ce  point  M' décrira  sur  la  seconde  surface  une  courbe 
C  et  ces  deux  courbes  auront  en  commun  un  point  Â 
delà  génératrice  AL.  Nous  supposerons  que  l'on  compte 
sur  ces  courbes  les  arcs  s  ei  s^  k  partir  de  points  corres- 
pondants et  dans  les  sens  où  les  points  M  et  M'  les  par- 
courent par  suite  du  mouvement.  Les  vitesses  ^  et  v'  de 
ces  mobiles  seront  alors  positives.  Supposons  mainte- 
nant que  les  positions  M  et  Mf  des  mobiles  correspondent 
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à  l^ëpoque  /•+•/*  et  soieiii  MN,  M'\  les  généralrices 
des  deux  surfaces  passant  pai*  M  et  M'. 

Pour  amener  la  surface  liée  au  corps  dans  la  position 
qu'elle  occupe  à  Tépoquc  £+/i,  on  peut  d'abord  lui 
faire  subir  une  translation,  de  façon  que  tous  ses  points 
décrivent  des  droites  égales  et  parallèles  à  M'M^  puis 
lui  imprimer  un  mouvement  de  rotation  autour  d'une 
droite  passant  par  M,  perpendiculaire  à  la  fois  à  MN  et 
à  M'N',  l'angle  décrit  étant  celui  de  M'N' et  de  MN; 
enGn  terminer  par  une  rotation  d'un  angle  convenable 
autour  de  MN. 

Si  l'on  fait  tendre  h  vers  zéro,  on  voit  que  la  vitesse 
d'un  point  quelconque  du  corps  est  la  somme  dos  trois 

quantités  suivantes  :  i"  un  segment  égal  à  la  limite  de 

(M'M)    ^ 
i — z — -  •  Ur  on  a 
h 

(M'M)  _  (_A MJ  _  (AM^) , 

c'est  donc  le  segment  VV  joignant  les  extrémités  des 
vitesses  des  deux  mobiles  en  A;  2'*  la  vitesse  du  point 
dans  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  passant 
par  A  et  perpendiculaire  à  AL;  3**  la  vitesse  du  point 
dans  un  mouvement  de  rotation  autour  de  AL.  On  en 
déduit  que  la  vitesse  du  mouvement  de  rotation  autour 
de  l'axe  perpendiculaire  à  AL  doit  être  nulle  et  que  la 
vitesse  1^1^  doit  être  parallèle  à  AL.  Considérons  d'abord 
la  seconde  condition.  Elle  fait  voir  que  les  plans  tan- 
gents en  A  aux  deux  surfaces  .coïncident  et,  comme  le 
point  A  est  un  point  quelcon(|ue  de  la  génératrice,  ou 
voit  que  les  deux  surfaces  réglées  auront  même  plan 
tangent  tout  le  long  de  cette  génératrice.  Il  en  résulte 
d'abord  que  si  l'une  des  surfaces  est  réglée  proprement 
dite,  l'autre  le  sera  aussi  et  que,  si  l'une  est  dévelop- 
pable,  l'autre  le  sera  aussi. 


(  19) 

Considérons  d'abord  le  cas  où  les  deux  surfaces  sont 
réglées  proprement  dites.  Nous  affecterons  de  rindice 
prime  les  quantités  relatives  à  la  seconde. 

Sur  les  génératrices  destinées  à  coïncider,  les  points 
centraux  sont  des  points  correspondants  et  les  para- 
mètres sont  égaux  et  de  même  signe.  Faisons  coïncider 
les  lignes  de  striction  avec  les  courbes  C  et  CJ  \  la  condi- 
lion  que  V^V  doit  être  parallèle  à  AL  donne 

r  sint  =  v'  sin  «', 
ou  bien 

ds  sine  =  ds'  sin  i' . 

Je  dis  que  la  vitesse  de  rotation  autour  de  Taxe  per- 
pendiculaire à  AL  est  alors  nulle;  celte  vitesse  est 
la  limite  du  rapport  de  l'angle  de  MN  et  de  M'N'  h 
Tintervalie  de  temps  h.  Or  ces  deux  génératrices  sont 
à  la  limite  dans  le  plan  commun  perpendiculaire  au 
plan  central  passant  par  AL  et,  comme  les  paramètres 
sont  de  même  signe,  IViN  et  M'jN'  viennent  dans  le  mênie 
demi-plan.  Les  paramètres  étant  égaux,  on  a 

dssiïïi        ds' s'ini' 
~d^  ^       di'     ' 

Les  numérateurs  étant  égaux,  on  aura 

d<j  =  di'. 

Or  Tangle  de  IVIN  et  de  M'N'  est  en  valeur  absolue 
l^infiniment  petit  (h  —  dv\  ce  qui  démontre  la  propo- 
sition. 

Ainsi  donc,  pour  que  deux  surfaces  puissent  être  Tune, 
le  lieu  des  axes  de  torsion  dans  Tespace,  l'autre  le 
lieu  des  axes  de  torsion  dans  le  corps,  il  faut  et  il 
suffit  que  si  l'on  considère  les  lignes  de  striction  et  que 
IW  désigne  par  s  et  s' les  arcs  correspondant  à  des  gé- 
nératrices de  même  paramètre,  on  ait 

ds  sini  =  ds'  sin*'. 


(  >o  ) 

Les  deux  surfaces  ne  sont  donc  pas  arbitraires. 

Dans  le  cas  particulier  où,  pour  Tune  des  surfaces,  le 
paramètre  est  le  même  pour  toutes  les  génératrices, 
comme  cela  a^lieu  pour  les  kyperboloïdes  de  révolution 
à  une  nappe,  il  faudra  qu^il  en  soit  de  même  pour 
l'autre  surface  et  alors  la  relation  précédente  détermine 
les  génératrices  qui  doivent  s'appliquer  les  unes  sur  les 
autres. 

Si  nous[re venons  au  cas  général,  on  voit  que  la  vitesse 
de  translation  du  corps  est 


V  cosi  —  v'  cosi'. 


Supposons  maintenant  que  les  deux  surfaces  soient 
dévcloppables  et  qu'aucune  d'elles  ne  soit  un  cylindre 
ou  un  cône. 

Reprenons  \di  Jig,  5  sur  laquelle  nous  avons  repré- 
senté en  plus  les  arêtes  de  rebrousseuient  R  et  R'  des 
deux  surfaces  et  les  points  de  contact  B  et  B'  de  ces 


Fig.  G. 


arêtes  de  rebroussement  avec  la  génératrice  commune 
AL.  Supposons  que  les  points  JN  et  W  soient  les  points 
de  contact  des  génératrices  MN,  M'N'  avec  leurs  arêtes 
de  rebroussement.  Considérons  deux  nouveaux  mobiles 
parcourant  les  courbes  R  et  R'  de  façon  à  se  trouver 
constamment  le  premier  en  N,  le  second  en  N'. 

Désignons  à  l'époque  t  les  vitesses  de  ces  mobiles  par 
r  et  v\  Considérons  les  longueurs  îNM,  N' M' comme  des 


(  2'  ) 

foiiclioiis  du  temps  et  soient  /  et  /'  Lîurs  valeurs  BA, 
B'A  à  l'époque  t.  Les  quantités  i^,  v',  /,  t  seront  eomplées 
positivement  dans  la  direction  AL.  Dès  lors,  la  vitesse 
du  point  M  est,  k  l'époque  t^  quand  ce  point  est  en  A,  la 

résultante  de  i'  +  -r;  portée  sur  la  direction  AL  et  de 

—  portée  sur  la  normale  principale  à  la  courbe  R  en  B, 

P 

p  étant  le  rayon  de  courbure  de  cette  courbe  en  B.  De 

même,   la  vitesse  du  point  JVF  à  Fépoque  t^  quand  ce 

dl' 
point  est  en  A,  est  la  résultante  de  v'  -f-  -^y  portée  sur  la 

direction  AL  et  de  — r-  portée  sur  la  normale  principale 

à  la  courbe  R'  en  B',  p'  étant  le  rayon  de  courbure  de 
cette  courbe  en  B'.  Les  deux  composantes  suivant  les 
normales  principales  sont  situées  perpendiculairement 
à  AL  dans  le  plan  osculateur  commun  aux  deux  courbes 
R  et  R';  la  droite  V'V  devant  être  parallèle  à  AL,  on 
devra  avoir 

On  doit  prendre  le  signe  -|-  si  les  normales  princi- 
pales sont  de  même  sens,  le  signe  —  si  elles  sont  de 
sens  contraire.  Comme  on  peut  augmenter  /  et  /'  d'une 
quantité  arbitraire,  puisque  le  point  A  est  quelconque 
sur  la  génératrice  AL,  on  en  déduit  que  Ton  aura  sépa- 
rément 

Les  deux  arêtes  de  rebroussement  sont  donc  à  chaque 
instant  tangentes  au  même  point  de  la  génératrice  com- 
mune et  la  relation 

ds      d$' 


?         ?' 


(22) 

détermine  les  points  successifs  de  langciice  ]  les  arcs  s  et  s' 
sont  alors  comptés  de  façon  à  aller  tous  deux  en  croissant 
ou  en  décroissant  dans  le  mouvement. 

Je  dis  qu'alors  la  vitesse  de  rotation  autour  de  Taxe 
perpendiculaire  à  AL  est  nulle.  En  eilet,  les  deux  droites 
NM,  N'M'  sont  à  la  limite  dans  le  plan  osculaleur  com- 
mun aux  deux  courbes.  Les  angles  infiniment  petits  que 
les  génératrices  NM,  N'M'  font  avec  AL  sont  alors  les 

angles  de  contingence  —  et  —7  >  et  sont  égaux.  L'angle 

P         P 

infiniment  petit  de  NiVl  et  de  N'M'  est  donc  nul. 

La  vitesse  de  translation  du  corps  à  Tépoque  t  est 
^  —  1/. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  Tune  des  surfaces, 
la  surface  mobile  par  exemple,  est  un  cône.  11  n'y  aura 
rien  de  changé  dans  la  méthode  précédente.  Seulement 
la  courbe  R'  n'existe  plus,  le  point  N'  coïncide  toujours 

avec  B',  et  —doit  être  remplacé  par  -j->  a!  étant   l'arc 

compte  sur  la  courbe  d'intersection  du  cône  avec  la 
sphère  de  rayon  égal  à  l'unité.  On  voit  alors  que  le 
sommet  du  cône  doit  être  constamment  sur  l'arête  de 
rebroussement  de  la  surface  développable  et  la  relation 

P 
détermine  les  génératrices  correspondantes  sur  le  cône 
et  sur  la  surface  développable  proprement  dite.  La  vi- 
tesse de  translation  du  corps  est  -j-  • 

Si  la  surface  fixe  était  un  cône,  la  surface  mobile 
développable  proprement  dite,  il  faudrait  que  son  arête 
de  rebroussement  passât  constamment  par  le  sommet  du 
cône  et  Ton  aurait  la  relation 

P 


(  »3) 
pour  déterminer  les  génératrices  correspondantes  »ar 
les  deux  surfaces.  La  vitesse  de  translation  du  corps  est 

alors  —  -y-  • 
ai 

Si  les  deux  surfaces  sont  des  cônes,  on  voit  qu*ils 
doivent  avoir  même  sommet  et  Ton  retombe  dans  le 
paragraphe  II. 

Enfin,  si  Tune  des  surfaces  est  un  cylindre,  on  voit, 
puisque  l'angle  infiniment  petit  de  NM  et  de  N'M'  doit 
être  nul,  que  la  seconde  surface  est  aussi  un  cylindre. 
La  question  est  alors  la  même  que  celle  qui  a  fait  l'objet 
du  paragraphe  I,  ^^^^  cette  légère  modification  que  Ton 
a  à  y  considérer  en  plus  un  déplacement  parallèlement 
aux  génératrices  des  cylindres. 

Le  mouvement  du  cylindre  mobile  se  composera 
donc  d'un  roulement  sur  le  cylindre  fixe  et  d'un  glisse- 
ment parallèlement  aux  génératrices. 

Nous  allons  maintenant  étudier  analytiquement  le 
mouvement  produit  en  faisant  mouvoir  une  surface 
réglée  de  façon  qu'elle  touche  constamment  le  long 
d'une  génératrice  une  surface  réglée  fixe. 

Supposons  d'abord  que  les  deux  surfaces  soient  ré- 
glées proprement  dites.  Soient  l'une  des  surfaces,  C  une 
courbe  tracée  sur  cette  surface  ;  a,  b^  c  les  coordonnées 
d'un  point  A  en  fonction  de  l'arc  5  ;  a",  p'',  y''  les  cosinus 
directeurs  d'une  demi-droile  AL  passant  par  A  et  coïn- 
cidant avec  la  génératrice,  exprimés  également  en  fonc- 
tion de  l'arc  s. 

Les  coordonnées  d'un  point  quelconque  de  la  surface 
peuvent  s'écrire 


K  étant  une  arbitraire  qui  représente  la  distance  d'un 
point  de  la  génératrice  au  point  A,  distance  comptée 


(  M  ) 

positivement  sur  AL,  négativement  eu  sens  contraire 
L'équation  du  plan  tangent  en  ce  point  est 


da  ^ 

A  —  a      —r-  a 
as 

as  ^ 


-hX 


A  —  a      —7-  a 
as 

y-b    ^  8- 

as  ^ 


=  o. 


Pour  que  ia  courbe  C  soit  la  ligne  de  striction,  il  faut 
et  il  suflit  que  Ton  ait 


(0 


dad^       dhd^       de  df  _ 
ds    ds        ds    ds        ds    ds   ~~    ' 


Nous  supposerons  désormais  cette  condition  remplie. 

Prenons  de  nouveaux  axes  liés  au  mouvement  de  la 

génératrice^  AL  pour  axe  des  z' ;  soit  AT  la  tangente  à 


Fig. 


7- 


Ja  ligne  de  striction  dans  le  sens  des  arcs  croissants; 
prenons  A  a/  dans  le  plan  de  AT  et  de  As'  et  du  môme 
côté  de  Az'  que  AT;  enfin  Ay  sera  perpendiculaire  au 
plan  Aa/z'  de  façon  que  le  trièdre  Ax'y'z'  ait  même 
sens  que  le  trièdre  des  axes  fixes. 
Soient 


.» ..' 


j:  =  a-haLX-+-ay-\-aL 
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les  formules  de  transformation.  Nous  avons  déjà  désigné 
par  I  Tangle  de  Az'  et  de  AT.  On  a  les  relations 

da       ^  db  de 

,  d(i       r,,  db         ,  de 

Ou  eu  tire 

da  '    •        g 

-=-  =  a  sine  +  a  cosi, 
as 

il)  \  -j-  =  Bsin* -h  B'cosi, 

'  as 

de  •      '  m 

L^équation  du  plan  tangent  en  un  point  de  la  généra- 
trice devient 

Celte  équation  donne  la   valeur  en  grandeur  et  en 
signe  du  paramètre  tc,  soit 

'  ^      ft'  ^        '  — ^-  —  ^'"^ 
ds        ^   ds         *    ds   ~~     Tz 

En  tenant  compte  de  (i)  et  de  (2),  on  a  les  équations 

diT      ^  d^"  df 

^-di^^is^^(ds=-'''^ 


'   ds 

-+- 

^■i:^-<-r 

sine 

.d<x' 
"    ds 

-h 

rr-< 

=  0. 

On  en  déduit 

as             Tt 

d^"       Q,  sini 

ds           ^       Tt     ' 

dy"         ,  sine 
ds         *      t: 

(26) 

Cherchons  eufin  la  quantité 

ds        ^  ds        *    ds 

Pour  cela,  remarquons  que  Ton  a 
,  rf«a       Q,  rf»6         ,  d^c  _  g'cosg  -4-  P'cosr,  -4- y'c^s; 

^,  7|,  Ç  étant  les  angles  de  la  normale  principale  à  la 
courbe  C  avec  les  axes  fixes,  p  le  rayon  de  courbure  de 
celte  courbe;  d'après  le  théorème  de  Meunier,  le  second 

membre  est  égal  à  r^9  R|  étant  le  rayon  de  courbure  de 

la  section  normale  à  la  surface  réglée  pas^^ant  par  AT, 
ce  rayon  de  courbure  étant  positif  ou  négatif,  selon  que 
le  centre  de  courbure  est  sur  Oj'  ou  dans  la  direction 
opposée.  Posons 


I         sin*i 


Ri  R 


,d^a       Qt  ^^^         ,rf*^       sin*i 


On  aura 

°^  ds^    '   ^   ds^    '    ^    ds^  "     R 
On  en  tire 

,  rfa       Q,  û?3         ,  dy        sini        cost 


""  ds 


^  ds^  ^  ds  ~    R 


it. 


On  aura  alors  les  relations 
d%       o  d%  dv 

«'  f^  _4_  fi'  ^?  ^  v'  ^  -  !i^  _  î^' 

ds        ^  ds  '^^  ds  "     R  r 

rfat  rf?  ç?Y  _„ 


^5    '   ^    ds    '    ^    ds 


(27  ) 


Ou  en  tire 


ds 


,  /sin/       C08  A 

d-^  _    ,  /sint       cos  A 

On  trouvera  de  même 

rfa'  __  /sin«        rosA         rSini 

ds    ^  \     R  TT     /  1t      ' 

é^Y'  __  /sine        cosi'N         ,sint 

Ces  formules  établies,  supposons  que  les  notations 
précédentes  se  rapportent  à  la  surface  fixe  et  désignons 
celles  relatives  à  la  surface  mobile  par  les  mêmes  lettres 
afTeclées  de  l'indice  i.  Remarquons  que  Ton  peut  choisir 
la  direction  A|  z\  et  le  sens  dans  lequel  on  compte  Parc  s^ 
de  la  courbe  C|  de  façon  que  dans  le  mouvement  les 
axes  A x'^z' coïncident  avec  K^x\y\z\  et  que  t:i  soit 
égal  à  TT  en  grandeur  et  en  signe.  On  aura  alors  les  for- 
mules suivantes  pour  passer  des  axes  fixes  aux  axes  liés 
à  la  surface  mobile 

ar'=  j?',  =  a(ar  —  a) ->r  ^(y  —  b)-\-^{s  —  c) 

y  =  yj  =  a'(^_a)-4-p'(r-^)-f-r(-2-c) 

=  a;  (ar,  —  a,  )  -h  p',  {yx— b^) -¥■  ^\  {z^  —  c^  ), 

z'=  z\  =  «'(57  — a)  H-  ^''iy  —  b)-\-f{Z'-c) 

Si  Ton  pose 

ds  dsx  _ 

dt"''         Ht"''' 
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on  trouve,  en  dérivant  par  rapport  au  temps  les  équa- 
tions précédentes  et  désignant  par  V^',  V^.-,  \V  les  projec- 
tions de  la  vitesse  d'un  point  de  la  surface  mobile  sur 
les  axes  Ax',  Aj^',  Az',  les  formules  suivantes 

-,  .     .  ,/sin/        cosi\ 

Vi  sin  £|    ,             ,  /  sin  ix        cos  /j  \ 
= ^  —  i,,  j:  I  __ _ —  I, 

t:  \   "1  ^     J 


m  • 


-,                   .       fsint    ,                      .            sini|     , 
V^' —  vcosi-i y  =  —  vt  C0S11-+-  P| y  . 

Pour  que  Ton  ait  un  mouvement  de  torsion  autour  de 
Taxe  des  z',  il  faut  et  il  suflBt  que  Ton  ait 

V  sini  =  fi  sini|. 

Considérons  maintenant  le  cas  où  les  deux  surfaces 
sont  développables,  mais  où  aucune  [d'elles  n'est  ni  un 
cylindre,  ni  un  cône.  Soit  C  l'aiète  de  rebrousseraent  de 
la  surface  fixe.  Prenons  la  tangente  en  un  point  A  dans 
le  sens  des  arcs  croissants  pour  axe  des  z',  la  normale 
principale  pour  axe  des  x'  vi  la  perpendiculaire  au  plan 
osculateur  dans  un  sens  tel  que  le  trièdre  Ax'y'z'  ait 
même  sens  que  celui  des  axes  fixes  pour  axe  des  j'. 

Soient 

les  formules  de  transformation  de  coordonnées.  On  aura, 
en  désignant  par  p  le  rayon  de  courbure,  par  t  le  rayon 


(  '9  ) 
(le  torsion  afTeclë  de  signe,  les  formules  suivantes 


-       da 
""^ds' 

^=ds' 

.      de 

dz'        a 
ds         p 

ds         p 

dY  _  Y, 

ds         p 

dl'            OL 

ds  ~  t 

^3'  _  P , 
ds         z 

df  _  ï, 

ds        X 

dt            a' 

ils             -z 

a' 

—  9 
? 

f/3            3' 

ds              1 

? 

ff ï  =  _  -  l!  _  l' 

ds             z         p 

Désignons  maintenant  les  notations  relatives  à  la  sur- 
face mobile  par  les  mûmes  lettres  atTectées  de  Tindice  i .  Il 
faut  placer  la  surface  mobile  sur  la  surface  fixe  de  façon 
à  faire  coïncider  les  axes  des  z'  et  des  z\  et  les  plans 
Aa/z'  et  Ai  x\  z\ .  Nous  pouvons  supposer  que  Ton  fasse 
coïncider  la  direction  positive  de  Az'  avec  la  direction 
positive  de  Â|  z\. 

On  aura  alors  les  formules  suivantes  pour  passer  des 
axes  fixes  aux  axes  liés  à  la  surface  mobile 

a:'=a(x  — a)  —  3(^--6)-l-7(3--c) 
y=a'(x-a)-h|3'(^-^)-^ï'(--c) 

=  ih  [œ;  (X,-  ai  )  -h  ?;  {yx—b,  )  -+-  y;  (^i~  c,)], 

.'=  a'(a:—  a)  -+-  ^"{y  -  6)  -f-  f{z  -  c) 
=  /-+-[«'(  (^1  -  «fi  )  -H  ^\  (yi  -  ^i)  H-  TÏ  (-1—  ^i  )]» 

/désignant  la  distance  AÂ|,  les  signes  +  devant  être 
pris  si  les  normales  principales  sont  du  même  côté  de 
la  génératrice,  les  signes  —  devant  être  pris  dans  le  cas 
contraire. 
On  en  lire,  en  posant 

ds  dsi 

dt  =  "'     di  =  "" 

et  dérivant  par  rapport  au  temps  les  expressions  des 


(  3o) 
projeciions  V^',  V^',  V^*  de  la  vitesse  d'uii  point  sur  les 
axes  Ax',  hj  \  As'.  Ce  sont 

^  VX'  dl  Vy       , 

P  ai  pi 

Pour  que  IW  ait  un  mouvement  de  torsion  autour  de 
Taxe  des  z',  il  faut  et  il  suffit  que  Ton  ait 

£=0,  -=zt  — • 

P  pi 

Considérons  enfin  le  cas  où  Tune  des  deux  surfaces 
développables  est  un  cône.  Nous  venons  de  donner  les 
formules  relatives  à  la  surface  développable;  nous 
avons  donné  dans  le  paragraphe  II  les  formules  rela- 
tives au  cône.  Il  nous  suffira  de  les  réunir. 

Les  notations  relatives  au  cône  seront  aflectées  de 
l'indice  i .  Quand  le  cône  est  placé  sur  la  surface  déve- 
loppable,  on  peut  toujours  supposer  que  les  parties  po- 
sitives des  axes  A  a'  et  0|  z\  coïncident,  et  que  Ax'  est 
parallèle  à  0^x\  et  de  même  sens. 

On  a  alors  pour  passer  des  axes  liés  à  la  surface  dé- 
veloppable  à  ceux  liés  au  cône  les  formules 

x'=  a(ar— a)-f-  P(r  — ^>)-f- y(>«  — c)  =  a,  a?|-l-pi>'t-f-ri  «t, 
y  =  a'(j7  — a)H-P'(^  — ^>)-1-Y'(^  — c)  =  a',j:,-+-P',^i4-Yi^i» 

/  désignant  la  distance  A0|. 

Si  maintenant  nous  supposons  la  surface  dévelop- 
pable  fixe,  il  nous  faut  regarder  Xi,  j^j  z^  comme  des 
constantes  en  dérivant  par  rapport  au  temps  et  x,  y^  z 
comme  variables.  Si,    au  contraire,  nous  supposons  le 


(3.  ) 

cône  fixe,  il  nous  faut  regarder  or,  y^  z  comme  des  con-  * 
siautes  et  X|,  ji,  z^  comme  variables.  Les  formules  ob- 
tennes  ne  différeront  qu'en  ce  que  les  projections  V^'y 
Vy,  \V  sur  Ax',  Aj  ',  A  y  d'un  point  de  la  tigure  mobile 
seront  dans  le  second  cas  dans  les  seconds  membres  des 
formules  suivantes 

V;r z =t'|C0t<5>,y— P,(Z'~/), 

p 
\y"\ = — cotçii'ia:', 

_,  vx'       dl 

OÙ  Ton  a 

ds  dst 

Pour  que  Ton  ait  un  mouvement  de  torsion  autour  de 
Taxe  des  3',  il  faut  et  il  suflit  que  Ton  ait 

/  =  o,         T  =  «'i- 

Les  formules  relatives  au  mouvement  d'un  cylindre 
louchaut  à  chaque  instant  un  cylindre  Gxe  le  long  d'une 
génératrice  se  déduisent  trop  simplement  du  paragraphe  I 
pour  qu'il  y  ait  lieu  d'insister. 


[Klc] 
PORHULES  POUR  L'ÉTUDE  D'UNE  FIGURE  REMARQUABLE; 

Par  m.  Giacomo  GANDIDO,  à  Pise. 


Le  but  de  cet  article  est  d'indiquer  quelques  formules 
qui  peuvent  servir  pour  Tétude  d'une  figure  remar- 
quable. On  trouvera  même  quelques  applications. 


(  •ia  ) 

RJ.  le  Professeur  F.  Ferrari  {Periodîco  di  Materna" 
tica,  vol.  VIII,  p.  67)  eu  généralisant  quelques  formule» 
de  M.  le  Professeur  Thiry  résout  le  problème  suivant  : 
Calculer  les  distances  des  points  du  plan  aux  sommets 
d'un  triangle  et  les  distances  mutuelles  de  ces  points, 
connaissant  les  rapports  que  déterminent  sur  les  côtés 
du  triangle  les  droites  joignant  ces  points  aux  som- 
mets.   Soit  ABC   le  triangle,   P  le  point  intérieur  ou 


extérieur  au  rriangle  et  AD,  BE,  CF  les  droites  qui  le 
projettent  par  A,  B,  C  sur  BC,  AC,  AR.  Faisons 

AF  BD  CF  ,  , 

FB="*'         DG=^^         FÂ=^        (nipq  =  i). 

et  eu  prenant  m,  p^  q  positifs  ou  négatifs  selon  que  D, 
E,  F  tombent  sur  les  côtés  ou  sur  leur  prolongement, 
on  a 


CP   =[(H-  m){a^m  4- 6*)— me*]  :  (m/?  -+-/>  -M)*, 

(0    {  AP  =[(!-+- /?)     (pb^-hc^)^pa^]  :  (/jy  •+-/?-+-!)*, 

BP  =[(i-f-^)      (qc^-^a^)~-qb^]  :  (my -+- y -+- 1)«. 

Supposons  maintenant  que  AD,  BE,  CF  coupent    le 
cercle  circonscrit  au  triangle  en  A4,B,,C4  respective- 
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meiil,  on  a  ainsi  un  autre  triangle  A  i  B|C|.  Alors  ou  a 

AF  -f-  FB  _  i-h  //i 
ÂF  m"' 

(/n-f- 1)« 
, 

m 
me* 


AF 

-f- 
FB 

FB 

=  m  -+-1, 

d'où 

AF.FB 

ou 

AF.FB  = 

n  :ll. 

d'oi 


(/nn-i)* 


FC,=  -^     ''^^^ 


KC.(/?n-i)« 


Maintenant  des  formules  (I)  on  tire 

(„)    Fc'  =  ("»+')("»'^'-^;')-'>'^.'_, 

^    '  (i-+-m)» 

J*où 


FC,=: 


(i-+-  m)  /(i  H-  m)(a»/7i-+-  6')-    me* 

donc 

(m-4-i)(mrt*-4-6«) 

(iH-  m)  /(i-i-  m)(a*m-i-  6*)  —  me* 
ou 

a*  /n  4-  6* 


CC,= 


illl)    •  <  AA,= 


BBi  = 


/(i  -H  m)(a*m  -h  6*)—  me* 

c*/?  -4-  6* 
/(  I -i- /?  )  (/>c* -h  6*  )  — /?Gr* 

a*  ^  -h  c* 


Par  les   triangles   semblables    ABD,    CDA|,    BDA4, 
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AUC,  . . .,  on  lire  les  autres  ibriiiules  : 


AjB 


B,A  = 


(IV) 


v'u 

1  ■+-JJ){C*p  -r  6*)  — 

9 

-pa^ 

apb 

9 

/r 

l-+-jO)C< 

c^p-^b^)" 

'pa* 

ab 

/ô 

i-^q)(i 

a^q  •+-  c-)- 

-b^q 

bcq 

/(" 

i-^q){i 

2*gr  -+-  c*)- 
c6 

-b^q 

/ô 

H- m)( 

acm 

—  /ne* 

BiG  = 

CjB  = 

G,A=    ^ 

^{i-\- m)(^ma^-^  b^) — wc* 

el  à  ces  formules  nous  pouvons  en  joindre  d'autres  rela- 
tives aux  angles  que  les  droites  AD,  BE,  CF  font  avec 
les  côtés  du  triangle  ABC. 
Posons 

BAAi=6,         C,CA  =  5,        6^=^<p, 

alors  ou  a  facilement 

_^         c  sin6  b  sinÇ 

^  ""  ^»sin(A-0) '  "^  ~  ^in(C-Ô' 

a  sincp 
^"*  csin(B  —  <p)' 

d*où 

bpsmk                        ,            amsinÊ 
tango  = —. T-9  tangj  = -r ^> 

cq  si  no 

tango  =  — -^ 1 — , 

'        aH-c^cosç 

et  de  ces  formules  on  tire  les  suivantes  : 

.    ft  bp  s'mX 

suiO=  — 


cosO  = 


^b^p^  H-  c*-f-  ibcp  cosA 

c  -\-  bp  cos  A 
/i*/?*-H  c^H-  2^c7?  cos  A 


I 


sin(A  — 0)=  -— r 
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c  sin  A 


cos(A  — 6)  = 


^ù^p^  -f-  c'  H-  j.  bcp  cos  A 

bp  -\-  c  cos  A 

—  —  » 

^b^p^  -H  c*  -h  2  bcp  cos  A 


ca  sînB 

y  c*  y*  -h  a*  H-  a  acq  cos  B 

a  -^  cg  cosB 
cosç  =  ^  > 

V  c*  y  *  H-  a*  -t-  -2  rtc^  cos  B 

asinB 
5in(B  —  9)  = 


cos(B  —  ç)  = 


sin(  = 


cosÇ  = 


sîd(C  — 0  = 


cos(G  — 0  = 


^c*q^-h  a*  H-  2  ac^  cos  B 

c^  -f-  rt  cos  B 

. = — y 

yc^q^-^  a'-T-  -lacq  cosB 

ani  sin  G 

.  - — -  -  > 

ya*m^-h  b^  -+-  'labm  cos  G 

A  -f-  am  cos  G 

V^a'  m*  -h  6*  -i-  2  a6//i  cos  G 

6  sin  G 
y  a*  m*  -+-  6*  h-  2  ai//i  cos  G 

ûm  -h  /;  cosG 
/a»  m* -H  6*-+-  2a6/7icosG 


Première  application.  —  Surface  du  triangle 
Â{B,  C|  :  Les  angles  du  triangle  A|  B|  C|  sont  respecti- 
veuienl 

A,=  B  — <pH-5,        B|  =  G  — Ç-he,        Ci  =  A  — e-^o; 

il  en  résuite 

sinA=  sin(B  —  ç)cos{  -H  sinj  cos(B  —  9) 

_       asînB(6-t-  am  cos  G  )  -+-  a/w  cos  C(cq  -^  a  cos  B  ) 
v/(a* m* H-  6>  -+-  2 abm  cos  G )(c*^*-i-  a*H-  aacy  cosB) 

et  en  répétant  la   même  chose  pour  sinBi    et  sinCi, 
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on  a 

.     .  a ( am  s'\n  A -\- b  sinli -h  cmo  sinC) 

sinAt=  -  -  ^  — » 

v/(«*m*-+-  b^-^iabm  cosC)(c*y*-*-a*-4-2acy  cosB) 

.    ^  ft(a/np  sîn  A -H  6/?  sinB -4- csinC) 

sinBi=  _    ^  ^  -> 

/(  a*  m*  -4-  6*  -+-  2  a6m  cos  C  ){b^p*  H-  c*  -h  a  6c/>  cos  A  ) 
.    ^  c(a  gin  A-4- 6/?^  sinB  H- cy  sinC) 

/(c*gr«-4-  a'-h2acgr  cosB)(6'/?'-+-c*-i-  2^C/?  cosA) 

De  CCS  formules,  comme  on  voit  facîleinent,  on  tire  la 
formule  qui  donne  la  surface  du  triangle  A|  B1C4,  el 
en  appelant  S|  la  surface  de  ce  triangle,  et  S  celle  du 
triangle  ABC,  on  a 

*  ""  (rt*m*-+-6*-i-2a6/ncosG)(c*gr«-i-a*-i-2ac^cosB)(6*/?*4-c*-+-2^c/?cosA) 

Pour  la  surface  de  Tliexagoue  AC|BA|CB|  on  a  la 
formule 


E  =  8R«S  [^ 


(6>/>*-h  c*)colgA       çr -4-(c«y*H- a«)cotgB 


/?' -4- c*  4- 2^c/?  cos  A       c' y* -H  a'-H  2  acy  cos  B 

mH-(  a*  /n*  -h  6*)  colgC] 
a*m*-i-6*-f-  2abmcosCj 

Si  le  point  P  est  le  centre  de  gra\fité  du  triangle  AQC 
on  a  la  formule 

(a*-4-  46c  cosA)(é^*-h  4accosB)(c*-h  4a6cosG)' 

si  ce  point  est  le  point  de  Lemoine  du  triangle  ABC, 
on  a 


S,= 


(a*  4-  /^bc  cos  X){b^'+-  4a<^cosB)(c'-4-  4  «^  cos  G) 


Deuxième  application.  —  Le  quadrilatère  harmo- 
nique  :  Supposons  que  le  point  P  soit  le  point  de  Lemoine 
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(lu  triangle,  alors  on  a 


6*  c»  a^ 

m  =i  —-f  p  =2  ~~ ,  q  ■=!  — 


Par  les  formules  (  IV)  on  a 


A|C.AB  =  A,B.CA, 


GiB.CA=:  AC,.BC, 


BiA.BC=  BjCAB, 

dou   nous    concluons    :    Les    quadrilatères  AC|BC, 
ABA|C,  ÂBCBi  sont  harmoniques. 

Considérons  en  particulier  le  quadrilatère  ABAfC; 
on  obtient  par  nos  formules 


s 


A,B  c*  AG  AD         AB 


d'où  nous  concluons  que  :  Le  point  de  concours  D  des 
diagonales  est  le  point  de  Lemoine  du  quadrilatère. 
La  même  considération  pour  les  points  E  <?/  F  rela- 
tivement aux  quadrilatères. 

Corollaire.  —  Les  tangentes  menées  par  les  extré- 
mités d'une  diagonale,  dans  un  quadrilatère  harmo- 
nique, se  coupent  sur  l'autre  diagonale. 

Considérons  le  quadrilatère  B|C|  A|C;  par  nos  for- 
mules on  a 


B|  Cl  .Al  Cl  =  CB| .  Al  Cl , 

doue  :  Le  quadrilatère  B, Ci  A|C  est  harmonique. 

Il  en  est   de    même  des   quadrilatères  CiA|B|A, 
A|B|C|  B. 

CoROLLAiRfc.   —  fjes  deux  triangles  ABC,  A|BiC| 
sont  cosy médians. 
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Questions.  —  On  voît  facilement  comment  par  Je 
moyen  des  formules  indiquées  on  peut  aborder  Tétude 
d'une  foule  de  problèmes  relatifs  aux  différentes  rela- 
tions métriques  entre  les  éléments  de  la  Ggure  que  nous 
avons  étudiée,  et  comment  la  combinaison  même  de  ces 
formules  peut  donner  quelques  propriétés  spéciales  de 
figures  particulières  (en  prenant  pour  m,  p^  q  des  valeurs 
particulières). 

Par  exemple  étudier  quand  on*a 


A,  G 
AB 

BiA 
"  BG 

C,B 
~  CA 

» 

A,  A 

=  AB-H 

Al  G,  . 

•  •  1 

AA, 

=  A,D. 

A,G, 

AP 
AD 

BP 
~  BE  " 

CP 
"  CF  ~ 

*. 

AiB,  =  BiC,  =  A,C„ 
PD  =  PE  =  PF  =  ...(«). 

Si  le  point  P  est  le  centre  de  gravité  du  triangle  ABC, 
on  a 

/6»-hc«\«       /a»-hc»\«       /a«-4-6n«       _    ,       ., 


[L«6a] 
SUR  LES  QUADRIQUES  CIRCONSCRITES  A  UN  TÉTRAÈDRE; 

Par  m.  Gn.  BIOCHE. 


On  sait  que  le  triangle  formé  par  trois  points  d'une 
conique  et  le  triangle  formé  par  les  tangentes  en  ces 

(  '  )  Intermédiaire  des  Mathématiciens ^  t.  IV,  p.  97  (  1044  ). 
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points  soiilhoinologîques.  11  est  naturel  de  se  demander 
si  le  tétraèdre  formé  par  quatre  points  d*une  quadriquc 
non  développable  et  le  tétraèdre  formé  par  les  plans 
tangents  sont  horaologiques.  Je  vais  montrer  que  cela 
n^a  pas  toujours  lieu,  niais  que  sur  une  quadrique 
donnée,  non  développable,  on  peut  toujours  trouver 
des  systèmes  de  quatre  points  présentant  cette  particu- 
larité. 

1.  Si  le  tétraèdre  de  référence  a  pour  faces 
Xt=o,        Xj=o,        X3=o,        X4=o, 

Téquation  d^une  quadrique  circonscrite  peut  s'écrire 

h  elk  prenant  les  valeurs  i,  2,  3,  4y  mais  ne  prenant 
pas  tous  deux  à  la  fois  la  même  valeur;  en  outre,  je  sup- 
poserai 

Les  plans  tangents  aux  différents  sommets  ont  pour 

équations 

A|,tX,-t-  Ai,jXj-+-  A,,4X4  =  o, 

At,iXi-h  A,,,X,-+- Aj,4X4  =  0, 

Aj.iXj-h  A8,,X,-f- A3,4X4  =  o, 

A4,!Xi-»-  A4,iX,-h  A4^3Xs=  o. 

Pour  que  le  tétraèdre  formé  par  ces  plans  soit  liomo- 
logique  du  tétraèdre  de  référence,  il  faut  et  il  sufflt  que 
les  traces  des  plans  tangents  sur  les  faces  du  tétraèdre 
de  référence  soient  dans  un  môme  |)lan  ;  en  particulier, 
il  faut  que  les  plans  tangents  aux  sommets  d'une  arête 
coupent  l'arête  opposée  au  même  point.  Or  Tarête 

Xi  =  o,        Xj  =  o 
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coupe  les  plans  tangents  correspondants  aux  points 

Xi  =  X,  =  o,         A|,3X3-h  Ai,4Xv  =  o, 
Xi  =  X,  =  o,        Ai^jXs-h  Atj^X*  =  o. 

La  condition  pour  que  ces  points  soient  confondus  est 

que 

Ai,jAj,4  =  Aj,jAi,v. 

Si  Ton  opère  de  même  pour  Tarete, 

Xi=o,        X,  =  o, 
on  trouve 

Ai,aAi,4  =  A|,,Aj,4. 

2.  Les  conditions  trouvées  sont  suffisantes,  car  si  roii 

pose 

Aj,j=a,  A,,i  =  p,  Ai,i  =  Y, 

A       -  PT  a       -  ^^*  A       -  *^ 

Téquation  de  la  surface  peut  s'écrire 

XiXj       XiXj       XiXi       XiX^       XjX^       XjX^ 


ap  «Y  otû  Py  pu  Yo 

et  les  traces  des  plans  tangents  sont  dans  le  plan 

(H)  h^^^h^^^i-^o. 

^     ^  a         p         Y  û 


Les  droites  qui  joignent  les  sommets  du  tétraèdre 
de  référence  aux  sommets  du  tétraèdre  circonscrit  se 
coupent  au  point 

^  a   ~~    p    "^    ^    ^    ù 

Ou  voit  qu^élant  donné  un  tétraèdre,  on  peut  toujours 
prendre  arbitrairement  soit  le  plan  d'homologie  H,  soit 
le  pôle  dliomologie  h-^  on  a  une  quadrique  circonscrite 
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au  tétraèdre  de  référence  et  inscrite  dans  un  autre,  homo- 
logique  de  celui-ci. 

3.  Si  Von  se  doune  une  quadrique  non  dévelop- 
pable  Q,  on  peut  trouver  sur  cette  surface  des  sjrstèmes 
de  quatre  points  tels  que  le  tétraèdre  formé  par  un  de 
ces  systèmes  soit  liomologiquc  du  tétraèdre  formé  par 
les  plans  tangents  en  ces  points. 

Soient  A,  B,  C  trois  points  pris  arbitrairement  sur  Q 
(mais  non  en  ligne  droite)^  le  plan  ABC  coupe  Q  sui* 
vant  une  conique,  et  les  tangentes  en  A,  B,  C  à  cette 
conique  coupent  les  côtés  opposés  en  trois  points  situés 
sur  une  même  droite  A.  Si  l'on  mène  par  A  un  plan  tan- 
gent à  Q,  soit  D  le  point  de  contact,  le  tétraèdre  ABCD 
réalise  la  condition  énoncée,  car  chaque  côté  du 
triangle  ABC  coupe  les  plans  tangents  aux  sommets  de 
Tarète opposée  au  môme  point,  et  Ton  a  vu  que  ces  con- 
ditions étaient  suffisantes. 

On  aurait  pu  se  donner  le  plan  d'homologie^  alors, 
on  pouvait  prendre  un  des  sommets  arbitrairement  :  les 
autres  sont  alors  sur  une  conique  déterminée,  sur  la- 
quelle on  peut  choisir  Tun  de  ces  points  à  volonté,  car, 
si  le  plan  d'homologie  est  à  l'infini,  la  quadrique  Q  étant 
une  sphère,  le  problème  revient  à  trouver  quatre  points 
de  la  sphère  formant  un  tétraèdre  régulier. 

4.  Si  Ton  considère  une  quadrique  quelconque  cir- 
conscrite au  tétraèdre  de  référence,  les  quatre  traces  des 
plans  tangents  aux  sommets  sur  les  faces  du  tétraèdre  de 
référence  sont  sur  une  quadrique  dont  l'équation  peut 


s'écrire 


A|,jA,, 3X1,4X5  -H  Ai,i( A,,, A,^4-h  Ai,4 A,,,)XiX,-+-. . ., 

les  termes  non  écrits  se  déduisant  de  ceux  qui  sont  écrits 
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par  des  permuta tioas  d'indices.  Cette  quadrique  se  ré- 
duit à  deux  plans  conlbndus  dans  le  cas  particulier  pré- 
cédemment étudié. 
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SESSION    DE    JUILLET  1898.    -    COMPOSITIONS. 


Besançon. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 
Epreuve    écrite.  —  Définition  de  la  fonction  Y. 
Démontrer  que  r(a:)r(i  —  x)^= 


ir 


sina^TT 


PnoBLisME.    —  Etant  donnés  trois  axes  rectangu- 
laires et  un  hélicoïde  représenté  par  V équation 

y 

z  =  Karc  tang-^ 

où  K  est  une  corutante  donnée,  calculer  l'aire  de  la 
portion  de  cette  surface  qui  se  projette  sur  le  plan 
des  xy  suiv^ant  un  secteur  circulaire  ayant  son  centre 
au  point  O,  ayant  pour  rayon  a  et  pour  angle  au 
centre  a. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  as^ec  cinq  décimales 
r  intégrale 


f 


^^  K  =  0,43528. 


v/(i  — a7»)(i  — K2a72; 
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MÉCAMQL'B   RATIONNELLE. 

m 

Epreuve  écrite.  —  Une  barre  homogène  pesante 
est  abandonnée  à  elle-même  et  assujettie  à  passer  par 
un  point  fixe  O  sur  lequel  elle  glisse  sans  frottement. 

Déterminer  son  moui^ement, 

Epbeuve  pratique.  —  Tracé  d'une  came  soulevant 
un  marteau. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Forme  de  la  Terre,  Equation 
déterminant  les  axes  a  et  b.  Formule  des  parallaxes 
en  \  et  Cô. 


SESSION  DE  NOVEMBRE  1898.  —  COMPOSITIONS. 


Besançon. 

Mécanique  rationnelle. 

Epreuve  écrite.  —  Un  mobile  pesant  glisse  sur  une 
circonférence  dont  le  plan  est  vertical  et  éprouvée  une 
résistance  proportionnelle  à  la  pression  quil  exerce 
sur  la  courbe.  Déterminer  son  mouvement. 

A  quelle  hauteur  s' élève-t^il en  partant  d'un  point 
sans  vitesse  initiale? 

Astronomie. 

_  # 

Epreuve  écrite.  —  Exposer  la  théorie  de  la  réfrac- 
tion suivant  la  méthode  de  Laplace» 

Epreuve  pratique.  —  Mesure  du  temps. 
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Dijon. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Définition  et  conditiofis 
(V  existence  de  V expression 

oii  Ux{x^y)i  Uj(a:,jK)  sont  des  fondions  données  des 
variables  indépendantes  a:,  y, 

II.  Trouver,  en  coordonnées  rectilignes  rectangu- 
laires y  l'équation  générale  des  surfaces  caractérisées 
par  la  propriété  que,  pour  chacune  d'elles,  le  plan 
tangent  en  un  point  quelconque  m  et  le  plan  perpen- 
diculaire en  m  au  rayon  vecteur  allant  de  V origine  à 
ce  point  coupent  tous  deux  l'axe  des  x  en  un  même 
point.  Disposer  des  éléments  d' indétermination  im- 
pliqués dans  cette  équation,  de  manière  que  la  surface 
représentée  par  elle  contienne  entièrement  la  droite 

a;  =  o,         «  =  ay  -f-  b, 

AstRONOHlE. 

Epreuve  écrite.  —  Précession,  nutation,  petits 
déplacements  de  Véquateur  et  de  Vécliptique, 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  V ascension  droite  et 
la  déclinaison  d^un  astre,  connaissant  sa  longitude  et 
sa  latitudeL^  247°4o'5o''8,)x=  i°43'2  2"-,  l'obliquité 
de  Vécliptique  est  23*'27'8'^98. 


(45  ) 

Montpellier. 

Calcul  dippérbntibl  et  iNTécRAL. 

Épreuve  écrite.  —  I.  Déterminer  l'intégrale  géné- 
rale de  l' équation  différentielle 

sachant  quelle  peut  être  vérifiée  par  des  polynômes 
eux. 

II.  Calculer  la  valeur  de  V intégrale  triple 

lorsque  x^y^z  prennent  toutes  les  valeurs  vérifiant 
les  deux  inégalités 

ari-j-^ï —  ^az  <o, 

Epreuve  pratique.  —  Les  axes  de  coordonnées 
étant  rectangulaires,  on  considère  la  courbe 

y  =  (sino?  —  cosip)  /a, 

X  variant  de-  à  —r-*  On  demande  de  calculer  : 

4       4 

!**  Vaire  comprise  entre  cette  courbe  et  l'axe 
des  X  ; 

a**  Le  volume  engendré  par  cette  aire  en  tournant 
autour  de  l'axe  des  x  ^ 

3^  La  sur/ace  qui  limite  ce  volume. 
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Paris. 

Calcul  dipférbxtiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Intégrer  le  système  (l'èqua- 
t ions  différentielles 

dx 


dt 


-i-x—y  =  e', 


dy 
dt 

dz 

on  mettra  l'intégrale  générale  sous  forme  réelle, 

IL  Déterminer  les  surfaces  dont  le  plan  tangent 
fait  un  angle  constant  avec  un  plan  fixe.  Trouver  les 
lignes  de  courbure  de  ces  surfaces. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  Vintégrale  double 

1     f 


/  j  x'^  y^  (\  ^  X  --  yY  dx  dy. 


étendue  à  l'aire  du  triangle  formé  par  les  droites 
ar  =  o,        JK  =  Oî        ^-^y — i  =  o. 

MÉCANIQUE  RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  vertical  fixe  xOy^ 
se  meut  sans  frottement  une  barre  homogène 
pesante  AB,  d'épaisseur  infiniment  petite,  dont 
l'extrémité  A  glisse  sans  frottement  sur  l'axe  fixe  Oy 
dirigé  suivant  la  verticale  descendante. 

Trouver  le  mouvement  de  celte  barre  en  supposant  y 
à  V instant    t  =  o^    que  le  point  A  soit   animé  d*une 
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vitesse  donnée  v^  suivront  Oy  et  que   la  barre  soit 
animée  dans  le  plan  xOy  d'une  vitesse  angulaire 
donnée  o>q  autour  du  point  A . 


Calculer  la  réaction  rie  l'axe  Oy  sur  ta  barre  au 
point  A,  à  un  instant  quelconque. 
Examiner  le  cas  particulier  où  w^,  =  o. 

Epreuve  PRATIQUE.  —  On  considérée  un  ellipsoïde  de 
révolution  homogène  de  densité  5  dont  'la  surface  a 
pour  équation 

4 

et  l'on  détache  de  cet  ellipsoïde  la  tranche  comprise 
entre  les  plans  z  =  o  et  z  =  h  (coordonnées  rectangu- 
laires). 

i**  Déterminer  la  masse  et  le  centre  de  gravité  de 
celte  tranche. 

2®  Calculer  le  moment  d'inertie  de  cette  tranche 
par  rapport  à  Vaxe  Oz. 

MÉCANIQUE    PIIYSIQrE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Principes  généraux  îles  méca" 
nismes.  Couples  cinématiques .  Chaînes  cinématiques. 
Couples  d' emboîtement.    Exemples. 

II.  Trouver  le  déplacement  fini  d'un  trièdre  tri^ 
rectangle  Oxyz  dans  lequel  le  sj  stèmc  des  rotations 
instantanées  a  pour  coordonnées   par  rapport   à   ce 
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tvièdie 

p  =  Oy        Ç  =  Oy        r  =  ai=const., 

5  =  a  cos  ntt  +  a'  sin  m/, 

7j  =  6  cos  mt  -h  6'  sin  m/, 

Ç  =  c  cos  mt  -+-  c'  sin  mt, 

OÙ  a,  A,  c,  a',  i',  c'  e^  m  sont  des  constantes. 

Astronomie. 

Epreove  écrite.  —  Etablir  les  formules  générales 
de  la  parallaxe;  appliquer  ces  formules  au  cas  d^une 
étoile.  Enoncer  les  lois  de  la  parallaxe  annuelle  d*une 
étoile  et  décrire  les  procédés  à  l'aide  desquels  on  peut 
déterminer  cette  parallaxe  ? 

Epreuve  pratique.  —  Une  planète  décrit  une  orbite 
elliptique  d* excentricité  e.  Calculer  les  valeurs  de 
l'anomalie  vraie  qui  correspondent  au  maximum  de 
V équation  du  centre  et  la  valeur  de  ce  maximum. 

On  prendra  e  =  o,oi68  e^  l'on  emploiera  pour  le 
calcul  des  logarithmes  à  cinq  décitnales. 
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•  Aussi  ai-je  cru  utile  de  publier  les  leçons  que  je  fais  celte 
année  sur  ce  sujet  aux  candidats  à  rAgréf:ation  qui  suivent  les 
Conférences  de  la  Sorbonne.  La  tâche  m'a  été  d'autant  plus 
facile  que  je  prépare,  depuis  plusieurs  années  déjà,  un  Ouvrage 
assez  considérable  sur  la  Théorie  des  Formes,  principalement 
au  point  de  vue  de  ses  applications  à  la  Géométrie  analytique. 

V  Voulant  offrir  aux  candidats  toutes  les  ressources  nécessaires 
pour  qu'ils  puissent  composer  sans  peine  les  leçons  qu'ils  auront 
à  faire  devant  le  jury,  j'ai  développé  d'une  façon  complète, 
quoique  aussi  élémentaire  que  possible,  la  théorie  des  inva- 
riants des  formes  binaires  et  ternaires,  en  me  limitant  pour 
les  formes  binaires  à  l'étude  des  formes  des  quatre  premiers 
degrés  et  de  la  forme  bilinéaire  ;  pour  les  formes  ternaires,  à 
l'étude  des  formes  linéaires,  quadratiques  et  bilinéaires.  Pour 
éviter  les  répétitions  et  pour  bien  mettre  en  lumière  les  prin- 
cipes généraux,  j'ai  dû  consacrer  plusieurs  pages  à  la  théorie 
générale  des  formations  invariantes.  Je  n'ai  pas  cru  devoir 
insister  sur  les  applications  géométriques  :  on  pourrait  les  mul- 
tiplier pour  ainsi  dire  indéfiniment,  et  j'aurais  craint  d'être 
trop  long.  Mais  je  crois  en  avoir  dit  assez  pour  rendre  ces 
applications  en  quelque  sorte  immédiates,  lorsqu'elles  ne  sortent 
pas  du  domaine  auquel  j'ai  dû  me  limiter. 

>  La  terminologie  que  j'ai  employée  et  qui  n'est  pas,  comme 
d'habitude,  celle  de  la  Géométrie  ponctuelle,  a  précisément 
pour  but,  en  ne  spécifiant  aucunement  la  nature  des  éléments 
géométriques  que  l'on  peut  envisager,  de  rendre  plus  faciles 
et  plus  générales  les  applications  géométriques.  J'espère  que 
l'on  estimera  que  cet  avantage  justifie  suffisamment  mon  inno- 
vation. M 

Anhuaihe  pu  Bureau  des  Longitudes  poua  1899. 
In- 18  de  V 1-7 84  p^g^'s,  avec  3  Cartes  magnétiques  : 
|^^5o  (franco,  i^',85). 
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spécialement  celle  de  l'ingénieur-constructeur  P.  Gavtier, 
Sur  le  Sidérostat  à  lunette  de  soixante  mètres  de  foyer  et 
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de  i",a5  d'ouverture,  qu'il  construit  pour  rE\position 
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QUESTIONS. 


434  (1858,  186).  L'équation 

n  .       n(n  —  i) 

c^T'*-^ C|a:«-*  H Cjar'*-*-f-.  ..4-  nxCn-\X-\-  c„  =  o 

I  2 


(Su) 

a  au  moins  autant  de  racines  imaginaires  qu*on  trouve  de  va- 
riations de  signes  dans  la  suite 

(Nbwton.) 

Note. —  La  démonstration  d'Eu  1er  {Introduction  au  Calcul 
infinitésimal)  n*est  pas  satisfaisante.  (Gbnoociii.  ) 

439  (1858,  187).  On  donne  le  périmètre  et  l'axe  d*une 
ellipse;  calculer  Tautre  axe  soit  par  une  série  convergente,  soii 
par  des  approximations  successives. 

448  (1858,  359).  Soient  A  et  B  les  extrémités  du  grand 
axe  ia  d'une  ellipse,  C  le  centre,  O  un  point  fixe  dans  le  plan 
de  l'ellipse  et  OC  =  d;  inscrivons  dans  l'ellipse  un  polygone 
de  2/1  côtés,  projection  d'un  polygone  régulier  inscrit  dans  le 
cercle  dont  l'ellipse  est  la  projection  orthogonale  ;  A  et  B  étant 
deux  sommets  opposés,  menons  du  point  O  des  rayons  suc- 
cessifs Ti,  Tj,  Tj,  ...,  Ttrt,  et  par  le  centre  des  demi-dia- 
mètres Ri,  Rt,  Rj,  ...,  Rsi»  res|>ectivement  parallèles  à  ces 
rayons,  on  a  les  deux  relations 

R,  R,  R.         R„_,       -y^aj' 

Hl  H  II       i!îi     —-hf  —-Y 

R,  R»  R,  ■•■  R„      --y      a)  ' 


le  signe  supérieur  lorsque  le  point  O  est  dans  l'intérieur,  et 
le  signe  inférieur  lorsque  le  point  est  extérieur. 


ERRATA. 


3-  série,  Tome  XVII,  1898.  —  Page  3i4,  et  Tables,  p.  585,  ligne  10, 
on  remootanl  :  classer  à  Klld,  au  lieu  c/e  O 2 q,  l'article  de 
M.  d'Ocagne  :  «  Sur  les  raccordemenis  par  arcs  de  cercles.  » 


(Yroialèiue  Série.)   —    Janvier  1899. 
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SUR  «lELQlIES  HUf^lgTÉS.ABITP 
DIS  FONCTION! 


Par  m.  Paul  STAECKEL, 

Professeur  à  rUniversilc  de   Kiel. 


Mathematische  Annalen^  t.  XLVI,  p.  5i4-5ao 


Traduit  avec  Tautorisation  de  Tauteur  par  M.  L.  L4UGRL. 


I. 

Théorème.  —  Soient  Xo,  X|,  . . .,  Xy,  .  • .  tes  points 
d'un  ensemble  dékombrable  tfuelconque  P  de  points  dans 
le  domaine  de  la  quantité  complexe  à  variabilité  illi- 
mitée X,  tandis  que  l'on  désignera  par  Q  un  ensemble 
quelconque  partout  dense  de  points  dans  ce  plan.  Il 
existe  alors  tonjoui^s  une  infinité  de  fonctions  uni- 
formes analytiques y( a: )  qui^  pourlous  les  arguments 
jCq^  X|,  ...  de  l'ensemble  P,  prennent  seulement  des 
valeurs  appartenant  à  l^ ensemble  Q. 

Démonstration.  —  Consiriiisons   l(*s  foiKaions  ra- 
tionnelles entières 

oo(a^)  =  Il 


o^(x)~(x  —  Xq)(x-'Xi),.  ,{x  —  a?v-i), 
• ••• •...., 

et  considérons  d'une  manière  d^abord  purement  rormelle 
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rexpressiou 


/•/      \         V  ■iV(v-M) 


v  =  o 


les  quantités  liv  [sont  des  constantes  dont  on  a  encore  la 
faculté  de  disposer. 
On  a  alors 

/(iTo)  —  Mo, 

et  Ton  peut  donc  poser 

où^o  est  un  point  quelconque  de  l'ensemble  Q.  Il  vient 
ensui  le 

Sî  Ton  fait  encore  celte  convention  que  Xq  =  o, 
Iors(|ue  le  point  a;  =  o  appartient  à  Tensemble  P,  l*on 
peut  alors  poser 

«1  =  ; \  > 

OÙ  yi  est  un  point  quelconque  de  Tenseinble  Q.   On 
obtient  de  la  même  manière 

et  Ton  peut  encore  déterminer  112  de  telle  sorte   que 
Ton  ait 

où  y2  '^st  un  point  quelconque  de  l'ensemble  Q. 

Si  l'on  procède  ainsi  successivement,  après  avoir  dé- 
terminé Uo,  t^i,  . .  .9  <^v-if  on  a  j)our  i^v  une  équation  de 
la  forme 

y^  =  a.,  -+-  Uy  .rj  (a^v    -  ^o)  (.rv  —  x,  ).  .  .(a^v  —  a^v-i), 


(55) 
OÙ  a^  ilésignc  une  fonction  rationnelU*  connue  de  jTo, 

^1,  . . .  ,Xv_i  cl  de  joî  J^M  •  • -j^V-n  tandis  que  j^v  est 
un  point  quelconque  de  Tensemble  Q. 

11  résulte  de  ceci  que,  pour  une  pareille  détermination 
des  constantes  Mv,  l'expression /'(jc),  considérée  d'une 
manière  formelle,  possède  la  propriété  requise,  et  il  ne 
reste  donc  plus  qu'à  recliercïier  comment  doivent  être 
choisis  les  points  j^q,  J^i  ,  . . .,  J'v,  .  • .  encore  arbitraires, 
de  l'ensemble  Q  de  façon  que  /"(x)  soit  une  série  de 
puissances  de  x  toujours  convergente. 

Si,  dans  le  terme 

-VJV-M) 

on  ellectue  les  multiplications  en  ordonnant  ensuite 
suivant  les  puissances  ascendantes  de  .r,  le  développe- 
ment commence  avec  l'exposant 

vfv  -4-1) 

ft  Gnit  avec  l'exposant 

-v(vH-i)-i-v  =  -  (v-hi)(v-h'-;.)    -  I. 

« 

Par  conséquent  /(x),  lorsqu'on  eiïectue  les  multi- 
plications, se  transforme  en  une  série  de  puissances  de  x 
que  l'on  peut  écrire  sous  la  forme 

•    V—  1  . 

.      .        V*  "V  -viv-»-i)  +  a 

/(J!^)=  J^^  WvCv,aa?«  ; 

v-^o  a=o 

iii  Cy^a  désigne  le  coeflicient  de  x^  dans*(pv(x). 

Par  suite,  si  pour  chaque  valeur  entière  positive  on 
parvient  à  satisfaire  aux  inégalités 

I  «v<^v,a|  =  r~i  ~/~      ".     "Il      (=^  =  «»  I' •^•,  . -M^  —  0 
[i  v(v  -f-i)  -f-  ajl 
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OU,  ceqiiî  revÎLMit  au  même,  aux  suivaiilcs 


^î    ,y.- (^v  — -aro)...(J?v— a7v-i) 


< 


[jv(v-4-i)-ha]I 


alors  cette  série  de  puissances  pour  f{x)  sera  toujours 
convergente.  Or,  il  est  toujours  possible  d'atteindro 
ce  but  d'une  infinité  de  manières,  car  les  points  de  l'en^ 
semble  Q  doivent  recouvrir  le  plan  de  la  variable  com- 
plexe x  d' une  manière  partout  dense;  en  effet,  d'après 
cela,  les  y^  peuvent  être  choisis  suffisamment  voisins 
des  ay  pour  que  les  valeurs  absolues  des  v  grandeurs 

^v        «  ^  <?v.a[ïv(v-+-i)-ha]! 


(a  =  o,  I,  2,  . .  .,  V  —  i) 

soient  toutes  inférieures  à  l'unité. 
Par  conséquent,  l'expression 


v  =  o 


représente  une  fonction  uniforme  analytique,  possédant 
un  seul  point  singulier  essentiel  :r  =  qo,  qui,  pour  tous  les 
arguments  pris  dans  Tensemble  dénomhrable  P,  prend 
seulement  des  valeurs  appartenant  à  Tensemble  ^a/7oi/£ 
dense  Q;  que  les  constantes  u^  s'évanouissent  toutes  à 
partir  d'un  certain  indice  déterminé,  cV'st  ce  que  Ton 
peut  toujours  empêcher,  cela  saute  aux  yeux,  au  moyen 
d'un  choix  convenable  des  points  j  v* 

Corollaire.  —  Un  théorème  analogue  a  lieu  lorsque 
l'ensemble  dénombrable  P  est  formé  de  points  tous  réeU 
et  que  l'ensemble  Q  est  partout  dense  sur  Vaxe  des 
quantités  réelles. 
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II 


Applications.  —  Pour  faire  des  applications  de  ce 
ihéorème  général,  je  vais  d'abord  supposer  que  l'en* 
semble  P  est  constitué  par  U  totalité  des  nombres  com- 
plexes rationnels  et  que  Ton  a,  par  conséquent. 


wTy  —   «I7y  ~T"   t  SCy  y 


OÙ  Xyj  Xy  désignent  des  nombres  rationnels  réels.  L'en- 
semble Q  peut,  ce  qui  est  permis,  être  identique  à 
l'ensemble  P.  Ou  a  alors  ce  théorème  : 

1 1  existe  une  infinité  de  fonctions  transcendantes  de 
la  variable  complexe  x  qui,  pour  toutes  les  valeurs 
rationnelles  de  leur  argument,  prennent  elles-mêmes 
des  valeurs  toutes  rationnelles. 

Cette  propriété,  par  conséquent,  n'est  pas  caracté- 
ristique pour  les  fonctions  rationnelles  de  x  à  coeffi- 
cients rationnels.  Il  est  vrai  que  Ton  a,  d'après 
M.  Hilbert  (*),  le  théorème  : 

ce  Lorsqu'une  fonction  algébrique  de  Xj  pour  toutes 
les  valeurs  réelles  rationnelles  comprises  dans  un  inter- 
valle, quelque  petit  qu'il  soit,  prend  toujours  elle-même 
des  valeurs  rationnelles,  alors  cette  fonction  est  néces- 
sairement rationnelle.  )) 

Qu'une  fonction  analytique  qui,  pour  toutes  les  va- 
leurs réelles  rationnelles  de  Targumcnt,  prend  elle- 
même  des  valeurs  réelles  rationnelles,  doive  être  néces- 
sairement une  fonction  rationnelle^  c'est  ce  qu'Emile 
Sirauss,  mathématicien  plein  de  talent,  mort  prématu- 
rément,   avait   cherché    à    démontrer    en    1886;    mais 


(  ')  Journal  de  Crelle,  l.  110,  p.  129;  iSya. 
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Weierstrass,  à   qui  il   avait   annoncé  qu'il  recherchail 
celte  démonstration,  lui  (it  remarquer  l'inutilité  de  ses 
eilbrts.  En  eiFet,  Weierstrass   construisit  une  fonction 
transcendante  de  x  possédant  la  propriété  exigée. 

Avec  sa  bienveillante  autorisation,  je  puis  ici  com- 
muniquer le  passage  en  question  de  sa  lettre  du  19  mars 
1886  à  Strauss  (*)  : 

<(    •  . .  On  posera  (pour  /i  =  1 ,  2,  3,  .  •  .  ) 

n 

alors  <prt(j:),  fn{x)  sont  des  fonctions  rationnelles 
entières  àa  x  k  coefficients  numériques  tous  rationnels^ 
le  degré  de  la  première  est  a//,  celui  de  Tautre  est 

'7.  -^  i  -^ . , . -\-  in  =  n  (n  -^  \). 

»   On  posera  enfin 

mj     =  I, 

mj     =  mi-f-  1.-2  -M, 


//iv+l  =  "Iv  +  V  (  V  4-  I  )  H-  I , 

^  Vi   Ij     ^j      m    t    ,    j    OC  f  m 

»   On   peut  alors   déterminer    une   série    infinie   de 
nombres  rationnels 


«Oî     «1»     «a 


1      •  •  •  » 


(')  Je  dois  une  copie  de  coLle  lettre  à  la  bonté  de  M"'  iM.  Spcycr, 
née  Strauss,  que  je  >aisis  l'occasion  de  reincrcier  ici. 
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en  sorte  que  l'expression 

/(x)  =  oo  -*-  «1  ar»»i/i  {t)  -h  a  j  a?*»./,  (x)  H- ...  4-  a„  a?'««/«  (x) 

soit  une  fonction  transcendante  entière  de  x  et  soit 
représentable  par  une  série  de  puissances  toujours 
convergente  de  la  forme 

où  les  coefficients  sont  tous  des  nombres  rationnels. 

»  A  cet  effet,  prenons  une  série  quelconque  de  puis- 
sances de  x,  toujours  convergente 

h  coefficients  tous  positifs,  et  alors  (pour  chaque  valeur 
déterminée  de /i)  choisissons  a^  de  telle  sorte  que,  dans 
la  fonction  développée  suivant  les  puissances  de  x 

le  coefGcient  de  chaque  terme  soit  en  valeur  absolue 
plus  petit  que  le  coefficient  du  terme  renfermant  la 
même  puissance  de  x  dans  la  série 

n  Alors,  non  seulement  re>cpre5siouy*(x)  sera  con- 
vergente pour  chaque  valeur  finie  de  x,  mais  encore  elle 
peut  être  aussi  transformée  en  une  série  de  puissances 
toujours  convergente  jouissant  de  la  propriété  énoncée. 
11  est  clair  eu  même  temps  que,  dans  cette  série,  les 
coefficients  de 

sont  respectivement 

ft,  par  conséquent,  lorsqu'on  prend  les  nombres  r/,,  «a, 
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/ij,  ...  de  telle  sorte  qu'à  partir  d'un  rang  déterminé 
ils  ne  soient  pas  tous  égaux  à  zéro,  la  série 

Cq  -h  Ci  ar  -h  CjO?'  -+- . . . 

est  une  série  infinie  ut  représente  par  suite  une  fonction 
transcendante  entière  de  x. 

»  Ceci  posé,  soil  maintenant  Xq  un  nombre  rationnel 
quc^lconque,  diflférent  de  zéro,  que  Ton  mettra  sous  la 
forme 

OÙ  7^,  [JL  sont  des  nombres  entit'rs  positifs  sans  diviseur 
comnmn  ;  on  a  alors 

par  conséquent,  toutes  les  fonctionsy,i(x)  pour  lesquelles 
on  a 


s  évanouissent  pour  x  =  Xq  et /(x)  possède  une  valeur 
rationnelle. 

y>  Il  en  est  de  même  pour  x  =  o  et  Ton  a  donc  dé- 
montré que  : 

y>  [1  existe  des  fonctions  transcendantes  entières  d'une 
variable,  jouissant  de  cette  propriété  que,  pour  chaque 
valeur  rationnelle  de  leur  argument,  elles  ont  également 
une  valeur  rationuf'lle....  » 

((  J'observerai  encore  qu'il  est  possible  (de  bien  des 
manières)  de  former  une  fonction  transcendante  entière 
de  X  qui  ait  des  coefficients  tous  rationnels  et  qui,  pour 
chaque  valeur  algébrique  de  x,  ait  également  une  valeur 
algébrique.  » 

Inspiré  par  cette  dernière  remarque  de  Weierstrass, 
Strauss    a    cherché    à    construire    une    pareille    fonc- 


(6.  ) 

lion  transcendante  de  x  et  il  s*y  est  pris  comme  il 
suit  (  '  )  : 

A  l'exemple  de  M.  Georg  Cantor  (^)  a  toute  fonction 
nuoiérique  irréductible  de  x 

on  attribuera  comme  hauteur  (Hôhe)  le  nombre  entier 

positif 

A  =  /i  —  i-H|ao|-h|a||-H...-H|  an-\  I  -h  I  a„  |. 

Le  produit  de  toutes  les  fonctions  de  même  hauteur  A 
est  une  fonction  entière  de  or  à  coefficients  entiers,  divi- 
sible par  X,  que  Ton  désignera  pary*/,(j:).  Si  Ton  forme 
alors  les  produits 

h 
^A(ar)=  J][/X(ar)        (A  =  i,  a,  3,  ...,«), 

Tex  pression 

oùles  [XA  doivent  être  des  nombres  entiers  positifs,  jouit, 
cela  saute  aux  yeux,  de  cette  propriété,  qu'à  chaque 
valeur  algébrique  de  x  (dans  la  région  de  convergence) 
correspond  une  valeur  algébrique  de  Ct{x), 

Si  Ton  déilnit  maintenant  les  nombres  ^-h  ^ti  moyen 
des  équations 

4- (A—  i)X|-h  (A  — a)Xj4-.  ..-f-  2.X/i-|-h  î.Xa 
(A  =  J,  2,  3,  ...,  oo), 

(')  Berichte  des  freien  Deutschen  Hochstiftes  zu  FrankfuH 
om  Jfai/i  (  ncue  Folge.  Dritter  Band,  p.  18-29;  i8go). 
(^)  Journal  de  Creliej  t.  77,  p.  269;  1878. 
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OÙ  M| ,  M],  .  •  . ,  Ma  désigne  m  respectivement  les  coefli- 
cienls  les  plus  élevés  en  valeur  absolue  de  g^,  g^,  ,..^  gj^-t 
et  où  X|,^Xt,  .  ..y  Xa  désignenrrespectivement  les  degrés 
de  ces  derniers  produits,  alors  G('x)  est  une  série  de 
puissances  de  x  qui  a  pour  cercle  de  convergence  le 
cercle  qui  a  pour  rayon  l'unité. 

Que  G(x)  ne  représente  aucune  fonction  rationnelle 
de  X,  c'est  ce  qui  est  facile  à  reconnaître. 

En  effet,  la  puissance  la  plus  élevée  de  x  dans 

a  pour  exposant  [xa  —  Ma  ;  la  puissance  la  moins  élevée 
de  X  dans 

a  pour  exposant  }XA-f-  i,  de  telle  sorte  que  les  Ma  puis- 
sances de  X  intermédiaires  ont  pour  coefficient  zéro. 
Maintenant,  comme  les  grandeurs  Ma  pour  h  croissant 
surpassent  toute  limite  finie,  il  ne  peut  exister  entre  les 
coefficients  de  la  série  de  puissances  G(x)  aucune  for- 
mule de  récurrence  d'ordre  fini,  comme  cela  devrait 
avoir  lieu  si  cette  série  de  puissances  représentait  une 
fonction  rationnelle  de  x. 

Néanmoins,  lorsque  de  ce  qui  précède  Strauss  conclut 
qu'il  a  trouvé  en  G{x)  une  fonction  transcendante 
jouissant  de  la  propriété  requise,  il  oublie  alors  cette 
possibilité  que  le  prolongement  analytique  de  sa  série  de 
puissances,  pourrait  bien  ne  pas  fournir  une  fonction 
rationnelle,  mais  une  fonction  algébrique  de  x.  Sa  rfef- 
nionstration,  d'ailleurs  très  ingénieuse,  ne  peut  donc 
pas  être  regardée  comme  valable. 

On  peut  du  reste  combler  cette  lacune.  Dans  ce  but 
il  suffit  en^effet  d'observer  qu'à  chaque  valeur  ration-- 
nellc  de  X  (à  l'intérieur  du  cercle  de  rayon  égal  à 
l'unité)  correspond  une  valeur  rationnelle  de  (r  (x)  et 
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fk*  se  rappeler  alors  le  tliëorème  précc5deminent  cité  de 
M.  Hilbert.  Par  conséquent  G (x)  représente  effective- 
ment une  fonction  transcendante  de  x> 

Mais,  même  si  Ton  fait  abstraction  du  fait  que 
Texerople  indiqué  par  Strauss  ne  possède  pas  la  simpli- 
cité désirable,  il  se  présente  encore  le  défaut  essentiel 
qui  suit.  Cet  exemple  montre  seulement  qu^â  chaque 
valeur  algébrique  de  x  intérieure  au  cercle  de  rayon 
égal  à  l'unité  peut  correspondre  une  valeur  algébrique 
d'une  fonction  transcendante  ;  et  ainsi  reste  encore 
ouverte  la  question  de  savoir  s^il  existe  aussi  des  fonc- 
tions transcendantes  de  x  pour  lesquelles,  h  chaque 
argument  (tini)  algébrique,  correspond  une  valeur  algé- 
brique de  la  fonction. 

Cette  question  doit  être  résolue  affirmativement  ; 
c'est  ce  qui  résulte  de  mon  théorème  général,  quand 
pour  ensemble  P  Von  prend  la  totalité  des  nombres 
algébriques  et  que  l'on  suppose  l* ensemble  Q  iden- 
tique à  ^ensemble  P.  Il  est  à  peine  nécessaire  de  dire 
que  pour  un  choix  convenable  des  nombres  algébriques 
qui  forment  l'ensemble  P,  Ton  peut  obtenir  pour/(jt:) 
une  série  de  puissances,  toujours  convergente,  à  coeffi- 
cients tous  rationnels, 

D*ailleurs,  lorsqu'on  a  une  telle  série  de  puissances 
/(x)  toujours  conifergente  y  on  peut  aussi  assigner 
immédiatement  une  infinité  de  séries  de  puissances  à 
convergence  limitée  jouissant  de  la  même  propriété 
et  représentant  également  des  fonctions  transcendantes. 
A  cet  ellét,  Ton  a  besoin  seulement  d'adjoindre  kf{x) 
une  série  de  puissances  provenant  d'une  équation  algé- 
brique quelconque 

à  coeffîcienls  entiers. 
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Et  Ton  poul  encore  aller  plus  loin.  Si  Von  suppose; 
que  P  est  conslitué  par  tous  les  noiuhvcs  algébriques 
et  Q  par  tous  les  nombres  rationnels,  on  obtient  en 
théorème  : 

//  existe  une  infinité  de  fondions  transcendantes 
dex,  qui,  pour  toutes  les  valeurs  algébriques  de  l'argu- 
ment^ prennent  elles-mêmes  des  valeurs  toutes  ration- 
nelles. 

Qu'il  existe  des  fonctions  d'une  variable  réelle,  qui, 
pour  toutes  les  valeurs  réelles  algébriques  de  l'argu- 
ment, prennent  elles-mêmes  des  valeurs  toutes  réelles 
rationnelles,  c'est  ce  qui  m'a  été  communiqué  orale- 
ment par  M.  Georg  Cantor;  cela  m'a  inspiré  le  désir 
de  démontrer  le  théorème  correspondant  pour  les  fonc- 
tions d'une  variable  complexe, 

La    remarque    suivante    servira   ici    de    conclusion. 

D'après  M.  Lindemann  (*)  la  fonction  e^  possède 
cette  propriété  de  prendre  pour  toutes  les  valeurs 
algébriques  de  l'argument,  la  valeur  zéro  exceptée, 
des  valeurs  transcendantes.  Mais  il  existe  aussi  des 
fonctions  analytiques  de  x,  pour  lesquelles  à  chaque 
valeur  algébrique  de  l'argument,  sans  exception,  cor- 
respond une  valeur  transcendante  de  la  fonction;  en 
effet,  ici,  l'on  a  seulement  besoin  de  supposer  que  l'en- 
semble P  est  la  totalité  des  nombres  algébriques,  taudis 
que  Tensemble  Q  est  la  totalité  des  nombres  trans- 
cendants complexes. 

(M  Afathematische  Annalen,  t.  XX,  p.  224;  «882. 
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[A8k] 

rnUYBAII  PROCÉDÉ  FOUR  RÉSOUDRE  LIS  ÉOUATIOXS 

DU  TROISlÉiB  DEGRÉ; 

Par   m.  Antoine  PLESKOT, 
Professeur  i  l'École  royale  de  Plzen  (Boliime). 

Nous  allons  chercher  dans  réqualion  du  second  degré 

x*-+-  ax-f-  6  =  0 

la  relalion  entre  a  et  b^  de  sorte  qu^ine  de  ses  racines 
soil  le  carré  de  l'autre. 
Si  X  est  une  de  ses  racines,  ou  aura 

!x  -h  a:*=  —  cif 

On  tire  tout  de  suite  de  ces  deux  équations 

X  =  t  /ï,        où        e  =  ^1 
cl 

Mais  on  peut  exprimer  la  relation  entre  a  et  b  sous 
une  autre  forme,  en  déterminant  la  résultante  des  équa- 
tions (a);  on  trouvera  aisément 

(7)  a>—  3a6  -h  6«-h  6  =  0. 

On  considère  maintenant,  dans  Téquation  (y^,  a 
lomme  une  inconnue,  et  alors  ses  racines  sont  données 
par  l'équation  (^).  Ou  peut  se  servir  de  cette  remarque 
pour  résoudre  l'équation 

si  on  lui  donne  la  forme  de  Téqualicn  (y). 


((iti) 

A  cel  c'fTet,  formons  une  équalioii  dont  les  racines 
soient  X  fois  les  racines  de  l'équation  (i). 
Cette  équation  est  la  suivante  : 

(a)  x^ -h pi- X -h  g  1^  =  0. 

Si  cette  équation  doit  avoir  la  forme  de  ré(|uation  (v), 

il  en  résulte  que 

^X«=  -36, 

<7Xs=6-+-6V 

En  éliminant  b  entre  ces  équations,  on   obtient  la 
valeur  de  )..  L'équation  résultante  est 

A---  1  — ; =;  o; 

il  en  résulté 


(3)  X^5±i/«^ 


3 

H-  -    > 


relation  où  Ton  peut  choisir   soit  le    signe  +  soit  le 
signe  — .  Mais  puisque 


/M» 


les  racines  de  Téquation  (2),  d'après  (^3),  sont 

d'autre  part,  les  racines  de  Péquation  (i)  sont  X  fois  pins 
petites;  donc  elles  sont  données  par  la  formule 

Si  l'on  substitue  à  A  la  valeur  fournie  par  l'équa- 
tion (3),  les  racines  vont  prendre  la  forme  connue 
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[L^17d] 

SIIR  MS  mVBMES  MOBILES  COMPARABLES  AUX  POLYGONES 

DE  PORCELET; 

Par  m.  g.  FONTENÉ. 


I. 

Théorème  I.  —  Etant  données  deux  quadriques  U 
et  V,  pour  que  les  huit  conditions  par  lesquelles  un 
tétraèdre  el.i)l>S(D  est  circonscrit  à  l'une  et  inscrit  à 
l'autre  se  réduisent  à  sept,  ou  encore  pour  que  les 
tétraèdres  circonscrits  à  l'une  et  inscrits  à  l'autre 
dépendent  de  cinq  paramètres  au  lieu  de  quatre,  il 
faut  et  il  suffit  que  ces  deux  quadriques  aient  quatre 
génératrices  communes. 

I**  La  rondition  est  sufilsante.  Soient  LM,  MN,  NP, 
PL  les  quatre  génératrices  communes;  les  deux  qua- 
driques admettent  en  nombre  doublement  infini  des 
tétraèdres  conjugués  communs  ABCD,  les  arêtes  AC 
t*t  BD  étant  dirigées  suivant  LN  et  MP;  un  plan  tan- 
gent à  la  quadriquc  U  rencontre  LN  et  MP  en  deux 
points  que  nous  prendrons  comme  points  A  et  B.  Les 
équations  des  deux  quadriques  U  et  V  rapportées  au 
tétraèdre  ABCD  sont 

(V)  X«  -  k^  Y»  _  Z2 -h  A:5T«  =  o; 

le  plan  tangent  à  U  est  Z=T.  Prenons  sur  la  qua- 
(Irique  V  un  point  (Ô  de  coordonnées  a,  i,  c,  c?,  ce  qui 
donne 
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et  considérons  le  cône  de  sommet  cO  circonscrit  à  U  : 

(A- —  ,)(ôi  — ^i)(Xî- Y»— Z«-h  T*) 

Il  faut  démontrer  que,  si  Ton  coupe  ce  cône  et  la 
quadrique  V  par  le  plan  Z  ^-=  T,  tangent  à  U,  les  deux 
coniques  u  et  i^  obtenues  admettent  des  triangles  tli'0l»3 
circonscrits  à  u  et  inscrits  à  y\  s'il  en  est  ainsi,  les 
tétraèdres  <^l>Dl>C(ô  dépendent  de  cinq  paramètres  :  deux 
pour  le  sommet  C£),  deux  pour  le  plan  «^i)l)C,  un  pour  le 
triangle  XitliG.  Or  on  a,  en  faisant  Z  =  T  dans  l'équa- 
tion du  cône  et  dans  celle  de  la  quadrique  V, 

(u)    (X-— 0(6*— rf«)(Y«-X*)-f-[aX-6Y-.(c-€/)Z]«  =  o, 
(v)  X«-AY«-+-(A-i)Z«  =  o, 

et  les  invariants  du  système  doivent  satisfaire  à  la  rela- 
tion connue  8^ —  4^8'^=  o.  On  trouve  d'abord 

8=  — (c  — c/)*(6«— c/i)«(A*  — I)*; 

on  a  ensuite 

0=(^  — i)(6«—rf«)[(A:-+-i)(c  — <;)«-(A:  — 1)»(6»— rf«) 

ou,  en   remplaçant  dans   le  crochet    (À' — 0(^^ — ^*) 
para«— i2_c2^rf2^ 

e  =  2(c  —  rf)(6«  -  d*){k  -  i){kc  -  d); 

on  a  enfin 

6' rr  (A- _  0(6*- c?«K^"*— 0- «'>t(A- -  I) 

-h6*(A-  — i;--X(c*-f-rf*— 2crf), 

ou,  en  remplaçant  {k  —  0(^^ —  ^*)  P*^' 

0'^--A2c*-A-H6*— ûf«)-(a*  — c*)-^/* 

-h  A'(a*—  c2)  H-  A(6«  —  di)  -h  ikcd  =  —(kc  ^  f/)*; 

on  a  donc  bien  H'^  —  4^^'  '-^^  ^' 


(69  ) 

2"  La  condition  est  nécessaire.  Les  deux  quadriques  U 
et  V  étant  supposées  quelconques,  si  Ton  se  donne  le 
soaimet  (D  sur  la  quadrique  V,  les  plans  rl,ijli3  sont  les 
plans  tangents  communs  à  la  quadrique  U  et  à  une  sur- 
face qui  est  l'enveloppe  des  plans  coupant  le  cône  de 
sommet  (D  circonscrit  à  U,  et  la  quadrique  V,  suivant 
deux  coniques  u  et  v  qui  adniettent  des  triangles  cir* 
conscrits  à  u  et  inscrits  à  ^;  or,  il  existe  une  qua- 
drique U'  inscrite  au  cône  et  ayant  avec  V^  quatre  géné- 
ratrices communes  :  cette  quadrique  est  Tenveloppe  en 
question,  d'après  ce  qu'on  a  vu;  dès  lors,  pour  que  le 
plan  tangent  à  la  quadrique  U  puisse  être  quelconque, 
il  est  nécessaire  que  la  quadrique  U,  qui  doit  se  con- 
fondre avec  U',  ait  avec  V  quatre  génératrices  com- 
munes. 

Quand  les  deux  quadriques  U  et  V  sont  quelconques, 
comme  les  deux  quadriques  U  et  U'  sont  inscrites  à  un 
même  cône,  elles  ont  un  second  cône  circonscrit  coni«- 
mun,  de  sorte  que  les  plans  «ViJbGy  tangents  à  U,  qui 
correspondent  à  un  même  point  C£)  pris  sur  V,  passent 
par  un  point  déterminé. 

Théorème  IL  —  Pour  que  deux  quadriques  U  et  V 
admettent  des  tétraèdres  dont  les  arêtes  leur  soient 
tangentes,  il  faut  que  les  racines  du  discriminant  de 
la /orme  XU  -{-  V,  soit 

vérifient  la  relation 

(I)  Zt\/\,t'^V=^Q, 

ce  qui  a  lieu  si  les  invariants  vérifient  la  relation 

(i')  4>  =  ±:2v/Ây±2v/ëë'', 
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OU 

(l'y        *i»'»-~8*«(AA'-r  ee')-h  i6(aa'— ee')«=  o; 

il  existe  alors  une  simple  infinité  de  tétraèdres  répon- 
dant à  la  question. 

i"  Si  un  tel  tétraèdre  existe,  en  le  prenant  comme 
tétraèdre  de  référence,  les  équations  des  deux  quadriques 
sont  de  la  forme 

en  posant  ^  rr:  a,  .  .  . ,  on  trouve  que  les  rapports  des 

cinq  invariants  ne  dépendent  que  des  trois  quantités  Sa, 
Sapv,  apvo,  et  une  élimination  facile  donne  la  rela- 
tion (i')-  Le  discriminant,  égalé  à  zéro,  donne 

ou,  en  désignant  \/a  par  jjl, 

ce  qui  donne  la  relation  (i);  on  verrait  d'ailleurs  que  (i) 
donne  (i')  en  comparant  cette  équation  en  uià  Téquation 
aux  carrés  des  racines^ 

2®  Considérons  la  figure  formée  par  un  tétraèdre  et 
deux  quadriques  inscrites  aux  arêtes  :  en  parlant  du 
tétraèdre,  cette  figure  dépend  de  paramètres  en  nombre 

42-f-3H-3  =  i8; 

si  Ton  part  des  deux  quadriques,  liées  par  la  relation  (i), 
et  dépendant  de  dix-sept  paramètres,  le  tétraèdre  doit 
dépendre  d'un  paramètre.  Il  y  aurait  à  chercher  la 
courbe  F  qui  est  le  lieu  des  sommets  des  tétraèdres, 
celle  r'  qui  est  osculée  par  les  plans  des  faces,  et  la  sur- 
face réglée  qui  est  le  lieu  des  arêtes.  Si  l'on  considère  le 


lélraèdrc  iiiCiiiiuent  voisin  du  tétraèdre  de  référence  et 
répondant  h  la  question,  en  désignant  les  coordonnées 
des  sommets  par(i  -4-  a,  a',  a'',  »"*),(  ^,  i  +  ^',  ^^  jâ"'), . . ., 
et  en  supposant  A'=  1^=  C'  =  -  D'=:  i^on  a,  avec  e  in  li- 
ai ment  petit, 


ot' 


(Aft~(:D)(G    -  D)       (AC— l)nKl>  —  H> 

NT 

(AI)   -  B(:)(K  — C)  --^'^-' 


♦  BC  —  llA  )(  D  —  A  >       (  HU  -     A(:)(  A  —  C  ) 

^  ~       B. 

(BA  — CDjiC  — I»  -    ~°^' 


on  constale  que  la  courbe  F  ne  peut  pas  être  une  cubique 
gaucKe,  comme  on  pourrait  le  soupçonner;  les  tan- 
gentes en  A,  B,  C,  I)  percent  les  plans  BCD,  . .  . ,  en  des 
points  OL,  P^  Y^o,  tels  que  le  plan  ^yS  par  exemple  passe 
en  A.  On  a*un  fait  corrélatif  pour  la  courbe  V, 

Pour  deux  sphères.»  quadriques  bitaiigentes,  en  appe- 
lant d  la  distance  des  centres,  R  et  R' les  rajons,  ou 
oblieiU 

dans  te  second  cas,  les  tétraèdres  sont  dk^s  pyramides 
triangulaires  régulières,,  disposées  autour  de  la  ligne  des 
centres,  et  la  réalité  suppose  la  relation  avec  deux 
signes  -f-;  dans  le  premier  cas,  les  tétraèdres  ont  leurs 
arêtes  opposées  égales  deux  à  deux,  et  ils  dépendent  de 
deux  paramètres. 

Remof'ifue.  —  Il  y  aurait  àcherclier  si  les  dîxeondi- 
lions  par  lesquelles  un  tétraèdj'e  a  ses  arùies  tangentes 
à.  une  quadrique  U  et   est   inscrit   (ou  circonscrit)  à 
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une    quadriquc    V    peuvent  se  réduire  h  un  nombre 
moindre. 

II. 

La  figure  corrélative  d'un  octaèdre  à  diagonales  con- 
courantes est  un  hexaèdre  pour  lequel  les  droites  d'in- 
tersection des  plans  des  faces  opposées  sont  dans  un 
même  plan,  ou,  d'une  manière  abrégée,  un  hexaèdre  à 
intersections  coplanaires.  Comme  deux  quadriques 

sont  polaires  réciproques  par  rapport  à  chacune  des  huit 
quadriques 

des  hexaèdres  à  intersections  coplanaires  circonscrits  k 
une  quadrique  U  et  inscrits  à  une  quadrique  V  donnent 
lieu  à  des  octaèdres  à  diagonales  concourantes  circon- 
scrits à  U  et  inscrits  h  V. 

Théorème  III.  —  Si  l'on  se  propose  d'obtenir  un 
hexaèdre  à  intersections  coplanaires,  ou  un  octaèdre 
à  diagonales  concourantes ,  circonscrit  à  une  qua^ 
drique  U  et  inscrit  à  une  quadrique  V,  le  problème, 
qui  paraît  être  doublement  indéterminé^  n'est  possible 
que  si  les  racines  du  discriminant  de  la  forme  XU  -h  V 
vérifient  la  relation 

(a)  —  X-f-X'-f-X'-+-X'"=o        ou        2X  =  '2X, 

ce  qui  a  lieu  si  le  discriminant  admet  la  racine — —» 
ou  encore  si  l'on  a 

{i')  e*—  4Ae«.*  -h  8  A*e.e'—  i6a».a'=  o; 

le  problème  est  alors  triplement  indéterminé.  Le  plan 
des  intersections  est  le  même  pour  tous  les  hexaèdres^ 
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cesl  le  plan  ABC  de  Tune  des  faces  du  lélraèdrc 
conjugué  conimun  aux  deux  quadriques ,  et  le 
triangle  4^TL0^  des  inlersections  est  l*uu  quelconque 
des  triangles  conjugués  par  rapport  à  la  conique  U  sui- 
vant laquelle  le  plan  ABC  coupe  la  quadrique  V;  le 
point  de  concours  des  diagonales  est  le  même  pour  tous 
les  octaèdres,  c'est  le  sommet  D  du  tétraèdre  conjugué 
commun,  et  le  trîèdre  des  diagonales  est  l'un  quelconque 
des  trièdres  conjugués  par  rapport  au  cône  de  sommet  D 
circonscrit  à  la  quadrique  U. 

1®  Un  hexaèdre  à  diagonales  coplanaires  circonscrit 
aune  quadrique  U  dépend  de  neuf  paramètres;  si  une 
quadrique  V  passe  par  les  huit  sommets,  cela  fait  sept 
conditions;  mais  V  nVst  pas  quelconque  par  rapport 
à  U.  Si  D  est  le  pôle  du  plan  4^011^  par  rapport  à  U, 
comme  les  équations  des  six  plans  rapportés  au  té- 
traèdre ^OU/XD  sont 

de  sorte  que  Ton  a  pour  les  coordonnées  des  huit  som- 
mets 

f!  -^  -  f!  -  f! 
«*  ~  6»  ^  c*  ""  »  ' 

la  quadrique  V  est  conjuguée  par  rapport  au  tétraèdre 
<pil^%D,  D  est  le  pôle  du  plan  4j)îl5'G  par  rapport  à  V, 
et  la  section  de  V  par  ce  plan  est  une  conique  v  con- 
juguée au  triangle  Jf^DïLSf^.  Si  Ton  désigne  par  5,  6,  8',  8' 
les  invariants  du  système  des  deux  coniques  u  et  i^ 
obtenues  en  coupant  les  quadriques  U  et  V  par  le 
plan  JÇJJfïL3((:,,  on  trouve  que  le  discriminant  de  la 
forme  XU  +  V  doit  être,  à  un  facteur  près, 

(oX  -h  0)(8X»-+-  OX«-h  O'X  -h  o'), 

ce  qui  donne  la  condition  (2). 


(:4) 

^i°  Comme  pour  le  Uiéorème  II  (pour  le  théorème  I, 
où  Ton  a  démontré  d'abord  que  la  condition  est  suffi- 
sante, on  a  du  employer  un  autre  mode  de  raisonne- 
ment). Le  théorème  comprend  la  sphère  de  Monge,  et 
peut  s*y  ramener^  les  diagonales  des  octaèdres  sont  alors 
irois  diamètres  conjugués  de  la  quadrique  U. 

Pour  deux  sphères,  quadriques  bitangentes^  on  doit 
avoir 

ou 

e/»  =  Rs  -4-  R'«  ±:  2  R  y/R»  -t-  R'». 

liemarque,  —  Si  Ton  demande  un  polyèdre  d'espèce 
donnée,  dont  les  arêtes  soient  tangentes  à  une  quadrique 
donnée,  ce  polyèdre  dépend  d«î  six  paramètres^  s'il  s*agit 
d*un  hexaèdre  dont  les  plans  des  faces  doivent  toucher 
une  autre  quadrique  donnée,  ou  d\in  octaèdre  dont  les 
sommets  doivent  être  sur  une  quadrique  donnée,  le 
problème  parait  être  déterminé.  L'est-il  réellement? 
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SOLUTION  GRAPHIQUE  DE  n  ÉQUATIONS  LINÉAIRES 

AVEC  n  VARIABLES; 

Par    m.    F.-J.    VAES. 


La  solution  suivante  est  très  simple  et  est  applicable 
à  toute  valeur  de  //. 
Soit  donné  le  système  : 

dxx  -+-  bxy  4-  ri  5  —  d{* 
«3  j-  -  -  b^y  —  c-3  z  =  ds'. 
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prenons  ijig.  i)  Ali  =  fl,,  BF,=  i,  iraçims  par  K  «i  A 
des  perpendiculaires  sur  AB,  mesurons  sur  la  droite  pas- 


Mnl  par  A  des  longueurs  =  i,,  c,,  (/,  k  partir  de  A,  cl 
eu  ayant  égard  au  signe,  et  joignons  avec  li  les  points 
obtenus;  alors  sur  la  droite  qui  passe  par  Eon  obtiendra 
des  longueurs  — >  —  i  — ■ 

En  agissant  de  même  pour  a^  et  aj,  on  obtiendra  des 
longueurs— I  •■■. -î,  ■-■>  comme  l'indique  \a  Jtg.   i. 

Lcsé(]uations  peuvent  s'éerice 
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d'où  résulle 

î^  _  1^  =  /  *î  +  *iU  + /£i  _  £i  V- 

rtj        «1        \at        «1/  \««        «1/ 

relations  dans  lesquelles  x  ne  se  trouve  plus. 
Ecrivons  pour  plus  de  simplicité 

''i  =  PiJ^  -H  ^1  «»        —  'î  =  p^r  —  <7ï^ ; 

les  valeurs  de  /i ,  ^< ,  .  . . ,  peuvent  être  mesurées  direc- 
tement sur  l^Jig-  I . 

Prenons  (Jig.  a)  A'B'=/;,,  A'q,{- k'B')  =  q,, 
A'/'i  =  r<,  B'D'=  I ;  alors  nous  obtiendrons  sur  la  per- 
pendiculaire   par   ly  sur  B'D'  des    longueurs  ~  et —• 

Faisons   lVC'  =  /;2,  (yE'=i  et  nous   trouverons  des 


lonsçueurs  —  et  — . 
^  P*      Pi 

Puisque 

-L  =  y^zlz         et  —  —   =y— ^z, 

Pi  Pi  Pi  P* 

il  en  résulte 

Pt      Pi      \Pt      Pli 

relation    d'où    z   se   tire    par    le   mo^en  indiqué  dans 

la  fis.  3,  où  A''B''=  21  _+.  2i,  B''C'=r:  i . 
•'  ^     '  Pi      Pi 

z  étant  trouvée,  nous  pouvons  prendre  sur  B'A'  une 
longueur  =  s^  ei  tracer  par  le  point  obtenu  une  per- 
pendiculaire surB'A'.   A  droite  de  B'A'  nous  trouvons 

une  longueur  z  x  —  laquelle  peut  être  soustraite  de  Ja 
longueur  — ?  ce  qui  donne  la  valeur  de  j'. 
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Comme  moyen  de  contrôle,  nous  pouvons  aussi  cher- 
cher jk  dans  la  partie  inférieure  de  làjig.  a,  où 


\pt  P\l 


Mesurons   les    valeurs  de  j^  et  de  z  sur    BA   dans 
\^fig»   i;   alors  nous  aurons  sur  les  perpendiculaires 

Fig.  4. 
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sur   BA,    passant    par    les    points    obtenus,  des   lon- 
gueurs z  X  —  et  y  X  ~>  tandis  que  nous  avons  déjà  la 

longueur  -^*  Nous  pouvons  donc  trouver  sans  peine 

ai  Ux  a\ 

Comme  moyen  de  contrôle  nous  pouvons  chercher  x 
aussi  dans  Tune  des  deux  autres  parties  de  \^fig'  i  • 

Il  est  évident  que  nous  avons  suivi  totalement  ré) imi- 
nation  algébrique  par  addition  et  soustraction. 

Les  figures  et  leurs  parties  sont  placées  Tune  sous 
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Tautre  de  la  même  manière  que  dans  la  solution  algé~ 
brique.  Il  va  sans  dire  que  les  figures  peuvent  être  pla- 
cées autrement  Tune  par  rapport  A  l'autre,  par  exemple 
de  manière  que  les  droites  BA,  CB,  DC  coïncident,  à  la 
condition  que  la  clarté  n'en  souffre  pas.  Dans  la/i^.  t  les 

proportions  — ,  .  « .  ont  été  transportées  sur  une  seule 

droite,  de  même  pour  — 

Eu  plaçant  la  droite  A'C  comme  les  figures  l'in- 
diquent, nous  pouvons  déterminer  directement  /"«  et  Tj* 
De    même   pour  la    position   de   A'^B^,    indiquée  dans 


la    fis.  3,  nous  avons  trouvé  la  valeur    de 

Pour  un  système  de  n  équations  nous  aurons  n  figures. 
Chacune  des  variables  se  trouvera  dans  la  figure  qui 
sert  h  l'élimination  de  cette  variable. 

Evidemment,  il  n*est  pas  nécessaire  de  faire 

nE  =  Cil  =...=  i: 

une  longueur  quelconque  /  suffira.  Seulement  dans  la 
dernière  figure  ^  dans  laquelle  on  trouve  la  première 
variable,  nous  sommes  obligés  de  faire  usage  de  Tunité* 

La  solution  graphique  peut  rendre  des  services  impor^ 
tants  dans  quelques  problèmes  techniques,  tels  que  : 

Le  calcul  des  courants  dans  les  diverses  parties  d'un 
réseau  de  distribution  électrique; 

Le  calcul  de  la  pression  de  la  vapeur  dans  le  récepteur 
d'une  machine  compound; 

Le  calcul  des  tensions  dans  les  diverses  parties  d'une 
construction. 

Il  peul  arriver  que  l'uni;  ou  Tautre  des  équations  ne 
soit  pas  propre  à  être  construite,  par  exemple,  quand  r/|  ^ 
r/o  et  d^  sont  très  grandes  par  rapport  à  a »,...,  //|  «  ...  ; 
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Dans  ce  cas  les  équations  doivent  être  changées  d^ une 
manière  quelconque,  par  exemple  en  posant  x  =  mX|, 
vt=/w^4,  5  =:  mzi,  où  m  est  une  constante;  une  mé^ 
ihode  générale  ne  peut  pas  être  donnée* 

La  solution  peut  être  beaucoup  simplifiée,  à  Taide 
d'une  règle  à  glissière.  Car  alors  nous  pouvons  facile^ 

aient  calculer  ~%  •  •  »,  -î->  •  •  •*  — , . .  •  Plaçons  ces  valeurs 
ai  Oi  ai 

À  Taidti  du  compas  sur  des  droites  parallèles;  nous  pou- 
vons mesurer  /»i,  ^i,  . .  .^  et  calculer  ^*  >•••»-*>••  •» 

P\  Pi 

qui  peuvent  être  placées  sur  d^autrcs  droites. 
Alors  2  se  trouve  exprimé  par  (~"**"~)  •  (^H-^)> 

tandis  que  nous  pouvons  calculer  avec  la  règle  z  X  - 

Pt 

pour  trouver  ^,  et  2  X  -^>  JK  X  —  »  pour  obtenir  x. 

En  ce  cas  la  solution  diffère  de  la  solution  algébrique, 
^("ulemcnt  en  ce  que  Ton  ne  fait  plus  des  additions  ou 
des  soustractions  sur  des  nombres,  mais  que  Ton  fait  ex- 
clusivement usage  de  la  règle  et  du  compas  ;  il  en  résulte 
cjuele  calcul  s'eflectue  plus  vite  et  plus  sommairement. 
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On  considère  im  triangle  T  dont  les  sommets  sont 
A,  B,  C,  et  une  droite  1  dans  son  plan*  On  prend  les 
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sjinéU'iques  d'un  point  O  quelconque  de  la  droite  A 
par  rapport  aux  côtés  du  triangle!!,^  et  Von  construit 
le  centre  O'  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ayant 
pour  sommets  les  trois  points  ainsi  obtenus  : 

L  Troui^er  le  lieu  du  point  O'  lorsque  le  point  O 
décrit  la  droite  A.  Ce  lieu  est  une  conique  S  dont  on 
discutera  le  genre  en  faisant  varier  la  position  de  la 
droite  A  par  rapport  au  triangleT .  On  indiquera  éga- 
lement les  positions  de  A  pour  lesquelles  S  lui  est  tan- 
gente ; 

II.  Trousser  le  lieu  du  centre  de  la  conique  S  lorsque 
la  droite  A  se  d(iplace  parallèlement  à  elle-même. 

Ce  lieu  est  une  conique  S^  qui  dépend  de  la  direction 
de  A; 

m.  Trouv^er  le  lieu  du  centre  de  S|  lorsquon  fait 
varier  la  direction  de  A  \ 

IV.  Démontrer  que,  par  tout  point  I  rfe  S,  on  peut 
mener  trois  droites  OO'  et  faire  voir  que  deux  de  ces 
droites  sont  conjuguées  harmoniqutfs  par  rapport  aux 
droites  qui  joignent  le  point  I  aux  points  de  rencontre 
de  A  et  de  S\ 

V.  Dans  le  cas  particulier  où  la  droite  A  passe  par 
le  centre  (o  d^un  cercle  inscrit  au  triangle  T,  on  pro- 
pose de  trou\fer  l'enveloppe  de  la  droite  OO'.  Dé- 
montrer que,  dans  ce  cas,  les  centres  des  trois  autres 
cercles  inscrits  au  triangle  T  et  les  points  de  rencontrf^ 
des  diagonales  du  quadrilatère  complet  ayant  pour 
côtés  A  et  les  côtés  de  T  sont  six  points  placés  sur  une 
même  conique, 

I.  Si  Ton  considère  le  point  O  comme  un  foyer  d'une 
conique  tangente  aux  trois  côtés  AB,  BC,  CA  du 
triangle  T,  le  centre  O'  du  cercle  circonscrit  au 
triangle  A'IVC  ayant  pour  sommets  les  symétriques  de 
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0  par  rapport  aux  côtés  du  irianglc  T  est  le  deuxième 
foyer  réel  de  celte  conique.  Soient  coo,  coi,  ci>2,  coj  les 
centres  des  cercles  tangents  aux  trois  côtés  du  triangle  T. 
Les  droites  ACy,  BC,  CO'  sont  respectivement  symé- 

Fig-  I. 


triqaes  des  droites  AO,  BO,  CO  par  rapport  aux  bis- 
sectrices des  angles  A,  B,  C  du  triangle  T,  ou  des  angles 
extérieurs,  et  ces  bissectrices  se  coupent  deux  à  deux 
aux  points  (i>.  Le  point  O'  est  donc  Vim^erse  du  point  O, 
le  triangle  de  référence  étant  ABC.  (Consulter,  par 
exemple,  le  Traité  de  Géométrie,  de  MM.  Rouclié  et 
de  Comberousse,  Note  111). 

Le  point  O  décrivant  une  droite  A,  son  inverse  O' 
décrira  une  conique  circonscrite  au  triangle  ABC  ;  en 
effet,  les  faisceaux  BO'  et  CO',  liomographiques  des 
faisceaux  BO  etCO,  sont  homograpliiques-,  donc  le  lieu 
de  (y  est  une  conique  S  passant  par  B  et  C  ;  on  voit  de 
même  qu'elle  passe  par  A.  Si  A  rencontre  les  côtés  BC, 
CA,  AB  aux  points  m^ ,  m^j  '/'s  les  tangentes  en  A,  B,  C 
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à  S  sont  les  droites  syum; triques  de  A//^t,  IW/»^,  C//I3  par 
rapport  aux  bissectriccïs  Ao>o,  B(0o,  C(i>o. 

Les  points  A'  et  K  étant  les  symétriques  de  O 
par  rapport  aux  côtés  CB^  CA  du  triangle  T,  on  a 
CO  =  GA'=CB',  et  la  perpendiculaire  élevée  à  A'B' 
en  sou  milieu  passe  par  C;  de  même  BO' est  perpendi- 
culaire à  A'C  et  A'O'  à  B'C;  cette  autre  manière  de 
construire  le  point  C  permet  de  voir  aiséme&l  le  genre 
de  la  conique  S.  l^ur  qu'un  point  Q'  s'éloigne  à  rînfini. 
il  faut  que  BO'  et  CO^  soient  parallèles,  par  suite  A', 
B',  C^  seront  en  ligue  droite  et  le  poini  O  sera  sur  le 
cercle  circonscrit  au  triangle  T.  Réciproqueuient^  si  O 
est  sur  le  cercle  circonscrit  au  triangle  T,  les  points  A', 
B',.  C  sont  en  ligne  droite;  les  rayoiis  BCK  ei  CO'^  per- 
pendiculaires à  A'C  et  A'B\  sont  parallèles^  el  le 
point  O'  est  «"i  Tinfini.  Donc,  suivant  que  la  droite  1 
ne  coupe  pas,  touche  ou  coupe  le  cercle  circonscrit  au 
triangle  T,  la  conique  S  est  une  ellipse,  une  parabole 
ou  une  hyperbole. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  l'inverse  de  la  droite 
de  l^iniini  est  le  cercle  circonscrit  »u  triangle  T,  ce  qui 
est  d'ailleurs  facile  à  étahlir  directement  ;.  de  ce  résultat 
on  déduit  immédiatement  le  genre  de;  la  conique  S 
quand  A  se  déplace. 

Pour  que  la  droite  A  soit  tangente  à  S,  il  faut  et  il 
suffit  quelle  passe  par  Tun  des  points  coo,  ci>i,  coj,  (i>9- 
En  eÛet^  l'inverse  OM'un  point  O  de  A  est  distinct  deO 
si  ce  point  O  n'est  pas  Tun  des  points  a>;  cela  résulte  de 
la  construction  de  O'  ;  alors^  si  1»  droite  A  ne  passe  pas 
par  un  des  points  co,.  elle  rencontre  laconique  Sen  deux 
points  0|  et  O^y  réels  ou  imaginaires,  inverses  l'un  de 
l'autre  et  distincts;  car  l'inverse  de  Oi  qui  appartient  à 
la  fois  à  A  et  à  &  appartient  k  la  fois  à  S  et  à  A^ comme  ce 
n'est  pas  Oi  c'est  un  autre  point  O^  commun  à  S  et  A; 


(  83) 

mais,  si  A  passe  par  Vun  des  poiiils  <o^  soit  (i>,,  l^inverse 
de  (i>,  étant  u>i ,  le  point  ci>i  appartient  a  S  ;  d'autre  part, 
si  la  droite  à  rencontrait  S  en  un  autre  point  0|  elle  la 
rencontrerait  encore  au  point  O^,  inverse  de  0|  et  dis* 
tinct  de  0|,  et  par  suite  en  trois  points  0|,  O2»  C0|,  ce 
qui  est  impossible;  donc  A  est  tangente  à  S  en  (i>|.  Si 
la  droite  A  passait  par  deux  points  «o,  elle  passerait  par 
un  des  sommets  du  triangle  T  et  serait  â  elle-même  son 
inverse.  Donc,  pour  que  la  conique  S  soit  tangente  à  A, 
il  faut  et  il  suffit  que  A  passe  par  un  seul  des  points  (o^ 
qui  est  alors  le  point  de  contact  de  A  et  de  S. 

II.  Quand  la  droite  A  se  déplace  parallèlement  à  elle- 
même,  elle  passe  par  un  point  fixe  P  situé  sur  la  droite 
deTinfini;  son  inverse,  la  conique  S,  passe  par  un  point 
iixe  M  du  cercle  circonscrit  à  T;  on  a  donc  à  chercher 
le  lieu  des  centres  des  coniques  S  passant  par  quatre 
|K)ints  fixes  A,  B,  C,  M.  On  sait  que  c'est  une  conique  S| 
passant  par  le  milieu  de  chacune  des  six  droites  obtenues 
enjoignant  les  quatre  points  A,  B,  C,  M  deux  à  deux  et 
par  les  jK>ints  de  rencontre  des  côtés  opposés  du  qua- 
drilatère ABCM;  à  ces  neuf  points  on  doit  ajouter  le 
centre  [j.  du  cercle  circonscrit  au  triangle  ABC,  car  ce 
cercle  est  une  conique  S  particulière;  c^est  l'inverse  de 
la  droite  de  l'infini  dont  la  direction  est,  comme  ou  sait, 
indéterminée.  SI  [A|,  [l^,  \t,t  sont  les  milieux  de  BC,  CA, 
AB,  la  conique  S|  passe  donc  par  les  quatre  points  |x, 
p^h  [^2)  1^3  indépendants  de  la  direction  de  A.  Comme  [x 
est  Torthoccntre  du  triangle  [jL||X2jxs,  toutes  les  co- 
niques S|  sont  des  hyperboles  équilatères. 

III.  Quand  la  direction  de  A  varie,  le  lieu  des  centres 
des  coniques  S|,  4;'est-à-dire  le  lieu  des  centres  des 
hyperboles  équilatères  passant  par  tes  quatre  points  [jl^ 
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^1,  pL2)  H^s  est,  on  vient  de  le  rappeler,  une  conique  qui 
est,  dans  le  cas  actuel,  le  cercle  des  neuf  points  du 
triangle  [Xi  ;x2[jl,,  car  les  six  points  obtenus  en  prenant 
les  milieux  des  droites  joignant  deux  à  deux  les  points 
IX,  |ji|,  U2,  pi,  appartiennent  au  lieu  et  sont  sur  le  cercle 
des  neuf  poinis  du  triangle  |X|  pLj  U3. 

IV.  Soit  K  l'inverse  de  I^  la  droite  IK  est  déjà  une 
droite  OCX  passant  par  I;  je  remarque  eusuite  que  les 
faisceaux  K),  ICV  sont  homographiques,  comme  homo- 
graphiques  au  faisceau  CO;  cela  est  évident  pour  le 
faisceau  10^  quant  au  faisceau  !&,  il  est  homographique 
au  faisceau  CO',  lequel  est  homographique  au  fais- 
ceau CO.  Les  faisceaux  homographiques  10,  10'  ont 
deux  droites  doubles  qui  sont  deux  droites  00'  passant 
par  I.  On  a  ainsi  trois  droites  OO'  passant  par  f  et  il 
n'y  en  a  pas  davantage,  car,  pour  une  telle  droite,  ou  O' 
coïncide  avec  I  et  alors  O  est  en  K,  ou  O'  ne  coïncide 
pas  avec  I  et  dans  ce  cas  OO'  est  une  droite  double  des 
faisceaux  lO,  10'. 

Les  droites  I0|  et  IO2  sont  deux  rayons  homologues 
des  faisceaux  homographiques  10,  10';  de  plus  I0|, 
considéré  comme  appartenant  à  Tun  ou  à  l'autre  de  ces 
faisceaux,  a  toujours  le  même  homologue  IO2  ',  donc  ces 
deux  faisceaux  sont  en  involulion  et  les  rayons  homo- 
logues I0|,  IO2  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port aux  deux  rayons  doubles  qui  sont  deux  droites  00'. 

V.  Il  résulte  de  ce  qui  précède  que,  si  la  droite  A  est 
quelconque,  l'enveloppe  de  OO'  est  une  courbe  de  troi- 
sième classe  pour  laquelle  A  est  une  tangente  double, 
car  on  obtient  pour  00'  la  droite  A  quand  O  passe 
en  0|  ou  O2  en  décrivant  A.  On  aperçoit  le  même  résul- 
tat en  considérant  la  courbe  polaire  réciproque  de  l'en- 
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vrl«)ppc  (le  00'  par  rapport  à  la  conique  S  :  c'est  une 
cubique  ayant  un  point  double  en  o,  pôle  de  A,  les  tan- 
gentes au  point  double  étant  80|  et  SOj. 

Maintenant,  dans  le  cas  particulier  où  A  passe  par 
rmi  des  points  w,  Wi    par  exemple,  alors  10 1  et   IO2 

Fig.  a. 


sont  confondus  suivant  I(U|;  les  faisceaux  en  involti- 
lion  10,  lO'  ont  un  de  leurs  rayons  doubles  confondu 
avec  Ici)|  ;  de  sorte  que  toute  droite  passant  par  (0|  est, 
dans  le  cas  actuel,  une  tangente  à  J'enveloppe  de  OO' 
qui  se  compose  alors  du  point  C0|  et  d'une  conique  cp; 
les  deux  tangentes  à  cette  conique  ç  issues  d'un  point 
quelconque  I  de  S  sont  IK  et  le  deuxième  rayon  double 
des  faisceaux  10,  10'.  Cette  conique  o  passe  en  oj,  et  y 
admet  pour  tangente  la  droite  A,  comme  on  le  voit  aisé- 
ment en  faisant  venir  I  en  (i)|.  Quelques  positions  re- 
marquables de  O  sur  A  vont  faire  connaître  des  tangentes 
à  laconique  <p.  Quand  O  est  au  point  de  rencontre  de  A 
avec  la  bissectrice  Bcoob)^,  le  point  O'  est  sur  cette  bis- 
sectrice en  son  point  de  rencontre,  autre  que  B,  avec  la 
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conique  S,  do  sorte  que  la  droite  Bcoo^o^  est  tangeiile  à 
la  conique  'f  ;  il  en  est  de  même  des  droites  C(ooo>|, 
Ati>2^3  f  niais  les  bissectrices  B(0|,  C(i)(  ne  sont  pas  tan- 
gentes à  cp. 

Soient  aI|,  n^,  n^  les  points  de  rencontre  de  A  avec 
les  côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  T.  Quand  O  vient 
en  Ht  le  point  O'  vient  en  A;  donc  la  diagonale  A/2|  du 
quadrilatère  complet  B  0/^2/23/2  «A  est  tangente  à  la  co- 
niqtie  ç;  on  voit  de  môme  que  les  deux  autres  diago- 
nales B//2  et  C/23  sont  tangentes  à  o. 

Les  côtés  du  triangle  formé  par  les  diagonales  du  qua- 
drilatère complet  BC/i2/2j//|A  et  ceux  du  triangle 
ti>o<^2^3  sont  donc  tangents  à  la  conique  C9,  et  Ton  sait 
que,  (|uand  deux  triangles  sont  circonscrits  à  une  même 
conique,  leurs  six  sommets  sont  sur  une  conique. 
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Caen. 

li^LKMKNTS  GÉNÉRAUX   DE    MATHÉMATIQUES. 

Epueuve  Écrite.    —   Soit  C  la   courbe  définie  en 
coordonnées  rectangulaires  par  les  équations 

montrer  que  C  est  une  hélice  et  déterminer  la  section 
droite  du  cylindre  dont  elle  est  une  gcodésiçue.  Mon- 
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trer  que  les  développantes  de  C  sont  planes  et  con- 
siruire  celle  qui  part  de  C  à  l* origine  des  coordonnées. 

On  trouve  que  Tare  5  compté  à  partir  de  Torigine  est 
égal  à  x  +  'Z;  C  est  une  hélice  :  la  section  droite  du 
rjlindrc,  située  dans  le  plan  x-\-  z  =  o  est  définie  par 
les  relations 

pour  la  développante  partant  de  rorigine,  on  a 

Epreuve  pratique.  —  On  suppose  que,  dans  l'orbite 
appoj^ente  du  Soleil,  on  ait  e  =  ^^^  w  =  280"*,  et  Von 
considère  la  position  S  du  Soleil  j  d^ année  sidérale 
après  son  passage  au  périgée.  Montrer  que  u  est  com- 
prise entre  ~  -{-  e  et  -^  -h  e  —  e^  :  la  valeur  — \-  e  est 

approchée  à  moins  de  1"  :   en  l'acceptant  pour  //,  cal- 
cider  la  longitude  de  S . 


On 


Soit 


7Z 

U  —  e  ^inu  =  -  • 

2 


M  =  — \-  v:  V  =  e  cos  v 

7. 


(H l'on  acliève  aisément  le  calcul. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Soit /(x,y,  u)  une  fonction 
^('  trois  variables  dont  on  regarde  la  dernière  u 
'^omme  fonction  des  deux  autres. 
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Formant  t— j-  ^'  regardant  dans  son  expression  x, 

au    du     d*  u  1  •   L I      •   j  '        j      - 

X»  "5  j~»  T"'  A~A~  comme  des  variables  indépendantes» 

on  propose  de  déterminer  f  de  sorte  que      r,    soit  de 
la  forme 

V   ^*"  .V  s  /         au        du        du  du\ 

•  ^    '-^       ^dxàj^        .    \    ï^»     /y^         ^^        ^^        ^x  dy  J 

On  trouve 

I 

m   = , 

'        C  —  X  — y  —  u 

/=  F(:r)-t- F,(y)- log(G  -  J- -y  -  a). 

IL    Une  surface  S  a  pour  équation,  en  coordonnées 
rectangulaires, 

(ay  -4-  65  -h  c)x^-h(a'y  •+-  b'z  -h  c')(y*—  2m^)  =  o, 

m  étant  une  constante  donnée,  a^b,  Cj  a\  i',  c'  six  para- 
mètres  indéterminés.  Former  l'expression  du  rayon  de 
courbure  d'une  section  normale  de  S  en  un  point  de  la 
parabole x  =  o, ^^  =  2 mz.  Déterminera^  b,  c,  a',  b\  c' 
rfe  sorte  que  tous  les  points  de  la  parabole  soient  des 
ombilics, 

La  méthode  ordinaire  donne 

I  m*        (by^-^-iimay-\-c)dT^-h(b'y^-r-'îma'y-hc')dy* 

R  ~  ^yi  -+_  /7iî  (7/ r*  H-  -^i ma>  -h  c') [  m*  dx^ H- (y» -h  m^)dy^\ 

Pour  que  tous  les  points  de  la  parabole  soient  des 

dy 
ombilics,  R  doit  èlre  indépendant  de  -^— >  quel  que  soîty. 

On  trouve 

a  —  o  =  a  =  o.  h  =  — f  c  =  c. 


m 
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Épreuve  PRATIQUE.  —  Calculer  V intégrale  de  l'équa- 
tion 

du  _/àuy 

^Mi  se  réduit  à  j^  pour  x  =  i , 

«=^(x  — l)*4-|(a7-I)/-^-i[9(x-.l)^-^-4/]'• 
MÉcANIQUE. 

EpEEt  VE  ÉcBiTE.  —  I.  Ufi  plan  P  glisse  sur  un  plan 
fixe  de  manière  qu'un  de  ses  points  A  parcoure  asfec 
une  vitesse  constante  une  circonférence  de  centre  O  et 
de  rayon  R,  tandis  qu*un  second  point  A'  du  plan  P 
demeure  sur  une  circonférence  de  centre  Qf  et  de 
rayon  R  :  les  droites  AA',  00'  ont  une  même  Ion- 
gueur  aR,  mais  ne  sont  pas  parallèles. 

Construire,  pour  une  position  quelconque  du  plan  1? ^ 
le  centre  instantané  de  rotation  et  le  centre  des  accé- 
lérations. 

On  se  rappellera  que  ce  dernier  esl  à  la  rencontre  du 
cercle  des  inflexions  et  d'un  cercle  orthogonal  qui  passe 

par  A,  dont  le  --r.  est  nul. 

II.  Une  plaque  carrée  homogène  OPQR,  soustraite 
à  l'action  de  toute  force  extérieure,  peut  tourner 
autour  du  sommet  fixe  O  :  le  côté  est  égal  à  i^la 
masse  à  3.  On  considère  trois  axes  liés  à  ta  plaque, 
Ox  suiifant  la  diagonale  OQ,  Oj^  parallèle  à  PR, 
Oz  normal  à  la  plaque.  Déterminer  le  mouvement  de 
cette  plaque  en  supposant  qu'à  V instant  initial  elle  est 
animée  d'une  rotation  instantanée  dont  les  compo. 
santés  sont  pQ=  2ol,  ^^  =  o,  To  =  a ^/3 . 

On  est  dans  le  cas  singulier  où  la  dislance  du  point 
iixe  au  plan  deriierpolhodie  est  égale  au  demi-axe  moyen 
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de   rellipsoïde   d'incrlie.    Le   problème    est   connu    ri 
j'écrirai  seulement  les  deux  formules 

<7  =  2«  lang  hypxf  /3, 

4*  = h  2a/ -4- arc  tarif  ' 


Epreuve  pratique.  —  Attraclion  d'une  couche 
sphérique  homogène  sur  un  point  intérieur  ou  exlè- 
rieur,  l'attraction  étant  réciproque  à  la  quatrième 
puissance  de  la  dislance. 

Pm        »       f   %  2à  j  1*1  jr 

oint  intérieur   \  -x 


3   R(R«— a:»)»' 

Point  extérieur  :  — "^^    ,,,..^ —;• 

3:r*(R*  — j-»)* 

Grenoble. 

Calcul  dipkérkntiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Plan  tangent,  lignes  de  cour- 
bure,  lignes  asymptotiques  de  l'hélicoïde  gauche  à 
plan  directeur. 

Lieu  des  points  de  la  surface  pour  lesquels  le  plan 
tangent  est  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Epreuve  pratique.  —  Equation  générale  des 
courbes  qui  coupent  sous  un  angle  donné  les  lemnis- 
cates  définies  par  V équation  {x'--\-y'^  )'-'  =  «^  (x*  — j  -), 
dans  laquelle  a  désigne  un  paramètre  variable.  Mon- 
trer que  les  courbes  obtenues  sont  encore  des  lemnis- 
cates. 

Cas  particulier  des  trajectoires  orthogonales, 

MÉC\NIOUE. 

Epreuve  écrite.  —  ITn  point  matériel  pesant  se 
meut   sans  frottement   sur   un    cylindre  parabolique 
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dont  r équation  par  rapport  à  trois  axes  rectangu- 
laires/ixes  est  y^ —  '2px  =  o. 

On  donne  les  cosinus  directeurs  a,  p,  y  ^^  '^  direc- 
tion  de  la  pesanteur,  les  coordonnées  XQ^yQ  de  la  posi- 
tion initiale  du  point  supposée  dans  le  plan  xy  et  les 
composantes  a^b^c  de  la  vitesse  initiale. 

On  discutera  les  circonstances  générales  du  mouvez 
ment  du  point  et  en  particulier  de  sa  projection  sur  le 
plan  xy^  on  calculera  la  réaction  du  cylindre  quand 
les  données  sont  quelconques,  et  Von  considérera  en 
particulier  le  cas  oii  l'on  aurait 

p  =  o,        a'-f-6* — igoLXo  —  g%p  =  o. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  les  moments 
d'inertie  d^un  cylindre  droit,  homogène,  de  révolu- 
tion:  1°  Par  rapport  à  une  génératrice  ;  à^  Par  rap- 
port à  un  diamètre  de  sa  base. 

Tromper  quel  doit  être  le  rapport  de  la  hauteur  h 
du  cylindre  au  rayon  r  de  sa  base  pour  que  les  deux 
pendules  composés  obtenus  en  faisant  osciller  le  cy- 
lindre autour  d'une  génératrice  et  d'un  diamètre  de 
sa  base  (ces  deux  axes  étant  supposés  rendus  horizon- 
taux) aient  même  longueur  de  pendule  simple  syn- 
chrone. 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Etant  admis  que  la  surface  ma- 
thématique  de  la  Terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution^ 
on  demande  : 

i^  De  calculer,  pour  un  point  de  latitude  X,  les 
rajons  principaux  de  courbure  de  cet  ellipsoïde  ; 

2°  D'exprimer,  en  fonction  des  latitudes  extrêmes, 
la  longueur  d'un  arc  de   méridien,  Application  au 
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f/uart  du  tnér/dîen,  à  l'arc  de  un  degré  d'une  lotit ur/e^ 
moyenne  donnée^  et,  enfin ^  à  la  détermination  d^s 
éléments  de  V ellipsoïde  terrestre  à  l*aide  des  Ion- 
giieurs  de  divers  arcs  de  méridien. 

Epreuve  pratique.   —  Dé tenni nation  de  la  déclic 
naison  d'une  étoile  par  la  durée  T  de  sa  course  au- 
dessus  de  l'horizon  d^un    lieu  de  latitude  connue, 
calcul  de  l'azimut  du  levier  de  V étoile. 

f^ariations  de  V  azimut  et  de  la  déclinaison  corres- 
pondant à  un  accroissement  0  de  T. 

Données  numériques  :  ' 

T  =  9\1o'",        0  =  1»,        X  =  45«ii'iu'. 


ERRATA. 


3"  série,  t.  XVII,  1898.  —  Page  547  et  Tables,  page  586,  ligne   i3. 
Lisez  comme  il  suit  le  titre  de  l'article  : 

Hemarque  sur  l'application  à  la  logique  de  la  théorie  des  régions. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1722. 

(  1896,  p.  ISt.  ) 

Par  un  foyer  F  d'une  conique  donnée  on  mène  une  corde 
quelconque  MM'.  Le  cercle  de  diamètre  MM'  rencontre  la 
conique  en  deux  autres  points  Mi  et  M',.  Montrer  que  : 

i"  La  droite  MiM'j  passe  par  un  point  fixe; 
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i"  Le  lieu  des  points  de  rencontre  des  sécantes  communes 
au  cercle  et  à  la  conique  se  compose  d*une  droite  et  d^une 
cubique.  (E.-N.  Barisien.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Malo. 

Soient  désignés  par  P,  Q,  R  les  trois  points  de   renconire 

des  sécantes  communes  à  la  conique  et  au  cercle  MM'  prises 
deu\  à  deux.  Je  dis  que  l'un  d'eux,  P,  est  le  point  où  la  corde 
focale  MM'  coupe  la  directrice. 


En  effet,  les  points  P,  Q,  K  sont  caractérisés  par  cette  pro- 
priété que  chacun  des  trois  côtés  du  triangle  qu'ils  forment 
est  la  polaire  du  sommet  opposé  à  la  fois   par  rapport  au 

cercle  MM'  et  par  rapporta  la  conique  donnée.  Or,  la  perpen- 
diculaire menée  à  MM'  en  F  est  la  polaire  de  P  par  rapport  à 
laconique,  en  vertu  de  la  définition  même,  en  Géométrie,  du 
foyer  et  de  la  directrice  (foyer,  point  où  chaque  couple  de 
droites  conjuguées  est  rectangulaire;  directrice,  polaire  du 
foyer),  et  aussi  par  rapport  au  cercle,  d'après   les  propriétés 
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les  plus  élémenlaires  de  cette  courbe.  La  deuxième  sécante 


commune  au  cercle  MM'  et  à  la  conique  donnée  dans  le  couple 
dont  fait  partie  MM',  est  donc  la  droite  passant  par  P  et  fai- 
sant avec  les  axes,  en  sens  inverse,  le  même  angle  que  MM'  : 
elle  passe  manifestement  par  le  point  G,  symétrique  de  F  par 
rapport  à  la  directrice. 
Les  points  Q  et  R  sont,  sur  la  perpendiculaire  à  MM'  menée 

par  Fi,  les  deux  points  conjugués  à  la  fois  au  segment  NN',  in- 
tercepté par  l'ellipse,  et  au  segment  LL',  intercepté  par  le 
cercle.  L'ordre  de  la  courbe,  lieu  des  points  Q  et  R,  est  donc 
mesuré  par  le   nombre  2   augmenté  du  nombre   qui   exprime 

combien  de  fois,  dans  le  pivotement  de  la  droite  LL'NN'  au- 
tour du  point  fixe   F,  Tun  des  points  du  couple  (Q,  H)  vient 

en  F.  Or,  quand  cela  a  lieu,  comme  F  est  le  milieu  de  LL' 
Tautre  point  de  ce  couple  est  à  Tinfini,  et  F  est  aussi  le  milieu 

du  segment  NN'.   La  circonstance  envisagée    ne    se   présente 

donc  qu'une  seule  fois,  quand  LL'NN'  est  perpendiculaire  à 
l'axe  focal,  et,  par  suite,  le  lieu  cherché  est  bien  une  cubique, 
avec  un  sommet  en  F  et  une  asymptote  perpendiculaire  à  Taxe 
focal  de  la  conique  donnée. 

Il  est,  du    reste,  aisé  d'en   écrire  l'équation.  Soit  oj  Tangle 

que  fait  la  droite  LL'NN'  avec  l'axe  focal,  et,  par  conséquent, 


ir 


w celui    que    fait,   avec   ce   même  axe,  la    droite   MM'  : 


'À 


l'équation   qui   admet  comme  racines  les   longueurs  des  seg- 
ments FN,  FF  est 

<I>(p)  =  (i  —  e*  cos*w)p'-4-  2.pep  cosio  —  p*  =  o; 

semblablemcnt  l'équation   qui  détermine   le  couple  de  points 

(L,  L')  est 

^r(p)  =  (I  —  e*  sin*io)p» — /?»  =0. 

On  aura,  par  suite,  pour  l'équation  déterminant  les  points 
doubles  de  l'involution  4>(p)-i-  k  V{p)  =  o, 

dp    dp        dp    dp  ~     ' 
c  est-a-dire 

p*cos(o(i  —  e^  singea)  —  /?ep(cos*w  —  sin*<o  )  -+-/>*  cosw  =  o, 
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ei  il  suffit  de  multiplier  par  p  pour  passer  immédiatement  au\ 
coordonnées  rectangulaires 

L'asymptote,  toujours  réelle,  passe  donc  par  le  centre  de  la 
conique.  Les  tangentes  issues  de  F  s'obtiennent  en  coupant 
Taxe  non  focal  par  le  cercle  décrit  de  F  comme  centre  avec 
le  rayon  aa  :  les  points  de  contact  sont  sur  la  conique  et  sur 
la  polaire  du  point  G. 

Aolre  solution  par  M.  Audibert. 

Qaestion  1727. 

(  ISM.  p.  100.  ) 

Étant  donnée  une  sur/ace  quelconque  F,  pour  laquelle 
l'indicatrice  «5/ elliptique,  la  surf  ace  F',  lieu  des  centres  de 
courbure  de  toutes  les  sections  normales  ou  obliques  que 
l'on  peut  faire  autour  de  chacun  de  ses  points,  est  repré^ 
sentée par  l'équation 

Ri  et  R]  étant  les  rayons  principaux  de  F  relatifs  au  point 
que  ron  considère. 

Cela  étant,  vérifier  que  l'aire  de  la  surface  F'  et  le  vo- 
lume qu'elle  enveloppe  ont  respectivement  pour  expression 

A=r(^L±^)/RrR;, 

V  =  ~  (  3  Rf  -+-  2  R,  R,  -h  3  Rî  )  /rTE;. 


(A.  ISSALY). 


SOLUTION 

Par  M.  G.  Tzitzéica. 


i"  Prenons  pour  axes  les  tangentes  aux  sections  principales 
et  la  normale  à  la  surface  F  au  point  0  considéré,  et  considé- 
rons toutes  les  sections  ayant  la  même  tangente  OT.  En  vertu 
du  théorème  de  Meusnier,  les  centres  de  courbure  de  ces  sec- 
tions se  trouvent   sur  un  cercle  de  diamètre  Ow,  lu  étant  le 
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centre  de  courbure  de  la  section  normale  ZOÏ;  le  cercle  pré- 
cédent est  situé  dans  un  plan  perpendiculaire  à  OT.  La  sur- 
face F'  est  donc  engendrée  par  celte  circonférence,  qui  tourne 
autour  de  OZ  et  se  dilate  entre  les  centres  principaux  de 
courbure  cdi  et  (0|.  Posons 

e  =  TOar. 
Les  équations  du  cercle  0(u  sont  alors 

j  ^=  a?  tango. 


(2) 


Or,  d'après  la  relation  d'Ëuler, 

I         cos^O        sin*0 


R  Ri  R] 


En  éliminant  R  et  6  entre  (i)  et  (2),  on  trouve  l'équation  de 
l'énoncé  pour  la  surface  F',  qui  devient  une  sphère  si  le 
point  0  est  un  ombilic  de  F. 

2°  Je  prends  pour  élément  d'aire  l'aire  limitée  par  deux 
positions  infiniment  voisines  du  cercle  générateur.  On  a  de  la 
sorte 


rfA  =  i  R»rfe  =  i  Rf  R\  -g ./^D     .   .Avt^ 

•2  2     *     '  (Rt  cos«ô-hRiSin«6)« 


d*où 


iz 


donc 


A— iRïR»    I      — • 

A=::(^iZL^)/Rn^. 


3**  De  même,  en  prenant  pour  élément  de  volume  le  volume 
correspondant  à  l'élément  d'aire,  on  a 

2         6  12 


d'où 

•K 


3.'.    (Rt 


R>R|cro 


cos«e-4-  Risin»e)»' 
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donc 

jy^ote,  —  Pour  trouver  les  intégrales  définies  précédentes,  on 
peut  procéder  de  la  manière  suivante  ;  Considérons  l'intégrale 

immédiate 

n 


''=/h7 


^     .,,cos«e-+-Risin«e       av/HTRi 
Prenant  les  dérivées  de  I  par  rapport  à  Ri  et  Rj,  on  trouve 

'^'^ sin«erfe  TT 


cos«e-H  Ri  sin«e)*       4Rj  /ïïTïïi' 


v 


r* cos'erfo  _        TC 

X    (RiCos«ô+Rsin^6)«-  4R,^K7â;" 


En  faisant  la  somme,  on  obtient 


'*=X  (b7 


^e  it(Rt-+-R,) 


cos»e-hRisin«e)     4RjR,v/h7r; 

En  procédant  de  la  même  manière,  on  obtient  de  1}  l'inté- 
grale I3.  On  pourrait  trouver  de  la  sorte  une  formule  géné- 
rale, pour 

"      Ja     (RîCos«9h- Rtsin«0)«' 


Question  1729. 

(  1896,  p.   1^8. ) 

L'équation  xyz-^r  kw*=o,  oà  x,   r,   z  représentent  les 
coordonnées  homogènes  d'un  point  du  plan 

w  =  ax  -f-  by  -H  cz^ 

et  k  un  paramètre  arbitraire,  représente  un  système  de 
cubiques  qui  ont  trois  points  d'inflexion  réels  situés  sur  la 
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droite  ir;   le  lieu   des  autres  points  d*inJÎ€Tion    se   com- 
pose de   deux  droites  imaginaires  A  e/  B. 

Démontrer  qu'il  existe  deux  cubiques  du  système,  tan- 
gentes à  une  droite  donnée  L,  et  que  les  deux  points  de. 
contact  sont  conjugués  harmoniques  relativement  aujc 
deux  points  imaginaires  conjugués  où  la  droite  L  rencontre 
A  et  B.  (A.  Legoux.  ) 

SOLUTION 
Par  M.  G.  Tzitzêica. 

i**  La  hessienne  de  la  cubique  a  pour  équation 
3^(v(a*ar*-+- ô*^*-+-c*5*  —  ibcyz  —  tcazx  —  labxz)  —  xys^  =  o. 

D'où  résulte  que  trois  des  points  d'inflexion  sont  sur  la 
droite  w,  ce  qui  était  d'ailleurs  visible  sur  l'équation  de  la  cu- 
bique même.  Si  Ton  élimine  k  entre  l'équation  précédente  et 
celle  de  la  cubique,  on  trouve  pour  le  lieu  des  autres  points 
d'inflexion 

(i)  {ax  —  byY '^-{by  —  cz)^-\-{cz  —  axy  =  o 

deux  droites  imaginaires  qui  se  rencontrent  dans  le  point  réel 


\a^  b    c J 


a**  L'équation  du  faisceau  de  droites  qui  joijynent  l'orig-îne 
aux  points  d'intcrseciion  de  la  cubique  avec  la  droite  L 

ux  -\-  vy  ^=  z 
est 

il)  xy{ux  -h  vy)  -\-  kt^  =  o. 

où 

f  ~  (a  -h  cu)x  -\-  (b  -^-  cv)y. 

Pour  que  la  cubique  soit  tangente  à  L  il  faut  que  (2)  admette 
un  facteur  carré.  Ce  facteur  carré  est  d'ailleurs  un  facteur  du 
jacobien  des  deux  fonctions  de  xely, 

xy{ux  -^-vy)    et     /*. 

Ce  jacobien  a  pour  équation 

t^\{a  4-  cu)ux'^-\-  o.(av  —  bu)xy  —  (b-h  cv)vy^]  ~  o; 


(99) 

il  comprend  le  facteur  singulier  /*  qui  repirscnte  la  flroitc  qui 
joint  Toriginc  au  point  d'intersection  de  w  et  de  L.  Il  reste 
alors  pour  Téquation  des  droites  qui  joignent  l'origine  aux  deu\ 
points  de  contact 

i  \)      (a  -hcu)ux^-h  2(av  —  bu) xj'  —  (b  -h  cv)  vy^  =  o. 

D'ailleurs,  Téquation  du  faisceau  des  droites  qui  joignent 
Torigine  aux  points  d'intersection  des  droites  A  et  B  avec  L 
est 

(  (a* -+- c* M*  —  acu)x^  —  {ab -\- bcu -+- acv —  a c* uv)xy 

]  -H  (6*-+- c*p*— 6cp)^*  =  o. 

H  reste  à  voir  que  les  deux  faisceaux  (3)  et  (4)  sont  con- 
jugués harmoniques  Tun  par  rapport  à  l'autre,  ce  qu'on  vérifie 
aisément. 

Autre  solalion  de  M.  Audibert. 


QUESTIONS. 


480  (1859,  ■/()<>).  Soit  Dj  un  cercle,  Di  une  développante 
de  Do,  Ds  une  développante  de  Di.  ...,  I);,  une  développante 
de  Drt-j.  Appelons  D„  développante  du  cercle  de  V ordre  n. 
Cela  po«é,  on  propose  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 
Si  une  figure  plane  varie  en  restant  semblable  à  elle- 
même,  et  si  trois  droites  de  cette  fip^ure  ont  chacune  pour 
enveloppe  une  développante  de  cercle  de  Vordre  /i,  toute 
autre  droite  de  la  figure  a  pour  enveloppe  une  dévelop- 
pante de  cercle  du  même  ordre.  {  V.  de  Lafitte.) 

495  C1859,  444)'  Une  courbe  C^  de  degré  net  une  conique  Ct 
sont  données  dans  le  même  plan;  on  prend  la  polaire  d'un 
point  quelconque  situé  sur  C^  par  rapport  à  la  conique  Gj; 
soient  P  et  Q  les  points  d'intersection  de  cette  polaire  avec  la 
conique,  le  lieu  du  point  d'intersection  de  deux  normales 
menées  en  P  et  Q  à  la  conique  ne  dépasse  pas  3/i. 

(Desboves.) 

496  ri859,  444)-  Par  un  point  pris  arbitrairement  dans  Tes- 


(  '^»«  ) 

.    ,     ,                mp(m  —  i){p-~i},     . 
pacc,  on  peul,  en   gênerai,  mener  — ^ droites, 

dont  chacune  rencontre  en  deux  points  la  ligne  à  double  cour- 
bure résultant  de  l'intersection  de  deux  surfaces  algébriques 
d'ordre  m  et/?;  toutes  ces  droites  sont  sur  un  cône  d'ordre 
(m  — i)(/?  — I). 

II  suit  de  là  que  la  perspective  de  l'intersection  de  deux 

surfaces  d  ordre  m  et  /?  a  — -^^ points  doubles 

situés  sur  une  courbe  d'ordre  (m  —  i){p  —  0- 

(MorTARD.) 

rilS  (1860,  46)*  I-orsqu*un  corps  peut  tourner  autour  de  six 
axes  indépendants,  on  peut  le  faire  tourner  autour  d'un  axe 
quelconque.  (MoBii'S.) 

513  (1860,  46)*  Lorsqu'on  donne  un  nombre  de  droites  plu« 
grand  que  six,  il  est  toujours  possible  de  trouver  des  forces 
qui,  agissant  suivant  ces  droites,  se  fassent  équilibre;  lorsque 
le  nombre  de  droites  est  moindre,  cette  possibilité  exige  en- 
core certaines  conditions.  (MôBius. ) 


1812.  Les  plans  osculateurs  à  une  cubique  gauche  en  trois 
de  ses  points,  a,  b  et  c,  coupent  le  plan  abc  suivant  des  droites 
concourantes.  (E.  Duporcq.) 

1813.  Soient  ai,  a{,  a»  et  ai,  les  pieds  de  quatre  normales 
concourantes  menées  à   une  conique  G  : 

i**  Dans  chacun  des  triangles  T,  tels  que  a^aza^,  on  peut 
inscrire  une  conique  A  ayant  les  mêmes  axes  de  symétrie 
que  G; 

2**  Les  quatre  coniques  Ai,  Aj,  A3  et  A4  sont  circonscrites 
à  un  même  quadrilatère; 

3*  Les  cercles  circonscrits  aux  triangles  admettant  pour 
sommets  les  points  de  contact  des  coniques  A  avec  les  cAtés 
des  triangles  T  passent  par  un  même  point     (E.  Duporcq.) 

1814.  On  considère  trois  coniques  (S),  (S,),  (Sj)  bitangentes 
entre  elles  aux  deux  points  A,  B;  de  deux  points  a,  ai  pris 
sur  (S),  (Si)  et  tels  que  la  droite  aai  passe  par  ce  pôle  com- 
mun à  ces  trois  coniques,  on  mène  des  tangentes  à  (Sj).  Les 
quatre  sommets  du  quadrilatère  ainsi  formés  décrivent  deu\ 
coniques.  (G.  Leinekugel.) 


[PI]  [P2] 

SUR  vt^iémaa^tHX  dualité 

AmiOUÊBS  AUX  PROPRIÉTÉS  MÉTRIQUES  DU  PLAIV; 

Par  m.  L.  RIPERT. 


Préliminaires. 

1.  Lorsque  Ton  a  donné,  en  Géoinélrie  élémentaire, 
les  définitions  des  éléments  uiélri(|ues,  dont  les  deux 
principales,  celles  de  la  distance  de  deux  points  et  de 
y  angle  de  deux  droites  remontent  à  Tantiquité,  il  est 
clair  que  l'on  ne  pouvait  pas  se  préoccuper  de  Tapplica* 
lion  des  principes  de  dualité  et  d'homographie.  Pour 
pouvoir  appliquer  ces  principes,  il  ne  faut  donc  pas 
craindre  de  revenir  eu  arrière,  d'analyser  les  définitions 
données,  d'examiner  comment  Ton  pourrait,  suna  chan- 
ger leur  signification,  les  transformer  de  manière  qu*elles 
donnent  prise  à  l'application  successive  des  deux  prin- 
cipes. 

Chasles,  dans  ses  Mémoires  annexés  à  V Aperçu  histo- 
rique, a  défini  le  principe  d'homographi»  comme  résul- 
tant de  deux  applications  du  principe  de  dualité.  C'est 
en  effet  le  moyen  le  plus  simple  de  démonstration. 
Mais  l'ordre  d*  application,  naturel  et  logique,  est  :  i°  la 
transformation  sans  changement  de  nom  des  propriétés, 
cest-â-dire  l'homographie;  a"  la  transformation  avec 
changement  de  nom  des  propriétés,  c*est-à-dire  la  dua- 
lité. Il  parait  très  difficile,  en  général,  d'appliquer  <£i- 
rectement  le  principe  de  dualité  aux  propriétés  métri- 
ques. Je  me  propose  de  prouver  que  cette  application  est 

Ann,  de  Maihe'mat.,  3*  série,  t.  X  VIII.  (Mars  1899.)  7 


(  ^oa  ) 
toujours  possible  et  même  facile  quand  les  propriétés  ont 
été  préalablement  généralisées  par  homographie. 

2.  J'admets  comme  acquis  et  hors  de  contestation  : 
1^  les  principes  eux-mêmes  et  la  généralité  de  leur  ap- 
plication aux  pvopviélés  projectwes,  d'où  il  suit  que  le 
problème  de  Tapplication  aux  propriétés  métfiques  re- 
vient à  donner  à  ces  propriétés  le  caractère  projectif; 
2^  le  double  et  fondamental  théorème  de  Chasles  :  Dans 
deux  figures  homologues  ou  corrélatives,  les  rapports 
anharmoniques  d' éléments  homologues  ou  corrélatifs 
sont  égaux;  3"^  l'existence  symbolique,  dans  le  plan, 
d'une  droite  i  de  l'infini,  qui  se  trouve  déterminée  par 
les  deux  points  imaginaires  I|  et  I3,  dits  points  cy- 
cliques, lesquels  déterminent  eux-mêmes  la  famille  des 
cercles  du  plan  (caractérisée  par  leur  passage  par  T| ,  I2)  ; 
/\°  la  possibilité  homographique  de  substituer,  à  cette 
droite  i  ou  I1 12,  une  droite  quelconque  /z,  déterminée 
par  deux  points  fixes  arbitrairement  choisis  (réels  ou 
imaginaires,  r  ou  i)Ni ,  N^,  qui  déterminent  eux-mêmes 
toute  une  famille  de  coniques  pour  lesquelles,  dans  un 
précédent  article  (A'^.  A,,  p.  44^»  '898),  j'ai  proposé 
le  nom  d'homoponctuelles  (c'est-à-dire  astreintes  à  pas- 
ser toutes  par  Ni,  N2);  5**  la  corrélation  de  la  droite  n 
ou  N|  Na  (dont  1  ou  I1 12  est  un  cas  particulier)  avec  un 
}>oint  N,  arbitrairement  choisi,  déterminé  par  deux 
droites  fixes  données  (r  ou  i)  W|,  /Zj,  lesquelles  déter- 
minent elles-mêmes  toute  une  famille  de  coniques  homo- 
tangentes  (c'esl-à  dire  astreintes  toutes  à  toucher  /Zi ,  n^). 

Un  cercle  est  déterminé  si  l'on  donne  son  centre 
(pôle  de  i)  et  un  point,  ou  encore  trois  points.  De 
même,  une  conique  homoponctuelle  est  déterminée  par 
la  donnée  du  pôle  de  n  cl  d'un  point,  ou  encore  de  trois 
points.   Une  conique  homotangente  est  déterminée  si 


(  «oS) 
l^on  donne  la  polaire  de  M  et  une  tangente,  ou  encore 
trois  tangentes.  La  droite  n  sera  dite  droite  foudamen- 
taie  dans  les  transformations  homograpliiques,  et  le 
point  ^  point  fondamental  dans  les  transformations  dua- 
listiques. 

Distance  anharmonique  de  deux  points, 

3.  La  distance  (métrique)  de  deux  points  A  et  B  est 
(ou  s'exprime  par)  le  nombre  d'unités  de  longueur  con- 
tennesdansle  segment  AB.  Celte  définition  implique  ce 
qui  suit  : 

Étant  donnée  {Jig-  i)  une  droite  d  qui  rencontre  i  en 
un  point  I  et  sur  laquelle  on  prend  deux  points  A  et  B, 

Fig.  I. 


on  considère,  dans  la  famille  des  cercles  (  I| ,  12)  du  plan, 
un  cercle  F,  qui  sera  dit  cercle-unité,  ayant  pour  pôle 
<le  I  un  point  arbitraire  Q  et  d'un  rayon  égal  à  Tunité  de 
longueur  arbitrairement  choisie  (')   On  mène  Ql  qui 

rencontre  F  en  E,  Q  A  qui  rencontre  i  en  J,  et  JE  qui  ren- 

AB 
contre  d  en  D,  Le  rapport  --tt>  c'est-à-dire  le  rapport 


(')  Le  cercle-unité  est  indispensable  pour  dctermincr  la  direction 
et  le  $e»s  des  segments.  A  chaque  diamètre  EQI£'  correspond  une 
direction  avec  ses  deux  sens  (QE,  QE').  D'où  résulte,  pour  les  défi- 
nitions (4  et  7)  la  nécessilé  des  coniques-unités  (liomoponctucllcuu 
liuoiolaDgcnle  ) . 


(  '04) 

anliarmonique  tk-dt  =  (ABDI),   est  la  distance  des 

deux  points  A  et  B,  ou  longueur  du  segment  AB  (les 
mots  :  par  rapport  à  i  et  au  cercle-unité  F,  étant  sous- 
entendus). 

i.  Par  généralisation,  étant  donnée  {fig^  2)  une 
droite  d  sur  laquelle  on  prend  deux  points  A  et  B,  et  qui 
rencontre  la  droite  fondamentale  n  en  un  point  N<;,  on 
considère,  dans  la  famille  de  coniques  homoponctuelles 


(N|,  Ni),  une  conique  F,  qui  sera  dite  conique-unité, 
ayant  pour  pôle  de  n  un  point  arbitraire  Q  et  d'ampli- 
tude arbitrairement  choisie.  On  mène  QN,/  qui  ren- 
contre F  en  E»  QA  qui  rencontre  n  en  J,  et  JE  qui  ren- 
contre d  en  D.  Le  rapport  anharmonique 

sera  dit  la  distance  anharmonique  des  deux  points  A 
et  B,  ou  la  longueur  anharmonique  du  segment  AB  (les 
mots  :  par  rapport  à  la  droite  fondamentale  /2  et  à  la  co- 
nique-unité  F  étant  sous-entendus). 

5.  Remarque,  —  hes  Jig.  i  et  2  peuvent  être  faites 
d'une  manière  indépendanle;  mais,  si  elles  sont  homo- 
logues, en  vertu  du  théorème  de  Chasles  (2,  2°),  le  rap- 


(  'o^  ) 
port  (ABDI)  de  \^Jig'  i  est  égal  au  rapport  (ABDiV^) de 
Uyîg.  2.  II  en  sera  de  même  pour  deux  rapports  homo- 
logues quelconques.  Donc,  toute  relation  entre  des  Ion-' 
gueurs,  exprimant  une  propriété  métrique  de  lajig.  i , 
subsistera  entre  les  longueurs  anharmoniques  homo- 
logues de  la  Jlg.  2  et  exprimera  la  propriété  anhar^ 
monique  homologue  de  cette  seconde  figure. 

6.  applications.  —  i**  Un  cercle  de  centre  O  (pôle 
de  i)  est  le  lieu  des  points  M  tels  que  la  longueur  OM 
soii  constante.  Donc,  une  conique  homoponctuelle, 
ajant  O  pour  pôle  de  /i,  est  le  lieu  des  points  M  tels  que 
la  longueur  anharmonique  OM  soit  constante.  Cette 
constante  sera  dite  le  rayon  anharmonique  de  la  co- 
nique faomoponctuelle. 

2^  Une  conique  non  cercle  Cest  le  lieu  des  points  M 
tels  que  la  somme  ou  différence  de  leurs  distances  à 
deux  points  fixes  F  et  F',  A\i^  foyers,  soit  égale  à  la  lon- 
gueur la  de  Yaxe  focal  (c'est-à-dire  du  diamètre  SS' 
déterminé  par  F,  F').  Le  centre  O  (  pôle  de  i  )  est  le  con- 
jugué harmonique  du  point  K  à  l'infini  sur  cette  droite, 
soit  par  rapport  au  couple  (F,  F'),  soit  par  rapport  au 
couple  (S,  S').  En  désignant  par  R  et  R'  les  extrémités 
de  Taxe  non  focal,  qui  coupe  i  en  un  point  L,  pôle  con- 
jugué de  K  par  rapport  au  cercle-unité  F,  on  a 

avec  a^ip  A^— :  ^2^  l^^  polaires  de  F  et  F'  par  rapport 
à  C  sont  les  directrices,  etc. 

Donc,  une  conique  non-homoponctuelle  C  est  le  lieu 
des  points  IVl  tels  que  la  somme  ou  différence  de  leurs 
distances  anharmoniques  à  deux  points  fixes  F  et  F'  qui 
seront  ditsy<:>)^er5  (par  rapport  à  /i),  soit  égale  à  la  lon- 
gueur anharmonique  3  a  de  la  corde  focale  (par  rapport 


(  »o6) 
«î  n)  SS^  délerniiiiée  par  F  et  F'.  Le  pôle  O  de  /t  esl  le 
conjugué  liariiionique  du  poiiil  K  d  inlerseclioii  de  n 
avec  cette  droite,  soit  par  rapport  au  couple  (F,  F'), 
soit  par  rapport  au  couple  (S,  S').  En  désignant  par  K 
et  R'  les  extrémités  de  la  corde  conjuguée  de  SS',  c'est-> 
à-dire  passant  par  O  et  le  point  L  de  n  qui  est  pôle  cou* 
jugué  de  K  par  rapport  à  la  conique-unité  F,  les  lon- 
gueurs anharmoniques  OS  et  OS'  ou  a,  OR  et  OR' 
ou  5,  OF  et  OF'  ou  c,  sont  respectivement  égalée,  et  Ton 
a,  entre  elles,  la  relation  rt*if:A^=c^.  Les  polaires 
de  F  et  F'  par  rapport  à  C  seront  dites  les  direcirices 
correspondantes  (par  rapport  à  /i),  etc. 

Angle  anharmonique  de  deux  droites. 

7.   Etant  donné   un   point   D,   intersrction  de  deux 
droites  a  et  b  {fig.  3),  et  donl  la  jonction  au  point  fon- 


damental N  est  la  droite  /I0,  on  considère,  dans  la  fa- 
mille de  coniques  homotangentes  (/z,,  /I2)  une  conique 
arbitrairement  choisie  y,  ayant  q  pour  polaire  de  N,  et 
qui  sera  dite  conique- unité.  Soit  e  une  tangente  à  cette 
conique  menée  par  le  point  qn^.  On  joint  les  points  qa 
et  N  par  la  droite  jf,  qui  coupe  e  en  jfe,  et  l'on  joint yc 
à  D  par  la  droite  rf.  Le  rapport  anharmonique  (abdnjy)  (*) 

(*)  On  sait  que  le  rapport  anharmonique  (abdn)  s'exprime,  indé- 


(  '07  ) 
sera  dît  V angle  anharmonique  d<.'s  deux  droites  a  cl  b 
(les  mots  :  par  rapport  à  N  et  à  y  étant  sous-cn tendus). 

8.  Remarques.  —  i^  Il  importe  d'observer  ici  que, 
tandis  que  la  distance  (ou  longueur)  anliarmouique 
admet, comme  cas  particulier  (3,  4)  la  distance  (ou  lon- 
gueur) métrique,  il  n^en  est  pas  de  même  de  Tangle  an- 
harmonique,  comparé  à  Taugle  métrique  exprimé  en 
degrés  et  subdivisions  de  degrés.  Cette  question  mérite 
quelques  développements,  que,  pour  ne  pas  interrompre 
rex|)osé  actuel,  je  renvoie  à  une  Note  à  la  fin  de  cet 
arlicle.  Dans  ce  qui  suit,  il  sera  exclusivement  question 
de  Tangle  anharmonique  tel  qu'il  vient  d'être  défini. 

2°  Si  \^  Jig-  3  est  la  corrélative  de  la  ^g'.  2,  on  a 
(ABDN</)  =  (rtirf/ii,).  Donc,  toute  relation  entre  des 
longueurs  anharmoniques,  exprimant  une  propriété 
anharmonique  de  la  fig,  2,  subsistera  entre  les  angles 
anharmoniques  corrélatifs  de  la  fi  g,  3  et  expiimera 
la  propriété  anharmonique  corrélative  de  cette  der- 
niere  figure. 

3®  Par  le  point  qn^^  on  peut  mener  à  y  deux  tan- 
gentes e  et  e\  d'où  résultent  deux  droites  d  et  d.  Mais, 
de  même  (3  et  4),  QI  ou  QN^  coupaient  V  en  deux 
lK)ints  E  et  E',  d*où  résultaient  deux  points  D  et  D'.  Les 
rapports  anharmoniques  (ABDI)  et  (ABD'I),  (ABDN^) 
el(ABD'Nrf),  (abdn^)  et  [abdui^)  sont  respectivement 
^gaux  ei  de  signes  contraires.  Il  ne  peut  y  avoir  aucune 
difficulté  dans  les  dualisations  en  faisant  toujours  cor- 
respondre les  rapports  anharmoniques  de  mêmes  signes. 

9.  Applications.  —  i"  Une  conique  liomotangetite 


pcDdamment  de  la  considération  de  loulc  sécante,  par  la  fonclion 

jn(fl,ft).sin(rf,  n) 

3'n(a,rf).sin(ft,/i)* 


(   'o8  ) 
ayant  o  pour  polaire  de  N  est  l'enveloppe  des  droites  m 
telles  que  Tangle  anliarinontque  (o,  m)  soit  constant. 
Cette  constante  sera  dite  Y  angle  anharmomque  de  la 
conique  homotangente. 

a"  \] \\e  corncyxQ  non-homotangente  c  est  Tcnveloppe 
des  droites  m  telles  que  la  somme  ou  la  différence  de 
leurs  angles  anharmoniques  avec  deux  droites  fixes  f 
et/'  qui  seront  dîtes/bca/ej  (par  rapport  à  N)soît  égale 
à  l'angle  anharmonique  2  A  des  tangentes  s^  s>  menées 
à  c  du  point  d'intersection  de  y  et/'.  La  polaire  o  de  N 
est  la  conjuguée  harmonique  de  la  droite  k  de  jonction 
de  N  au  point  focal  s^ f  f  ^  soit  par  rapport  à  (/,/^)  soit 
par  rapport  à  (5,5').  En  désignant  par  r  et  /•'  les  tan- 
gentes menées  à  c  du  point  d'intersection  de  o  avec  la 
droite  /  passant  par  N  et  qui  est  polaire  conjuguée  de  h 
par  rapport  à  la  conique-unité  ^9  ^^^  angles  anharmo- 
niques (0,5)  et  (0,9')  ou  A,  (o,/*)  et  (o,  /•')  ou  B, 
(o^f)  et  {o^f)  ou  C  sont  respectivement  égaux,  et  Ton 
a  entre  eux  la  relation  A^rf:B-=C^.  Les  pôles  de/ 
et  /'  par  rapport  à  C  seront  dits  les  points  directeurs 
correspondants  (par  rapport  l\  N),  etc. 

Distance  anharmonique  d'un  point  à  une  droite. 

10.  La  distance  (métrique)  d'un  point  A  à  une 
droite  d  est  celle  de  A  à  riiiterseclion  de  d  avec  la 
droite  qui  joint  A  au  point  de  i  qui  est  le  conjugué  har- 
monique du  point  counnun  à  1  et  à  </  par  rapport  au 
couple  (I|,  I2). 

H.  La  distance  anharmonique  (par  rapport  à  /i, 
N| ,  Nj)  d'un  point  A  à  une  droite  d  sera  donc  celle  (  4) 
du  point  A  à  i'inlersection  de  d  avec  la  droite  qui  joint  A 
au  point  de  n,  conjugué  harmonique  du  point  commun 
à  n  aï  d  par  rapport  au  conpie  (i\|,  j\o). 
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12.  ^applications.  —  i**  Un  cercle  étant  Tenveloppc 
(les  droites  dont  la  dislance  à  un  point  fixe  (pôle  de  i) 
est  constante,  une  conique  homoponctuelle  est  Tenve- 
loppe  des  droites  dont  la  distance  anharmonique  à  un 
point  fixe  (pôle  de  n)  est  constante. 

2°  Une  conique  non^cercle  C  est  le  lieu  des  points 
tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  à  un  point  fixe  F 
(foyer)  et  à  une  droite  fixe  d  (directrice)  soit  constant. 
Si  Je  rapport  ei>t  égal  à  Tunité,  la  conique  est  tangente  à  i 
eu  un  point  déterminé  J  (pôle  de  i);  elle  n'a  pas  d'autre 
foyer  et  directrice  possible  que  F  et  d\  elle  est  dite 
parabole  et  celui  de  ses  diamètres  qui  passe  par  F  est 
y  axe. 

Une  conique  non-homoponctuelle  C  est  le  lieu  des 
points  tels  que  le  rapport  de  leurs  distances  anharmo- 
iiiques  à  un  point  F  (foyer  par  rapport  à  /i)  et  à  une 
droite  d  (directrice  par  rapporta  n)  soit  constanl.  Si  le 
rapport  est  égal  a  Tunilé,  la  conique  est  tangente  à  /zen 
un  point  N  (pôle  de  n)  Elle  n'a  pas,  par  rapport  àn^ 
d'autres  foyer  et  directrice  que  F  et  d\  elle  sera  dite, 
dans  ce  cas,  parabole  par  rapport  à  /i,  la  droite  NE 
étant  rrtxe(par  rapport  à  /i).  (Voir  Mathesis,  1898, 
p.  aSi.) 

Angle  anharmonique  d'une  droite  et  d'un  point. 

13.  h*angle  anharmonique  (par  rapport  à  N,  /i|,  n^) 
d'une  droite  a  et  d'un  point  D  est  celui  (  7)  de  la  droite  a 
avec  la  jonction  de  D  au  point  d'intersection  de  a  et  de 
la  droite  passant  par  !N  et  conjuguée  harmonique,  par 
rapport  à  (/i| ,  «2),  de  la  jonction  de  N  et  D. 

14.  Applications.  —  i"Une  conique  homotangente 
e»t  le  lieu  des  points  dont  l'angle  anharmonique  avec 
une  droite  fixe  (|K>laiie  de  N)  est  constant. 


(  "o) 
2^  Une  conique  non  homo tangente  c  esl  Tenveloppe 
des  droites  telles  que  le  rapport  de  leurs  angles  anbar- 
moniques  avec  une  droiley( focale  par  rapport  à  N)  et 
un  point  D  (directeur  par  rapport  à  N)  soit  constant. 
Si  le  rapport  est  égal  à  Tunité,  la  conique  passe  par  !N, 
la  polaire  de  ce  point  étant  la  tangente  n.  Elle  n*a  pas, 
par  rapport  à  N,  d'autre  focale  et  directeur  queyet  D; 
elle  sera  dite,  dans  ce  cas,  parabole  par  rapport  à  ^K, 
le  point  /i/*  étant  Vaxial  (par  rapport  à  N).  {Mathesis^ 
loc,  cit.) 

V 

Division  anharmo nique  des  segments  et  dex  angles. 

15.  Soit  un  scginrnt  AR  d'une  droite  d  dont  le  point 
à  riiitini  est  I.  On  prend,  de  part  et  d'autre  de  A  : 

AM  =  M'A=  ^^, 

le  point  M  étant  entre  A  et  B,  c'est-à-dire  dans  la  région 
de  d  qui  ne  contient  pas  I.  En  prenant,  dans  cette 
région,  AD  =  i ,  on  a 

AM.DI  _       PM'.m  _  I    AB.DI 

AD.Ml  "       AD.M'l  "  f'AD.er 

ou 

AB.MI  _  .  AB.M  I 

AM.BI  "    '  AM'.Bi  "" 

16.  Par  suite,  après  remplacement  de  i  par  n  :  Un 
segment  AIM  d'une  droite  rf,  qui  coupe  n  eu  N<f,  sera 
dit  le  hi^^*'  anhannonique  du  segment  AB  de  d  si  l'on 
a  ( ABMNrf)  =  rb  A".  Le  signe  -h  correspond  au  point  M 
intérieur  par  rapport  à  n,  c'est-à-dire  situé  dans  la 
région  de  d  où  ne  se  trouve  pas  le  point  Jid-  Le 
signe  —  correspond  au  point  M  extérieur  par  rap- 
port à  /i,  c'est-à-dire  situé  dans  la  même  région  de  d 


(    !•'    ) 

sera 


(  m  ) 

que  A\/.  Le  point  M|,  défioi  par  (ABM|N^)=:  i> 
dit  le  milieu  ankannoniqHe  du  segment  AB. 

17.  Corrélativement,  ]V  étant  le  point  fondamental  : 
Lu  ançle  (a,  nt)  de  sommet  D  sera  dit  le  A'^'"'  ariharmo* 
nique  de  Tanglc*  (^^  &)  de  même  sommet  si  l'on  a 


/Zd  étant  la  droite  de  jonction  de  D  et  N.  Le  signe 
correspond  à  la  droite  m  située  dans  la  région  de  (rr,  b) 
où  ne  se  trouve  pas  n^]  Je  signe  —  à  la  droite  m  située 
(iaiis  la  même  région  de  {oyb)  que  /Zd.  La  droite  mi 
(iéiinie  par  {abni^  Hp)  =  i ,  sera  dite  la  médiane  anhar* 
monique  du  couplera,  b), 

18.  AppHcations.  —  Les  droites  menées  des  som- 
mets d'un  triangle  aux  milieux  anharmoniques  des  côtés 
opposés  concourent  en  un  même  point,  divisant  anliar- 
moniquement  le  segment  compris  entre  le  sommet  et  le 
côté  dans  le  rapport  de  2  à  i;  ce  point  sera  dit  le  centre 
anliarmonique  du  triangle.  Corrélativement,  les  points 
d'intersection  des  côtés  d'un  triangle  avec  les  médianes 
anharmoniques  des  couples  opposés  sont  sur  une  même 
droite,  divisant  anharmoniquement  Tangle  du  côté  avec 
le  sommet  dans  le  rapport  de  a  à  i.  Cette  droite  sera 
dite  Vaxe  anharmonique  du  triangle. 

Conjugués  et  conjuguées  anharmoniques, 

19.  Sur  une  droite  d  dont  le  point  à  Tinfini  est  I,  le 
conjugué  harmonique  d'un  point  O  par  rapport  aux  m 
poinu  Mf ,  M2,  .  • . ,  Mm  est  le  point  M  défini  par 


(  "O 

De  même,  sur  la  droite  d  que  coupe  n  en  N^/,  le  con- 
jugué anharmonique  (ou  par  rapport  k  7i)d'un  point  O 
par  rapport  avec  m  points  M i ,  M^,  . . . ,  Mm  sera  le  point  M 
défini  par  la  relation 


m 


-z 


OM       Âmài    OMi 


Corrélativement,  autour  du  point  D,  dont  la  jonction 
au  point  fondamental  N  est  /?d,  la  conjuguée anhuf'rno" 
nique  (ou  par  rapport  à  N)  d'une  droite  o  par  rapport 
aux  M  droites  nii,  7712, . . .,  '^'m  ^^^^  ^^  droite  m  définie 
par  la  relation 

sin(m,  nn)  _y"  sin(mi,  np) 
sin(o,  m)    ~~^i    sin(o, /Wi) 

20.  ^applications,  —  Le  théorème  de  la  polaire  rectî- 
ligne  de  Cotes,  qui  est  déjà  une  généralisation  de  celui 
du  diamètre  de  Nev^ton,  est  un  cas  particulier  du  sui- 
vant :  Le  lieu  des  conjuguées  anhaimoniques  d'un 
point  O  par  rapport  aux  m  points  d'intersection 
d'une  courbe  d'ordre  m  par  des  sécantes  issues  de  O 
est  une  droite.  Le  théorème  corrélatif  est  :  L'enveloppe 
des  conjuguées  anhaiynoniques  d'une  droite  opnr  rap- 
port aux  M  tangentes  menées  d'un  point  de  o  à  une 
courbe  de  classe  M  est  un  point, 

» 

21.  Remarque.  —  On  voit  aisément  que,  pour  des 
segments  en  ligne  droite  ayant  même  point-origine  O, 
ou  pour  des  droites  concourantes    dont  Torigine  des 

inclinaisons  est   la   même  droite    o,  les  rapports  j,^ 

sin(o,/n)  ,  ,  »  r    * 

et  ■ .   /    — -:  représentent  respectivement,  a  un  facteur 
sin(m,  /id)      *  ^ 

constant  près,  la  longueur  anharmonique  OM  ou  l'angle 
anharmonique  (o,  m).  Ceci  posé,  le  théorème  des  trans- 


(  '«3) 
versales  de  Neivton  esl  un  cas  particulier  du  suivant  ; 
Le  rapport  des  produits  des  distances  anharmoniques 
du  point  commun  variable  O  de  deux  droites  OA,  OB, 
qui  prissent  par  les  points  fixes  A  e£  B  aux  m  points 
dHntersection  de  ces  droites  avec  une  courbe  d'ordre  m 
est  constant.  Le  thëorème  corrélatif  est  :  Le  rapport  des 
produits  des  angles  anharmoniques  de  la  jonction 
variable  o  de  deux  points  oa  et  ob^  situés  sur  des 
droites  fixes  a  et  b,  ayec  les  M  tangentes  menées  de  ces 
points  à  une  courbe  de  classe  M  est  constant.  Il  est 
facile  de  passer  de  là  à  la  généralisation  et  à  la  dualisa- 
lion  du  théorème  de  Camot. 

Eléments  anharmoniques  des  angles  et  des  segments. 

22.  Le  cosinus  (métrique)  de  Tangle  D  formé  par  les 

DE 

droites  a  et  i  est  le  rapport  ^rr  =  (DEAI),  obtenu  en 

décrivant  de  D  un  cercle  F  coupant  a  en  A  et  £  en  B, 
Rabaissant  de  B  sur  DA  (dont  le  point  à  Tinûni  est  I) 
la  perpendiculaire  BE.  En  d'autres  termes,  le  cosinus 
de  (a,  i)  est  la  longueur  du  segment  DE,  par  rapport 
à  F,  dont  le  rayon  est  Funité.  La  longueur  du  seg- 
ment B£  est  dite  le  sinus  de  (a,  b),  La  tangente  est  le 
rapport  du  sinus  au  cosinus,  etc. 

Par  généralisation,  j'appellerai  cosinus  anharmo- 
nique  (par  rapport  à  n)  du  couple  de  droites  (a,  b)  de 
sommet  D,  le  rapport  anharmonique  (DEAK)  obtenu 
eo  décrivant  une  conique  homoponctuelle  F,  ayant  D 
pour  pôle  de  71,  coupant  a  en  A  et  &  en  B,  puis  joignant 
B  au  point  L  de  n  qui  est  pôle  conjugué  par  rapport  à  F 
du  point  K  d'intersection  de  a  et  /i,  prenant  enfin  le 
point  E  d'intersection  de  BL  et  DA.  En  d'autres  termes, 
le  cosinus  anharmonique  de  (a,  b)  est  la  longueur  anliar- 
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iiionique  du  segment  DE,  par  rapport  à  T  dont  le  rayon 
anharmonique  est  Tunitë.  La  longueur  anharmonique 
du  segment  BE  sera  dite  le  sinus  anharmonique 
de  (a^h);  le  rapport  du  sinus  au  cosinus  sera  la  tan-- 
gente  anharmonique  de  (a,  &),  etc. 

23.  Maïs  il  est  visible  que  ces  déânitions  ont  des 
corrélatives. 

J'appellerai  quasi-cosinus  anharmonique  d'un  seg- 
ment AB  d'une  droite  d  Tangle  anharmonique  (d^  e) 
obtenu  en  décrivant  une  conique  bomolangente  y, 
ayant  d  pour  polaire  du  point  fondamental  N,  dont 
Tangle  anharmonique  (9  )  est  égal  à  celui  de  la  conique- 
unité,  et  à  laquelle  les  tangentes  menées  de  A  et  B  sont 
a  et  À,  puis,  coupant  b  par  une  droite  /  passant  par  N 
et  polaire  conjuguée  par  rapport  à  y  de  la  droite  A  de 
jonction  de  A  à  N,  menant  enfin  la  jonction  e  de  &/ 
et  da.  L'angle  anharmonique  (b,  e)  sera  dit  le  quasi- 
sinus  anharmonique  du  segment  AB;  leur  rapport  sera 
la  quasi- tangente  anharmonique  de  AB,  etc.  Je  repré- 
senterai ces  éléments  dans  les  formules  par  les  abrévia- 
tions qu  cos^  qusin,  qu  tg^  etc. 

24.  Applications,  —  Dans  tout  triangle  ABC,  consi- 
déré par  rapport  à  une  droite  ;i,  on  a,  entre  les 
longueurs  anharmoniques  a,  by  c  des  côtés  et  les  lignes 
des  couples  (A,  c)  ou  A,  (c,  a)  ou  B,  (rt,  b)  ou  C,  les 
relations 


siiiA        sinB        siuG 

ôccosA  c'«cosB      ~~       a^cosC      ~"    ' 

Dans  loin  triangle  (a,  A,  c),  eonsidéré  par  rapport  fi 
un  point  N,  on  a,  entre  les  angles  anharmoniques  A,  B,  C 
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et  les  quasi'lignes  des  seginenls  BC  ou  a,  CA  ou  by 
AB  ou  c,  les  relaiions 

A       _       B       _       C 
qu  sina       qu  sin^  ~~  qu  sine 

BGqucosa  GAqucos6    "^    ABqucosc 


=  2, 


Bissectrices  et  bissecteurs  anharmonitfues, 

25.  Les  bissectrices  (métriques)  d'un  couple  (i,  c) 
de  sommet  A  sont  deux  droites  passant  par  A,  conju- 
guées harmoniques  par  rapport  à  (b,  c)  et  diamètres 
conjagués  d*un  cercle  de  centre  A.  Dans  un  triangle 
ABC,  la  bissectrice  intérieure  de  A  est  celle  qui  coupe 
BC  dans  la  région  oh  ne  se  trouve  pas  le  point  h  Tinfîni 
Je  BC;  l'autre  est  la  bissectrice  extérieure. 

Les  bissectrices  anharmoniques  (ou  par  rapport  à  n) 
(l'un  couple  (A,  c)  de  sommet  A  seront  deux  droites  pas- 
sant par  A,  conjuguées  harmoniques  par  rapport  à  (6,c) 
t't  polaires  conjuguées  par  rapport  à  une  conique  homo* 
ponctuelle  (N^ ,  N2)  ayant  A  pour  polaire  de  n.  Dans  un 
triangle  ABC,  la  bissectrice  anharmonique  intérieure 
de  A  sera  celle  qui  coupe  BC  dans  la  région  où  ne  se 
irouve  pas  son  point  sur/i;  Tauire  sera  la  bissectrice 
anharmonique  extérieure, 

26.  Les  bissecteurs  anharmoniques  (ou  par  rapport 
à  N)  d'un  couple  (B,  C)  des  points  de  la  droite  a  seront 
deux  points  de  cette  droite,  conjugués  harmoniques  par 
rapport  à  (B,  C)  et  pôles  conjugués  par  rapport  à  une 
conique  homotangente  (/if,  /I2)  ayant  a  pour  polaire 
de  N.  Dans  un  triangle  (a,  i,  c),  le  bissecaeur  anhar- 
monique intérieur  de  a  sera  celui  dont  la  jonction  à  A 
est  dans  la  région  où  ne  se  trouve  pas  la  droite  AN; 
l'autre  sera  le  bissecteur  anharmonique  extérieur. 
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27.  uépplications,  —  i"  Les  trois  bissectrices  auhar- 
moniques  intérieures  d'un  triangle  se  coupent  en  un 
même  point  I,  pôle  de  n  par  rapport  à  une  conique  ho- 
moponcluelle  tangente  aux  trois  côtés  et  qui  sera  dite 
inscrite;  deux  bissectrices  anharmoniques  extérieures 
et  une  bissectrice  intérieure  se  coupent  en  un  même 
point  {\ai  \b  ou  !<•),  pôle  de  n  par  rapport  a  une  co- 
nique homoponctuclle  tangente  aux  trois  côtés  et  qui 
sera  dite  ex^inscrile.  Corrélativement,  les  trois  bissec- 
teurs anharmoniques  intérieurs  d'un  triangle  sont  sur 
une  droite  t,  polaire  de  Ji  par  rapport  à  une  conique 
homotangente  passant  par  les  trois  sommets  et  qui  sera 
dite  circonscrite;  deux  bissecteurs  anharmoniques  ex- 
térieurs et  un  bissecteur  anharmonique  intérieur  sont 
sur  une  droite  (i\,  i^  ou  ic)>  polaire  de  N  par  rapport  à 
une  conique  homotangente  passant  par  les  trois  som* 
mets  et  qui  sera  dite  ex~citconscrite» 

a^  G  étant  le  centre  anharmonique  du  triangle  (i8), 
les  trois  droites  AL^,  BL^,  CLc,  telles  que  AI,  BI,  CI 
soient   les  bissectrices  anharmoniques   intérieures  de 


AG,  L^BG,  LcCGy  concourent  en  un  môme  point  L, 
que  j'appellerai  point  Leinoinien  (par  rapport  à  n). 
Corrélativement,  g  étant  (18)  Taxe  anharmonique  du 
triangle,  les  trois  points  a/x,  bl^^  cIq,  tels  que  ai,  bi^  ci 

soient  les  bissecteurs  anharmoniques  intérieurs  de  l^ag, 

l^bg,  IcCgt  sont  sur  une  droite  /,  que  j'appellerai  la 
droite  Longchampsienne  (par  rapport  à  N),  etc. 


28.  Remarque.  —  De  môme  que  LAG  représente 
l'angle  de  sommet  A  dont  les  côtés  sont  LA  et  AG, 

lag  représente  le  segment  dont  le  support  est  a  et  dont 
les  extrémités  sont  la  et  a  g. 
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Aires,  périmètre  et  périangle  anharmoniques, 

29.  L'aire  d*un  tnangle  est  le  produit  de  la  base  par 
la  moitié  de  la  hauteur. 

Voire  anharmonique  S  {po,r  rapport  an)  d'un 
triangle  sera  le  produit  de  la  longueur  anharmonique 
d'an  côté  par  la  moitié  de  la  distance  anharmonique  (li) 
<le  ce  c6té  au  sommet  opposé.  Les  trois  produits  que  Ton 
obtient  ainsi  sont  égaux. 

Vaire  corrélative  S  {p^r  rapport  à  N)  d'un  triangle 
sera  le  produit  de  l'angle  anharmonique  d'un  sommet 
(c'est-à-dire  des  deux  côtés  qui  le  déterminent)  par  la 
moitié  de  l'angle  anharmonique  (13)  de  ce  sommet  avec 
le  côté  opposé.  Les  trois  produits  que  l'on  obtient  ainsi 
sont  égaux. 

30.  La  somme  (2^^  =  a  4-  i  -H  c)  des  longueurs 
anharmoniques  des  côtés  a,  6,  c  sera  dite  le  périmètre 
anharmonique  du  triangle  (par  rapport  à  /i). 

Corrélativement,  la  somme  (aP=  A  +  B  +  C)  des 
angles  anharmoniques  des  trois  sommets  sera  dite  le 
périangle  anharmonique  du  triangle  (par  rapport  à  N). 

31.  Applications,  —  Toutes  formules  métriques  telles 
que 

2S  =  6csinA  =  ^)/p(p  ~  a)(p  —  b)(p  —  c)  =  -^-^  =  2pr, 

a      __      6     __     c      __  abc  _ 
sinA  ~  sinB  ""  sinC  ~   '2S   ""       *      *"' 

restent  vraies  quand  on  remplace  les  longueurs  et  angles 
métriques  par  des  longueurs  anharmoniques  et  des 
angles  anharmoniques,  R  et  ;*  étant  alors  les  rayons 
enharmoniques  (6,  1°)  des  coniques  homoponctuelles 
circonscrite  et  inscrite. 

Ana.  de  Mathémat,,  3*  série,  l.  XVIII.  (Mars  1899.)  8 
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Eu  outre,  ces  formules  entraînent  les  suivantes,  /-'et 
R^ étant  les  angles  anharmoniqucs  (9,  i**)  des  coniques 
homotangentes  inscrite  et  circonscrite  : 

25  =  BGqu  sina 

=  a  /P(P-A)(P-B)(P^rc-)  =  ^^^  =  aPR', 

ABC  ABC  _      , 


qusSna        qusin^       qusinc  ^s 

32.  On  reconnaîtra  aisément  que  les  considérations 
qui  précèdent  renferment  les  éléments  nécessaires  pour 
la  généralisation  et  la  dualisation  de  toutes  les  proprié- 
tés métriques  du  plan,  il  est  également  facile  de  prévoir 
que  des  définitions,  plus  nombreuses  sans  doute,  par- 
fois plus  compliquées,  mais  du  même  genre,  permet- 
tront de  généraliser  et  dualiser  les  piopriétés  métriques 
de  r espace. 

Mais,  entre  la  Géométrie  plane  et  la  Géométrie  géné- 
rale de  l'espace,  il  existe  nu  intermédiaire  important, 
la  Géométrie  de  l'espace  autour  du  point,  dont  j'ai 
déjà  signalé  Futilité  au  point  de  vue  des  propriétés  pro- 
jectives  (Nouv^elles  yinnaleSy  p.  446 '?  1898),  et  qu'il  est 
indispensable  de  considérer  au  point  de  vue  métrique. 
Je  reviendrai  sur  ce  sujet  dans  un  prochain  article. 

Note. 
5a/'  la  division  quasimé trique  des  angles  et  des  segments. 

La  notion  de  Tangle  anharnionique  de  deux  droites  a  déjà 
été  prévue,  car,  dans  le  Bépertoire  bibliographique  [KlOdj 
se  trouve  celte  menlion  :  Expression  des  angles  à  raidedc 
rapports  anharmoniqucs. 

Mais  celle  queslion,  comme  lanl  d'autres,  se  dédouble.  Le 
point  de  vue  de  Vangle  anharnionique  y  auquel  nous  ravon«i 
examinée  jusqu'ici,  esl  celui  qui  se  prèle  le  mieux  à  l'applica- 
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lion  de  la  dualilé;  mais  il  n*est  nullement  impossible  d'intro- 
duire ua  point.de  vue  quasinié trique,  conservant  la  division 
des  angles  en  degrés  et  subdivisions  de  degrés,  et  conduisant, 
par  corrélation,  à  une  division  similaire  pour  les  segments. 

Un  angle  AOB  est  de  k  degrés  si,  en  décrivant  du  centre  O 
un  cercle  qui  coupe  les  cùtés  en  A  et  B  et  le  prolongement 
de  OA  en  A',  pais  inscrivant,  dans  le  demi-cercle  ABA',  une 
ligne  brisée  régulière  de  i8o  côtés,  le  point  B  est  le  (Ath-i)'^'"* 
commet  de  cette  ligne,  A  étant  le  premier. 

De  même  (définition  1),  par  rapport  à  n  ou  NiNt,  un  angle 

AOB  sera  dit  de  k  degrés  si,  en  décrivant  du  pôle  O  de  n 
une  conique  homoponctuelle  coupant  un  côté  en  A  et  A'  et 
i  autre  en  B,  puis  inscrivant,  dans  la  demi-conique  ABA',  une 
ii^ne  brisée  de  i8o  côtés  ayant  des  longueurs  anharmoniqucs 
éjjales,  B  est  le  (A- -h i )''''"*'  sommet  de  cette  ligne,  A  étant  le 
premier. 
Corrélativement  (définition  2),  par  rapport  à  N  ou  nj  /Kj,  un 

segment  aob  sera  dit  de  k  degrés  si,  en  décrivant  une  co- 
nique homotangentc  ayant  o  pour  polaire  de  N  et  à  laquelle 
les  tangentes  menées  de  oa^  ob  sont  a,  a'  et  6,  puis  circon- 
scrivant à  la  demi-conique  aba'  une  ligne  brisée  de  t8o  som- 
mets ayant  des  angles  anharmoniqucs  égauit,  la  droite  b  est 
le  (A: -h  i)'»"™«  côté  de  cette  ligne,  a  étant  le  premier. 

Examinons  spécialement  la  définition  1.  Elle  s'applique  sans 
difficulté  quand,  N]  ctNf  étant  imaginaires,  le  pôle  O  de  n  est 
intérieur.  Il  semble  au  premier  abord  qu'il  n'en  est  pas  de 
même  quand.  Ni  et  Nj  étant  réels,  le  pôle  O  est  extérieur,  car 
il  peut  arriver  que  les  coniques  liomoponctuellcs  de  pôle  O 
coupent  un  côté  de  l'angle  et  ne  coupent  pas  Tautre,  ou  ne 
coupent  aucun  côté.  Cette  difficulté  n'est  qu'apparente. 

Remarquons  en  effet  que,  lorsque  Ton  donne  le  pôle  O  de  n 
sans  donner  un  point  de  passage,  les  coniques  homoponctuclles 
sont  seulement  déterminées  d'espèce;  elles  sont  dans  la  même 
situation  que  deux  coniques  concentriques  et  homothétiques 

/i—  -H  ..-  =di  X  ).  Or,  pour  une  même   valeur  de  X,  il  y  a 

toujours  deux  coniques  homothétiques  correspondantes  ou 
conjuguées,  c'est-à-dire  ayant  les  mêmes  directions  de  dia- 
mètres conjugués,  et  il  est  indifférent,  à  ce   point  de  vue,  de 
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considérer  l'une  ou  l'autre.  Il  en  est  de  même  pour  les  coniques 

homoponctuelles,  les  diamètres  conjugués  étant  remplacés  par 

les  polaires  conjuguées  d'origine  O.  On  peut  donc   admettre 

que,  au  lieu  de  décrire  du  (centre  ou)  pôleO  une  conique, on 

décrira  un  couple  de  coniques  conjuguées  ou,  ce  qui  revient  au 

même,  que  l'on  considérera  la  conique  unique  et  double,  de 

/X»       Y* 
dimensions  nulles  (  -j-  -4-  -r-  =  o,  ou  sa  transformée  homo- 

ponctuelle].  Par  rapport   à    ce  couple  ou   à  cette  conique 

double,  toutes  les  intersections  de  (diamètres  ou)  polaires 
sont  réelles. 

Il  est  facile  d'interpréter  corrélativement  la  définition  2(*}. 
D'ailleurs,  dans  ces  questions,  il  ne  s'agit  évidemment  pas  de 
faire  des  tracés,  mais  de  donner  des  définitions  telles  qu'une 
expression  employée  ait  un  sens.  C'est  dans  ces  conditions  que 
l'évaluation  des  angles  en  degrés  et  subdivisions  de  degré 
pourra  être  maintenue  dans  les  énoAcés  de  théorèmes  et  con- 
servera même,  pour  les  segments,  une  signification  dans  les 
énoncés  corrélatifs. 

On  peut  dire,  par  exemple  :  Dans  tout  triangle  ÂBG,  les  va- 
leurs quasi/né  triques  des  trois  angles  intérieurs  satisfont  à 
la  relation  A -t-  B  -h  G  =  iSo**.  Mais,  de  même,  dans  le  triangle 
(a,  6,  c),  les  valeurs  quasimé triques  des  trois  côtés  intérieurs 
satisfont  à  a-^  b  -^  c  =  i8o*,  étant  entendu  que  ces  valeurs 
quasimétriques  sont  essentiellement  différentes  des  valeurs 
anharmoniqucs  précédemment  définies. 

On  peut  observer  encore  qu'il  y  a  quelque  chose  de  peu  sa- 
tisfaisant à  n'évaluer  métriquement  un  segment  que  d'une  seule 
manière,  par  sa  longueur,  tandis  qu'un  angle  peut  s'évaluer  au 
moins  de  trois  manières  :  par  l'arc  sous-tendu  (nombre  de  de- 
grés), par  ses  lignes  trigonométriques,  et  enfin  par  un  rapport 
anharmonique.  Or,  à  ces  trois  modes  pour  les  angles,  la  dua- 


(*)  Dans  une  famille  de  coniques  homoLhétiques,  la  conique  de 
dimensions  nulles  est  celle  qui  passe  par  son  centre.  De  même,  la 
conique  homoponctuelle  de  rayon  anharmonique  nul  est  celle  qui 
passe  par  son  pôle  0  de  n.  Corrélativement,  la  conique  homotan- 
gente  d'angle  anharmonique  nul  est  celle  qui  touche  sa  polaire  o 
de  N  :  c'est  un  système  de  deux  points  (r  ou  {'). 


(  lal  ) 

lité  fait  correspondre  trois  modes  pour  les  segments.  A  l'angle 
aoharmooique  correspond  la  longueur  anharmonique.  Mais, 
aux  évaluations  des  angles  par  degrés  ou  par  lignes^  corres- 
pondent des  évaluations  des  segments  par  (quasi)  degrés  et 
par  quasi-lignes.  La  conclusion  que  Ton  peut  en  tirer  est  qu'il 
Y  a  bien  des  formes  pour  exprimer  une  môme  propriété. 


[U8b] 

SUR   LES  NORMALES   DE   LBLLIPSOÏDE; 

Par  m.  O.  BÔKLEN. 


Étant  donné  un  ellipsoïde  -  +  t'  +  ^^ i=o  et 

un  point  M  ayant  pour  coordonnées  x,^,  Zj  ou  sait  que 
Ton  peut  de  ce  point  mener  six  normales  à  la  surface, 
les  pieds  de  ces  normales  étant  déterminés  par  les  équa- 
tions 

^  ax  by  ^  C3 


a-h  u  *       b  -^  u  c-f-u 

où  u  est  une  des  racines  de  l'équation 

,  ,  aar*  by*  cz* 

(l) H- ^ Tï -+-  / -~I  =  0. 

(a-4-w)*       (é>4-a)*       (c-M^)* 

£u  développant  suivant  les  puissances  de  u,  ou  a 

+  U*(2aH-  lb  H-  2C) 

4-tt*(a*-+-  6* -h  c* -h  4  «6  -H  4  ^c  -+-  4 c«  —  ax*—  by* —  cz*) 

•^u^,2[ab{a-h  b)-h  bc(b  -\-  c)-^  ca(c  -^  a) 

—  a(b  -h  c)x*  —  b(c  -h  a)y*—  c(aH-6)^*] 

4-aî[a*è«-+-  b*c*-\-  c*a*-^  iabcia  -h  b  -{-  c)—  a{b*-h  c*)x* 
—  bic*-^  a*)y*  —  c{a*  -h  b*)z*  —  ^abc(x*  -hy*  -h z*)] 

■+-a.2a6c[a6  -h  bc  -{-  ca  ^  (b -h  c) x*  —  (c -^  a) y*  —  (a  ■+■  b)z*] 

-r    a*ù*c*—  abc(bcx*-^  cay*-^  abz^)  =  o. 


(  '2a  ) 
La  variable  u  est  égale  au  produit  NP,  où  N  désigne 
une  des  normales  MS,  que  Ton  peut  abaisser  du  point  M 
à  Telllpsoïde,  et  P  la  distance  du  centre  O  au  plan  tan- 
gent en  S.  Soient  donc  ii|,  u^)  •••,  Ua  les  six  racines 
de  Téquation  (i),  N|,  N29  ••.,  N^  les  six  uoriiiales 
abaissées  du  point  M  à  Tellipsoïde,  et  Pj,  Pj,  ••  .,  Pb 
les  distances  des  six  plans  tangents  aux  pieds  S|,  52,  •••9 
Sg  de  ces  normales  du  centre  O;  alors  on  a  les  relations 
suivantes  : 

Doue  : 

Si  l'on  abaisse  d'un  point  quelconque  les  sijc  nor- 
males à  un  ellipsoïde  et  que  Conforme  les  six  produits 
fie  chaque  normale  et  de  la  distance  du  plan  tangent 
de  son  pied  au  centre  de  l* ellipsoïde,  la  somme  de  ces 
produits  est  constante  et  égale  à  la  moitié  de  la  somme 
des  carrés  des  axes. 

D'après  le  dernier  ternie  de  Téquation  (1),  on  a  le 
théorème 


(3) 


I    «!«,.. .«8=  N|Pi.NjPi...N6P6 


le  produit  de  ces  six  paramètres  m,,  «2,  ...  est  donc 
égal  à  zéro  ou  constant^  suii^ant  que  le  point  d'oii 
partent  les  six  normales  se  trouve  sur  V ellipsoïde  donné 
ou  sur  une  surface  semblable. 

Des  coefficients  de  m*,  zt^,  u^^  u  on  peut  déduire 
quatre  autres  relations  semblables;  mais  il  faut  remar- 
quer que  le  signe  des  produits  NP  est  positif  ou  négatil 


(  >>3  ) 
selon  que  les  points  M  et  O  se  trouvent  de  côtés  difTé- 
reuls  du  plan  tangent  ou  du  même  côté. 

Si  Ton  admet,  au  contraire,  que  dans  l'équation  (i) 
les  quantités  x,^,  z  soient  variables  et  u  constant,  on 
obtient  une  série  ou  un- système  S  d'ellipsoïdes  dont 
chacun  correspond  à  une  valeur  particulière  de  </;  ils 
forment  cinq  groupes,  suivant  que  u  se  trouve  entre  les 
limites  +  oc  et  zéro,  zéro  et  —  c,  —  c  et  —  i,  —  b 
et  —  a,  —  a  et  —  oc. 

Pour  11=  —  c,  — A,  — a  on  obtient  les  sections 
principales  (courbes  cuspidales)  delà  surface  de  centres 
(le  Tellipsoïde  donné  (a  =  o)  ;  les  ellipsoïdes  du  second, 
troisième  et  quatrième  groupe  sont  inscrits  dans  cette 
surface  {voir  mon  Mémoire  sur  la  courbure  des  sur- 
faces, Crelle,  t.  96,  p.  iSa), 

Soient  /?,  y,  /•  les  demi-axes  d'un  ellipsoïde  du  sys- 
lèmcl,  ou,  diaprés  (i), 

_a-!-M  _^"+''*  .__^^"". 

v/a  V^6  V^c 

en  éliminant  u  on  a 

(4)  p^a  — a  =  q^b —  ù  =rz  r^c  —  c\ 

c'est  l'équation  d'une  droite,  si  Ton  regarde  p^  </,  /* 
cotume  coordonnées  cartésiennes,  et  d'une  cubique 
gauche,  si  /^,  ^,  r  sont  des  coordonnées  tangenticlles. 

Eu  remplaçant,  dans  l'équation  (?.),  ii|,  «27  •  •  •  P^i* 
leurs  valeurs  tirées  de  l'équation  (4),  on  trouve 

y  a 

(•>)         '  9iH-^lH-.  .  .-H  gr2  = —-  (    -  a  H-26  —     f), 

^b 

^1  -i-  /'a  H- .  .  . -f    /'j  ~   --(,      a    -     b -\-ir). 

)/c 


(  'M) 

D'où  la  proposition  suivante  : 

La  somme  des  axes  des  six  ellipsoïdes  qui  passent 
par  un  point  M  d'oii  l'on  peut  mener  six  normales 
réelles  à  un  ellipsoïde  donné  est  constante,  ces  axes 
étant  pris  dans  l'une  ou  Vautre  des  trois  directions  de 
coordonnées. 

D'un  point  M  on  peut  mener  six,  quatre  ou  deux  nor- 
males h  un  ellipsoïde^  suivant  qu'il  est  situé  au  dedans 
des  deux  parties  F|  et  F^  de  la  surface  de  centres,  ou  au 
dedans  de  Tune  et  au  dehors  de  Tautre,  ou  enCu  au 
dehors  de  toutes  les  deux. 

Des  deux  courbes,  développée  d'une  ellipse  et  ellipse 
(courbe  cuspidale),  qui  sont  les  intersections  de  F| 
et  F2  avec  les  plans  des  coordonnées,  la  développée  dans 
Tun  de  ces  plans,  l'ellipse  dans  l'autre,  et  dans  le  troi- 
sième une  partie  de  la  développée  et  une  partie  de  l'el- 
lipse appartiennent  à  F|  ;  de  même  par  rapport  à  F^. 

A  l'égard  des  signes  de  ^1 ,  />2,  ^/i ,  . . . ,  dans  l'équa- 
tion (5)  il  faut  distinguer  auquel  des  cinq  groupes  mar- 
qués ci -dessus  les  ellipsoïdes  respectifs  appartiennent. 
Si,  par  exemple,  p^  est  au  troisième  groupe  et  />4  au 
quatrième,  le  dernier  est  négatif,  puisque  ces  deux 
groupes  sont  séparés  entre  eux  par  une  valeur  de  p 
égale  à  zéro. 

L'équalion  (1)  présente  quelque  analogie  avec  celle 
des  surfaces  homofocales 

(G)  r-  4-  y" T  H ^    —1=0. 

a-+-À         6-hÀ         C4-A 

Eu  développant  suivant  les  puissances  de  \  on  trouve 

-^'>^{a  -\-b  -\-  c  —  x^  —  y^^z^) 

■+-  X  [ab  -i-  bc-h  ca^(b  -^  c)j:*— (c  -+-  o)y^ — (a  -4-  b)z^] 

■+-      abc    -  bcx^'—  cay^—abz^=  X^-f- AX24- BX -h  G. 


(  «25  ) 
Soient  X{,  X2,  )>3  les  trois  racines  de  récjuation  (6)^ 
cl A  =  A|-f-  A2-f-  A3,  15=  À|  Aj-f-  A2  A3-}-  A3  A| ,  Li  =  A|  Aj  Ajj 
on  voit  que  le  point  M,  par  lequel  passent  les  trois  sur- 
faces honiofocales  à  Tellipsoïde  donné 

ar'        v'       5* 
abc 

se  incul  sur  une  sphère  concentrique  ou  sur  un  ellip- 
soïde, selon  que  les  coefficients  A^  B  ou  C  sont  constants. 
Les  surfaces  B  =  const.  et  C  =  const.  sont  les  mêmes 
que  celles  qui  se  rattachent  aux  deux  derniers  membres 
de  l'équation  ( I  )  ;  on  peut  donc  énoncer  la  proposition 
suivante  en  complétant  l'équation  (3)  : 

Le  produit  des  six  paramètres  du  système  2  des  six 
ellipsoïdes  passant  par  un  point  M,  ainsi  que  celui  des 
trois  paramètres  des  surfaces  homofocales  qui  passent 
par  le  même  point  M,  est  égal  à  zéro  ou  constant,  selon 
que  ce  point  est  situé  sur  l'ellipsoïde  donné  ou  sur  une 
surface  semblable. 

Les  limites  qui  se  rapportent  aux  ellipsoïdes  (2^) 

H- 00  et  zéro,    zéro  et  — c,     — c  et  — 6, 
—  6  et  —  a,     —  a  et  —  00 

sont  les  mêmes  pour  les  surfaces  homofocales  :  les  deux 
premiers  groupes,  ).=-f-oo  ei  X  =  —  c,  comprennent 
les  ellipsoïdes,  avec  Tellipsoïde  donné  X  =  o,  et  Tellipse 
focale  X  =  —  c;  dans  le  troisième  les  hyperboloïdes  à 
uiie  nappe  avec  l'hyperbole  focale  X  =  —  i;  dans  le 
quatrième  les  hyperboloïdes  à  deux  nappes  avec  Tellipsc 
imaginaire  X  =  —  a;  et  dans  le  cinquième  les  surfaces 
imaginaires. 


(  1^6) 


[K21b] 

SUR  LB  PROBLÈME  DE  LA  POLYSEGTIOX  DE  LINGLB; 

Par  mm.  MARIANTOiNI  bt  PALATiNl,  à  Sondrio  (Italie). 


1.  Si  l'on  doime  dans  le  plan  deux  points  A  et  B,  cl 
si  Ton  veut  construire  le  lieu  d'un  point  X  tel  queTuii 
dc!S  angles  que  la  droite  AX  fait  avec  la  direction  AB 
soîl  la  71**'"*  partie  de  l'un  des  angles  que  la  droite  BX 
fait  avec  la  direction  BA,  on  obtient  entre  les  faisceaux 
(A)  et  (B)  une  correspondance  (i,  /i),  et,  en  observant 
qu'un  rayon  BX  de  (B)  correspond  à  n  rayons  de  (A), 
parmi  lesquels  il  y  a  AB,  on  peut  conclure  que  le  lieu 
cherché  est  une  courbe  algébrù/ite  C/t,  de  degré  /i,  qui 
passe  n  —  i  Jbis  par  A. 

Il  est  bien  facile  de  démontrer,  en  raisonnant  par 
Tabsurde,  (|ue  C/i  est  une  courbe  irréductible,  et  Ton 
peut  aisément  établir  son  équation. 

Si  Ton  prend  le  point  A  pour  origine,  AB  pour  axe 
des  X  et  la  perpendiculaire  à  AB  menée  par  A  pour 
axe  des  y^  et  si  Ton  suppose  que  le  segment  AB  soit  pris 
pour  unité,  celte  équation  est 


(») 


Dans  cette  é(|uation,  on  doit  donner  à  s  toutes  les 
valeurs  impaires  ou  paires  depuis  o  jusqu'à  n  (o  et  n 
inclus),  selon  que  u  est  impair  ou  pair. 

Au  rayon  BA  du  faisceau  (15)  correspondent  en  (A; 
les  tangcnlcîfaux  n  —  i  brandies  de  la  courbe  qui  pab- 


(  "7  ) 
scnl  par  A,  et  d'après  la  nature  de  la  correspondance 
on  conclut  que  les  tangentes  aux  branches  de  Cn  qui 
passent  poi'  A  sont  réelles  et  distinctes,  et  qu  elles  di- 
visent, avec  la  droite  AB,  le  faisceau  (A)  e/i  un  par^ 
lies  égales. 

Les  rajons  du  faisceau  (A)  qui  correspondent  à  un 
rayon  du  faisceau  (B)  sont  tous  réels;  par  conséquent, 
tes  intersections  de  C»  avec  les  droites  réelles  qui  pas- 
sent par  B  sont  toutes  réelles. 

Une  ligne  droite  b  qui  passe  par  B  rencontre  C/i  en 
n  points  réels  qui,  avec  A,  déterminent  n  droites,  les- 
quelles font^  avec  la  direction  AB,  des  angles  dont 
chacun  est  la  /i^*'"*^  partie  d'un  des  angles  que  fait  b  avec 
ia  direction  BA.  Mais  si  les  intersections  d'une  courbe 
irréductible  avec  les  rajons  d'un  faisceau  peuvent  être 
cunsUruites  par  la  règle  et  le  compas,  la  courbe  doit 
èire  de  l'ordre  a*",  lorsque  la  courbe  ne  passe  pas  par 
le  centre  du  faisceau  (  *  )  ;  il  en  résulte  que  Li  poljrseciion 
dun  angle  générique  au  moyen  de  la  règle  et  du 
compas  est  possible  seulement  lorsque  le  nombre  des 
parties  est  a"",  m  étant  un  nombre  entier  quelconque, 

£n  posant,  dans  (a), 

y^px-^q, 

nous  obtiendrons  donc,  pour  n  =  2'",  une  équation  ré- 
soluble par  radicaux  quadratiques. 

On  peut  encore  démontrer  aisément  que  lu  direction 
AB  et  les  directions  des  asymptotes  de  C,,  menées  par 
^tn  point  X  rfe  AB  di\^isent  le  faisceau  (X)  e/i  2(/i  4-  1) 
]xirties  égales. 


V)  Y.-J.  Petkrsen,  Oni   Liguinger  der   kunne  loses  Ned  Koa- 
dratod  {Théorie  der  Aigebraischen   Cleichungen,   Copenhague, 


(  '28) 
La  courbe  d,  outre  qu'elle  passe  n  —  i  (ois  par  Â, 
rencontre  ÂB  en  un  point  X,  tel  que 


et  Crt^i,  outre  qu^elle  passe  n  —  a  fois  par  A,  coupe  AB 

en  un  point  Y,  tel  que 

*         /i  —  I 
AY  =  1^ —  ; 

n 

cela  revient  h  dire  que  les  centres  harmoniques  du 
point  à  Pinfini  de  AB  par  rapport  aux  n  points,  dont 
n  —  I  sont  réunis  en  A  et  le  /i»*™*  est  X,  sont  n  —  i 
points  dont  n  —  2  sont  réunis  en  A  et  le  (n  —  iy<»c  ^^^ 
Y.  De  plus,  la  première  polaire  de  AB  par  rapport  au 
groupe  des  tangentes  â  C,i  en  A  est  le  groupe  des  tan- 
gentes à  Cfi-t  en  A,  et  la  première  polaire  de  AB  par 
rapport  au  groupe  des  lignes  droites  menées  par  un  point 
M  de  AB,  parallèlement  aux  asymptotes  de  d,  est  le 
groupe  des  lignes  droites  menées  par  M  parallèlement 
aux  asymptotes  de  C,|_|.  Tout  cela  signilie  que  Cn-i  a 
un  point  multiple  d'ordre  n  —  2  en  A,  et  que  les  tan- 
gentes en  ce  point  sont  les  tangentes  de  la  première  po- 
laire r  du  point  h  l'infini  de  AB,  par  rapport  à  C«,  et 
qu'elle  a  en  commun  avec  F  le  point  Y  et  les  points  à 
l'infini;  et  comme  ces  conditions  sont  en  nombre  égui  à 

(n  — i)(/i  —  n-3)  ^  ,  i-i  I 

^ ^ >  on  peut  en  conclure  que  C,i_|  est  la 

première  polaire  du  point  à  l'infini  deAB  par  rapport 
à  C/i. 

2.  Lorsque  n  est  un  nombre  impair,  une  des  asym- 
ptotes est  parallèle  à  Vaxe  y,  et  en  faisant  x  =  i  dans 
(a),  on  obtient  une  équation  en  y  de  degré  pair,  qui 
contient  seulement  les  puissances  paires  de  la  variable, 


(  «29  ) 
et,  comme  une  circonférence  (et  par  conséquent   un 
angle  droit)  est  divisible  eu  parties  égales  au  moyen  de 
la  règle  et  du  compas,  lorsque  le  nombre  des  parties  est 

un  uombre  premier  de  la  forme  2^'*H-i,  ainsi  (en 
posant  dans  la  dernière  équation  y^=zz)  la  construc- 
tion du  polygone  régulier  de  2***-f- 1  côtés,  lorsqu'elle 
est  possible,  dépend  de  la  résolution  d'une  équation  du 

degré  2^^""*. 

La  construction  du  polygone  régulier  de   17    côtés 
dépend  de  la  résolution  de  l'équation 

«=0 
dont  les  racines,  toutes  réelles  et  positives,  sont 

.5;=iang*(a*  — 0?        U  =  i,a,  ...;8,<p  =  ^-y 

Si  l'on  considère  la  relation 

I  —  tanp^Ko        I  —  tanj;'K|<p 

11)  <'  ®         ^  o  T 

j      _  1  — tang»(K-+-K|)o        1  -  tanp'(K  —  K,  )<p 
\      ~"  1 -h  lang*(K -*- Kt)Q        i-i- lang»(K  —  Ki;<p' 

et  si  Ton  pose 

(3)  z,=  — ^-  (5  =  1,2,3,  ..., 8), 

on  peut  vérifier  aisément  que  le  double  du  produit  de 
deux  des  valeurs  de  z  est  égal  et  de  signe  contraire  à 
la  somme  de  deux  des  valeurs  de  Z,  dont  une  peut  être 
aussi  un  des  facteurs  du  produit. 
Par  exemple,  nous  avons 

2Z|Zs  =  — (Zv-+-Z«),        2Z|Z8  =  —  (Zi-t-  Z,),         


(  «30) 
On  peut  encore  vérifier  que  les  relations  entre  les  va- 
leurs de  z  analogues  à  celles-ci,  au  nombre  de  28, 
peuvent  être  groupées  en  quatre  cycles,  dont  trois  con- 
tiennent 8  relations  chacun  et  le  quatrième  n'en  con- 
tient que  4*  C*est  ce  dernier  cycle,  le  plus  simple  entre 
tous,  que  nous  allons  écrire 

2  Zj  Zj  =  —  (  Z5 -4- Zg  )  =  -  -^7, 
•2  Z5  Zg  =  —  (  Z4  -h  Zfi  )  =  —  />>, 
■2Z4Zg  =  -(Z,-4-Z:)  =  -C, 

a  Zi  Z7  =  —  ( Zj  -t-  Zj  )  =  —  d. 

Évidemment,  il  suflit  de  calculer  a,  A,  c,  rf,  car  alors 
Z2  et  Z3  sont  les  racines  de  Téqualion 

M*  —  e/M a  =  0,         ...  : 

ainsi  nous  avons  toules  les  valeurs  de  Z  cl,  par  consé- 
quent, de  z.  Pour  choisir  les  signes  des  radicaux,  il 
sullîl  de  se  rejV)rter  aux  relations  (3)  et  aux  variations 
de  la  tangente  Irîgonoinétrique. 
En  posant 

8 

^^    Z/=3    K,  Z;.-h   Zi=    0/.^5 

t 
cl  ayant  égard  aux  relations  (2),  on  trouve 

2a6  =  —  Si,g—  83,5—  Sj,g—  85,7, 
2  6c  =  —  Sfi^e  —  83,4  —  Sj^ô  —  Sv,g, 
'xcd  =  —  87,8  —  Si,* —  Se,7 —  S|^5, 
ida  =  —  83,8  —  81,3  —  81^7 —  Si,v. 

La  somme  de  ces  quatre  produits  est  donc  égale  à 
—  /jK,  et  puisqu'on  a 

ab  -{'  bc  -i-  cd -h  da  =  (a  -h  c)(6h-  d)j 


(  '3.  ) 
en  |)osaiil 

nous  avons 

A-+-B  =  K,        AB=-.2K. 

Or  K  esl  une  fonclion  symétrique  des  racines  de  (i); 
par  conséquent  elle  est  exprimable  au  moyen  des  coeffi- 
cients de  cette  équation.  Si  nous  appelons  S^  la  somme 
(les  produits  des  racines  de  {i)  s  à  Sj  nous  pouvons  ai- 
sément établir  que 

~       i-+-S,H-2,H-2,-h2:4-i-2,-H  Ss-f-Sî-l-ig 
65536       a 

Donc  A  et  6  sont  les  racines  de  Téquation 

2  8*— 0  —  ■2  =  0, 
cl  comme  on  a 

ac  =  —  K,         bd  =  —  K, 

ainsi  a^   c,    b,  d  sont  respectivement  les  racines  des 
équations 

aO»— 2AO  — i  =  o,        aô«  —  aB  0  —  1  =  0. 

Notre  équation  est  désormais  résolue  au  moyen  de 
radicaux  quadratiques,  car  il  n*y  a  pas  autre  chose  à 
lairc  qu'à  résoudre  les  équations  du  deuxième  degré 
que  nous  avons  établies,  en  tenant  compte  des  signes 
(les  radicaux. 


(  '3.  ) 

[Q2] 

IN  TIIÉORBHE  DE  GÉOMÉTRIE  A  n  DIMENSIONS; 

Par  m.  Henri  PIGGiOLI. 


Il  a  été  démonlré  que  les  développantes  des  hélices 
cylindriques  de  l'espace  ordinaire  jouissent  de  la  pro- 
priété caractéristique  d'être  des  courbes  planes.  On  peut 
chercher  si  cette  propriété  se  conserve  pour  les  courbes 
de  l'espace  à  n  dimensions^  tel  est  le  but  de  celte  Note. 

^M)  ttf29  •••9  ttf/i  étant  les  cosinus  directeurs  de  la 
tangente  d'une  courbe  L  de  l'espace  à  /i  dimensions  S^; 
<^M  ^2}  • . .,  X/i  les  coordonnées  courantes  de  ses  points 
exprimées  par  l'arc  5,  considérons  la  courbe 

qui  représente  une  développante  de  L,  et  cherchons 
quelle  doit  être  la  nature  de  L  pour  que  la  courbe  (i) 
appartienne  à  un  espace  S„_f . 

Il  faudra  évidemment  que  Ton  ait,  at,  a^,^  ...^an 
étant  des  constantes, 

c'est-à-dire 

Diflerenljons,  en  tenant  compte  des  formules  de 
SernH  généralisées  par  M.  Brunel  (');  remarquant  qu'il 


(')  BnuNEL,  Propriétés  métriques  des  courbes  gauches  dans  un 
espace  linéaire  à  n  dimensions  {Math,  Ann.,  B.  XIX). 


(  »33  ) 
y  a  2n  termes  qui  se  détruisent,  on  trouve    la  condition 

^in  ^iit  "")  <^2/t  étant  les  cosinus'. directeurs  de  la  nor- 
male principale  de  L.  Celte  condition,  comme  on  le  voit 
facilement,  est  aussi  suffisante. 

Or,  la  ligne  L  devant  avoir  ses  normales    principales 
perpendiculaires  à  la  direction  fixe 

^1  ^s  a„ 


est  une  hélice  du  cylindre  obtenu  en  conduisant  de  ses 
points  les  S|  parallèles  à  cette  direction. 
On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Parmi  les  courbes  de  S/,,  il  y  en  a  qui  ont  la  pro- 
priété  que  leurs  déi^eloppantes  appartiennent  à  un 
espace  Sa _^  :  ces  lignes  sont  des  hélices  tracées  sur  des 
surfaces  cylindriques  à  deux  dimensions  dont  les  géné- 
ratrices sont  perpendiculaires  à  cet  espace  S^.i . 

Supposons  que  n  soit  un  nombre  impair  2A  +  i,  et 
que  les  a/i  rayons  de  courbure  de  L  soient  constants. 
D'après  un  théorème  de  M.  Brunel,  L  sera  une  hélice 
tracée  sur  un  cylindre  ayant  pour  base  une  courbe  de  S2A 
avec  les  mêmes  a  A  —  i  premiers  rayons  de  courbure  (à 
une  constante  près),  c'est-à-dire  une  courbe  placée  sur 
l'hypersphère  de  S2A.  En  tenant  compte  du  résultat  qui 
précède,  on  voit  tout  de  suite  que  l'on  a  la  proposition 
que  voici  : 

■ 

Les  courbes  à  courbures  constantes  de  l'espace  à 
nombre  impair  de  dimensions  ont  pour  développantes 
celles  des  courbes  hypersphériques  à  courbures  con- 
stantes, bases  des  cylindres  qui  les  contiennent. 


Ann,  de  âfathémat.,  3*  série,  t.  XVIII.  (Mars  1899.) 


(  '34  ) 


AGRÉGATION  DIS  SCIBNGES  MATHÉMATIOOIS. 

COXGOORS  DE  1898- 

SOLIITION  DE  U  OUESTION  D'ANALYSE; 

Pab  m,  a.  vacquant, 

Professeur   au   lycée   de   Nancy. 


On  donne  V équation  aux  dérwées  partielles 

{px  -h  qyy—  2a{^py  —  qx)  -^  2F(z)  =  o, 

où  a  désigne  une  constante  et  F(z)  une  fonction  déter- 
minée de  z. 

\^  Former  le  système  des  équations  différentielles 
des  caractéristiques  ; 

2**  Trouver  une  intégrale  de  ce  système  d^ équations 
différentielles  ; 

i^  Au  moyen  de  cette  intégrale,  former  une  inté- 
grale complète  de  V équation  proposée; 

4®  Dire  à  quoi  doit  se  réduire  la  fonction  F(z  )  pour 
que  les  caractéristiques  soient  des  lignes  asymptofiques 
sur  les  surfaces  intégrales. 

I.  Soit 

/(^ir.  ^fPi  9)  =  (p^  -^  9yY  —  ^<^(py  —  9^)  h-  ïF(«)  =  0. 

On  a 

i  ^  =  P  r=  (;>a?  -h  qjt)x  -  ajt, 

-  ^  =  Q  =  f/>x  -h  qy)y  -f-  ax, 
l-£=\  =  {px-h  qy)p  -+-  aq, 

-  ^  =  Y  =  (/?a?  H-  qy)q  -  ap, 

'À  dz  ^ 


(  «35) 
On  sait  que  les  équalîons  différentielles  des  caracté- 
ristiques sont 

dx  ^dy dz dp dg 

T  ~  Q"  ""  P/>-hQ7  "  -(X-»-/>Z)  ~  — (Y-4-yZ)' 

c'est-à-dire, 

dx  dy 


(px  -h  qy)x  —  ay       (px  -h  qy)y  -h  ax 

dz 


~-\{pX'\-qy)P'\-aq-^pV\z)\ 

dq 


^[{px-^-qy)q-'ap-¥qF\z)\ 

II.  On  peut  trouver  une  intégrale  de  ces  équations  en 
formant  deux  rapports  égaux  aux  précédents  et  ayant 
respectivement  pour  numérateurs  les  différentielles  des 
quantités  px  -^  qy  et  py  —  ^  j:  qui  figurent  dans  Téqua' 
tion  donnée.  Chacun  des  rapports  (E)  est  égal  aux 
saivants  : 

pdx-hxdp  __  d(px) 

—  apy  —  aqx — px¥'{z)  ~~  —  ^KPX -*-  q^)  —psc  V'{z) 

^ d(qy) _         d{px-^qy) 

a[qx  -i-py)  —  qy  ?\z)  —  {px  4-  qy)  ¥'{z) 

d{py)  d{qx) 


a{pX'-qy)—pyV\z)  a(px  —  qy)—- qxV'{z) 

'-{py-qx)¥\z)' 

D*où  Téquation 

djpx-hqy)  ^  d{py  —  qx) 
psp-hqy  Py  —  qx 

Intégrant,  on  obtient 

py-^qx 

^  désignant  une  constante  arbitraire. 


(  >3<i  ) 

Ou  a  ainsi  une  intégrale  du  système  (E)  indépen- 
dante de  la  fonction  V{z). 

III.  D'après  la  mélhode  de  Lagrange,  si  Ton  résout 
les  équations  (i)  et /*=o  par  rapport  à  /?  et  ^  et  que 
Ton  substitue  les  valeurs  trouvées  dans  Téquation  aux 
dillérentielles  totales 

dz  =  p  dx  -h  q  dyy 

cette  équation  sera  complètement  intégrable^  après 
l'intégration,  qui  introduira  une  deuxième  constante 
arbitraire  ^,  on  aura  z  en  fonction  de  x,  y^  a,  ^,  satis- 
faisant a  l'équation  donnée,  c'est-à-dire  une  intégrale 
complète  de  cette  équation. 
On  a 

a*  (  py  —  qx)'^—ia{^  py  —  qx)-^iV  {z)  =  o; 
d'où 


py    -qx= 

On  peut  prendre  seulement  le  signe  +  devant  le 
radical,  en  convenant  que  celui-ci  sera  susceptible  d'une 
double  détermination.  Des  équations 

a' ( py  —  qx)  —  a  -{-  ^a *  —  7. a* F ( z ) , 
a  (px  -^  qy)  =  a  -\-  ^"^ — 2a*F(z), 

on  déduit,  en  éliminant  successivement  p  v\.  q^ 

pa^{x^-hy^)  =:    (y-hax)    [a  -+-  /a» —  2 a* F (-«}], 
yx*(ar>-h  j^*)  =  ( — X  -h  0Ly)[a  -r-  /a* —  •2a*F(a)]. 

En  substituant  ces  valeurs  de  peldeq  dans  Téquation 

dz  ^pdx  -h  q  dy^ 


(  ••^7  ) 
on  a 

=  [a-h  ^a*  —  2 a*  F ( « ) ]  [(jr  ^  ax)  dx  -}-  (—  x  -h  ^y)djr] 
ou 

a'^  dz  oi(x  dur  -h y  dy  )        x  dy  —  y  Jr 

aH-/a»— 2a«F(5)  "  x^^y^  'x*-h^« 

Intégrant,  on  a  Téquation 

(i)    aS  / =  -  L(a7»-i-y«)  —  arctang^  H- 8, 

définissant  une  intégrale  complète  de  Téquation  donnée 

IV.  On  sait  que  l'équation  différentielle  des  lignes 
asymptotiques  est 

dp  dx  -\'  dq  dy  •=^  o. 

Remplaçant,  dans  cette  équation  homogène,  dx^  dy^ 
dfy  dq  par  des  quantités  proportionnelles  tirées  des 
équations  (E),  on  a 

[(px  +  qy)p  -4r  aq  -^  pF'  {z)]\(,px  -^  qy)x  —  ay] 
-^[(px  -\r  qy)q  —  ap  -^  q  ?'  {z)\[{px  +  q  y)  y  -\-  ax]  r=  o 

OU 

(px  +  qyy^Ttaipx  -t-  qy)  {py  —  qx)  —  a«( jpa:  -f-  qy) 

-»-  ^''('S)  [(/>^  -+-  qy)^—  a(py  —  qx)]  =  o 


ou,  en  tenant  compte  de  l'équation  donnéey*:i=  o, 

-(px-^qy)[^F{z)-^a*]-hFXs)[(px-\-qy)^-^a{py—qx)]r=o. 

D*auire  part,  d'après  Tinlégrale  (i),  on  a 

px-hqy 
pjr  —  qx=-.  ^ —^^; 


(  '38  ) 
par  suite,  l'équation  précédente  devient,  après  suppres- 
sion du  facteur  px  -h  qy^ 

ou 

(3)      [(/?a?-4-^7)F'(5)  — 2F(z)--a»]a  — aF'(s)=o. 

Si  Ton  considère  une  surface  intégrale,  le  long  d*une 
caractéristique,  a  est  constant,  mais  varie  d'une  caracté^ 
ristique  à  l'autre,  de  sorte  que  Téquation  précédente, 
du  premier  degré  en  a,  doit  être  satisfaite  pour  une 
infinité  de  valeurs  de  a;  pour  cela,  il  faut  et  il  suffit 

(px-h  qy)F'{z)  —  'iF(z)^ à^^  o 
et 

aF'(z)=:o. 

En  supposant  la  constante  a  différente  de  zéro,  ces 
deux  équations  se  réduisent  aux  suivantes  : 

F'(^)  =  o, 
2F(^)-j-a«  =  o, 

c'est-à-dire  à  une  seule 


a 


s 


F(z) -^ 


1 


L^intégrale  complète  (  2  )  devient  dans  ce  cas 

=  -  Lfa:* -4- j'*)  —  arc  tang  ~ 


On  voit  alors  que  la  section  d'une  surface  intégrale 
par  un  plan  z  =  A  est  une  spirale  logarithmique. 
Si  la  constante  a  est  nulle,  l'équation  donnée  est 

{pcr-h  yj^)*-l-aF(^)  =  o; 

elle  se  décompose  en  deux  équations  linéaires 

px  -h  qy  dz  / — ^F{z)  =  o. 


(  '39  ) 
Les  équations  des  courbes  caractéristiques  sont,  en 
attribuant  au  radical  une  double  détermination, 


(El) 


m 

dx  ^  dy  ^         dz 


^       y      /-aF(i) 

Une  première  intégrale 

y-  «ta- 

montre  que  les  caractéristiques  sont  des  courbes  planes  ; 
le  plan  osculateur  en  un  point  quelconque  d'une  carac- 
téristique se  confond  avec  le  plan  de  la  courbe^  celle-ci 
devant  ^tre  une  ligne  asymptotique  d'une  surface  inté- 
gral«y  le  plan  osculateur  doit  être  tangent  à  la  surface; 
alors  Je  plan  d'une  courbe  caractéristique  doit  être  tan- 
gent à  la  surface  en  tous  les  points  de  cette  courbe;  une 
surface  intégrale  quelconque  étant  un  lieu  de  caracté- 
ristiqueS)  on  en  déduit  que  c'est  une  surface  dévelop- 
pable  et  que  les  caractéristiques  sont  des  droites.  Cela 
éiant,  il  est  facile  de  déterminer  la  fonction  F(z),  car 
une  deuxième  intégrale  des  équations  (E|)  déduite  de 

Téquation 

dx  ds 


ou 

dL{x)=  -jjL=.=dL^(z} 

est 

c  désignant  une  constante  arbitraire  et  f  une  fonction 
déterminée.  Il  faut,  d'après  ce  qui  précède, 

Or 

di  __  ^'(z)dz  _     bdz      __     dz 

^^  •xY(z)  ""      ?(^)     "  b  z -^  b' "  z -k- '^^ 
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d'où 

Les  deux  équations  linéaires  en  lesquelles  se  décom- 
pose Téqualion  donnée  sont 

px->rqy  =±:(3-h  Y). 

On  peut  conserver  seulement  le  signe  +  et  Ton  a 

px  -h  qy  =  z  -^-y, 

équation  différentielle  des  cônes  de  sommet  (o,  o,  —  y). 
Remarque,  —  Quand  F(2)  = >  les  caractéris- 
tiques qui  sont  des  lignes  asymptotiques  sur  les  surfaces 
intégrales,  jouissent  de  cette  propriété  :  leurs  tangentes 
appartiennent  à  un  complexe  de  droites;  cette  propriété 
est  la  réciproque  de  celle-ci  :  quand  les  tangentes 
aux  courbes  caractéristiques,  pour  une  équation 
f{x^  y^  Zy  p^q)  =  o^  appartiennent  à  un  complexe  de 
droites,  ces  caractéristiques  sont  des  lignes  asympto- 
tiques sur  les  surfaces  intégrales,  La  démonstration  est 
facile  ^  on  sait  que  les  tangentes  aux  courbes  caractéris- 
tiques qui  passent  par  un  point  M(j:,  j^,  z)  sont  les  géné- 
ratrices d*un  cône  (T),  enveloppe  des  plans  tangents  aux 
surfaces  intégrales  passant  par  ce  point.  Si  Ton  cherclie 
l'enveloppe  du  plan 

/7(X-:r)-f-y(Y-j^)-(Z-5)  =  o, 

p  et  q  étant  liés  par  la  relation 

/(^»^»  -,/?,  q)  ==  ipx  -h  qyy—  ia(py  -^  q x)  ^  a*  =  0, 

OU  encore,  si  l'on  remarque  que y(x,j^,  z,p,^)  =  opeut 
être  regardée  comme  Téquation  tangentielle  du  cône 
parallèle  à  (T)  menée  par  l'origine^  on  a  pour  Téquation 
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du  cône  (T  ) 


x« 

xy 

—  ay 

X-x 

xy 

y' 

ax 

Y-r 

-«r 

ax 

—  a« 

z  — « 

.  — X 

^-y 

Z^z 

o 

=  o. 


Une  génératrice  de  ce  cône,  d'équations 

X  —  ar       Y  —  r       Z  —  5 

aura  pour  coordonnées  pluckériennes 

L'équation  du  cône  (T)  peut  s'écrire,  après  dévelop- 
pement du  déterminant  et  simplification 

a(X«-t-  (ji')-t-  2/iv  =5  o; 

c'est  l'équation  d'un  complexe  de  droites  du  second 
ordre;  les  tangentes  aux  caractéristiques  appartiennent 
à  ce  complexe. 
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Lille. 

Calcul  difpérbntibl  rt  ifrrÉGBAL» 

L  Les  fonctions  '^{x^j),   ^{x^j)  sont  supposées 
continues,  ainsi  que  leurs  dérivées  partielles  du  pre- 
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mier  ordre,  pour  tous  les  systèmes  de  valeurs  de  x^y^ 
correspondant  aux  points  situés  dans  une  aire  (A);  on 
désigne  par  (G)  une  courbe  fermée  contenue  tout 
entière  dans  (A). 

1  "  Donner  la  condition  que  dois^ent  remplir  f  (  J^,  J  ) î 
^(•^O)  pour  que  l'intégrale  curuiligne 


f  [^(^,y)dx'h^x,y)dy] 


ait  une  valeur  indépendante  de  (C); 

a"  En  déduire  les  conditions  que  doii^ent  remplir 
ff  et  ^  pour  que  l'intégrale 


Jf     (^'^£f^)(dx'i-idy) 


soit  elle-même  indépendante  de  (C)] 

3**  Faire  voir  quelle  est  dans  ce  cas  la  propriété  de 
la  transfornuuion  géométrique  définie  par  les  deux 
équations 

4°  Dire  quelles  relations  il  y  a  alors  entre  les  deux 
familles  de  cow*bes  définies  par  les  deux  équations 

«p(^> J^)  =  const.,        ^{x^y)^  const. 

IL  i**  Déi^elopper  en  série  de  Fout*ier  la  fonction 
f{x)  égale  à  X  dans  Vinteryalle  ( —  u,  o),  e/  à  (x  -4-  t) 
dans  V intervalle  (o,  it)  ; 

2'*  Expliquer  a  priori  cette  circonstance  que  le  dé- 
veloppement ne  renferme  pas  de  cosinus; 

3**  La  fonction  f[x)  étant  toujours  égale  à  a:  -f^ 
dans  l' intervalle  (o,  7t),  quelle  fonction  de  x  doit-elle 
être  dans  l'intervalle  ( —  ir,  o)  pour  que  le  développe- 
ment ne  renferme  que  des  cosinus. 
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Gêométrib. 

I.  Etudier  la  sur/ace  lieu  des  tangentes  à  une 
courbe  gauche.  Qu'entend' on  par  développemeni 
d'une  telle  surface?  Quels  sont  les  éléments  qui  se  con- 
servent dans  cette  déformation  ? 

II.  On  considère  une  courbe  gauche  (c)  dont  la 
courbure  est  constante  et  égale  à  -y  et  la  courbe  (c'), 

lieu  des  centres  de  courbure  de  (c). 

On  demande  : 

1^  La  valeur  de  la  courbure  de  {</)  et  le  lieu  de  son 
centre  de  courbure; 

a"  Quelles  relations  il  j  a  entre  les  torsions  de  (c) 
et  ((/)  aux  points  correspondants; 

3"  Le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices,  pour 
chacune  des  deux  courbes  (c)  et  (c'). 

MÉCANIQUE   RATIONNELLE. 

Epeeute  Écrite.  —  I.  Établir  tes  équations  d'équi- 
libre d'un  /il  parfaitement  flexible  et  inextensible. 

II.  Cas  ail  il  y  a  une  fonction  de  forces»  Cas  d'un 
fil  tendu  sans  frottement  sur  une  surface  fixe  et  soumis 
seulement  à  la  réaction  de  cette  surface. 

Epreuve  pratique.  —  On  considère  dans  un  plan 
vertical  xOy  un  demi-cercle  fixe  OAB,  limité  au  dia- 
mètre horizontal  Ox  et  une  droite  OD,  faisant  avec  la 
verticale  Ojr  un  angle  de  45®.  Deux  points  matériels 
pesants  M  et  M',  de  masses  égales,  sont  assujettis  à  se 
mouvoir,  le  premier  sur  la  demi-circonférence  OABy 
le  second  sur  la  droite  OD.  Ils  sont  réunis  par  un  fil 
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flexible  et  inextensible  dont  la  masse  est  négligeable 
et  qui  passe  en  O  sur  une  poulie  très  petite  d'axe  nor- 
mal au  plan  xOy  et  de  masse  négligeable. 


1°  Trouver  la  position  d'équilibre  du  système; 

2^  Etudier  le  mouvement  du  système^  en  supposant 
quà  l'instant  initial  on  l' abandonne  à  lui-même  sans 
vitesse,  après  avoir  placé  M,  en  O  et  pris  la  précaution 
de  tendre  lejil; 

3°  Etudier  en  particulier  le  cas  des  petites  oscilla- 
tions. 

MÉCANIQUE   APPLIQUÉE. 

Epredve  Écrite.  —  I.  Traitait  de  la  vapeur  dans 
les  machines  Woolf  et  Compound,  Avantages  et  in- 
convénients de  ces  machines. 

II.  Flambage  des  pièces  à  section  constante,  char- 
gées debout.  On  déterminera  les  relations  d'Euler 
fournissant  une  limite  que  ne  doit  pas  excéder  la 
charge^  pour  qu'il  n'y  ait  pas  Jlexion,  dans  les  trois 
cas  suivants  : 

i"  La  pièce  est  articulée  et  guidée  à  ses  extrémités  ; 

a"  La  pièce  est  encastrée  à  ses  extrémités  ; 

3**  La  pièce  est  encastrée  à  sa  base,  et  complètement 
libre  à  r extrémité  à  laquelle  la  charge  est  appliquée. 

Eprkuve  pratique.  —  Calculer  les  cléments  d'une 


/ 
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turbine  centnfuge  à  axe  vertical  du  type  fourney^ 
ron^  établie  sous  une  chute  de  i"*,4û*,  on  peut  disposer 
d\n  débit  de  1 200***  par  seconde. 

Produire  un  croquis  coté  (à  l'échelle)  de  la  twbine 
projetée,  et  une  épure  indiquant  le  tracé  des  aubes  et 
des  directrices. 

Astronomie. 

ÉpiEuvE  ÉCRITE.  —  Exposer  le  calcul  de  Véphémé^ 
ride  d'une  planète  y  c^est^à-dire  de  l'ascension  droite 
et  de  la  déclinaison  pour  une  date  et  en  un  lieu  déter- 
minés, lorsquon  connaît  les  éléments  de  l'orbite  de  la 

planète. 

Epreuve  pratique.  —  Calculer  la  durée  du  jour 
[non  compris  le  crépuscule)  à  Lille  le  a5  novembre  1 898. 
La  déclinaison  du  Soleil  à  midi  vrai  est 

-~2o*49'i8',o3. 

On  admettra  quelle  varie  proportionnellement  au 
temps,  la  variation  horaire  étant  —  29",  07. 
Latitude  de  Lille  :  5o"38'44". 
On  ne  tiendra  pas  compte  de  la  réfraction. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Encyclopédie  des  Scieuces  mathématiques  pures  et 
APPLIQUÉES,  publiée  sous  les  auspices  des  Académies 
des  Sciences  de  Vienne  et  de  Munich,  el  de  la  Société 
des  Sciences  de  Gœttingue,  avec  la  collaboration  de 
nombreux  savants,  par  MM.  lesD''^.  Burkhardt,  pro- 
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fesseur  de  Matliémaiiques  à  TUiiiversité  de  Zurich,  et 
IV,  Franz  lUeyer,  professeur  de  Mathématiques  à  l'Uni- 
versité de  Kœuigsberg.  Six  vol.  grand  in*8®.  Leipzig, 
Teubner.  —  Cette  œuvre  considérable  sera  entièrement 
publiée  en  langue  allemande. 

Présenter,  sous  une  forme  condensée  et  synoptique,  un 
exposé  aussi  complet  que  possible  des  résultats  acquis  dans 
les  diverses  branches  des  Mathématiques,  indiquer  soigneu- 
sement la  bibliographie  de  chaque  partie  et  retracer  par  là  le 
développement  historique  des  méthodes  employées  dans  les 
Sciences  depuis  le  commencement  du  xix*  siècle,  tel  est  le  but 
que  se  propose  cette  Encyclopédie.  Loin  de  se  borner  aux  Ma- 
thématiques pures,  elle  traitera  aussi,  dans  une  large  mesure, 
les  applications  des  Mathématiques  à  la  Mécanique,  la  Phy- 
sique, l'Astronomie,  la  Géodésie,  les  sciences  techniques,  etc., 
de  manière  à  renseigner  le  mathématicien  sur  les  questions 
pour  lesquelles  les  applications  réclament  son  concours,  et  à 
faire  connaître  à  Tastronome,  au  physicien,  à  l'ingénieur,  etc., 
les  solutions  que  les  Mathématiques  fournissent  à  leurs  pro- 
blèmes. Les  démonstrations  des  propositions  sont  supprimées, 
ce  qui  est  naturel  dans  un  inventaire  tel  que  celui-ci. 

L'Encyclopédie  comprendra  environ  a4o  feuilles  grand  in-8^ 
chaque  volume  paraîtra  en  quatre  livraisons  de  lo  feuilles.  La 
première  livraison  a  été  publiée  en  octobre  1898. 

L'Ouvrage  peut  rendre  des  services  même  aux  personnes 
qui  ne  voudraient  se  renseigner  que  sur  une  partie  déterminée 
des  Sciences,  car  il  ne  suppose  pas  de  connaissances  prélimi- 
naires spéciales. 

La  Rédaction  est  assistée  d'une  Commission  actuellement 
composée  de  MM.  W.  Dyck  (Munich),  G.  v.  Escherich  (Vienne), 
F.  Klein  (Gœttingue),  L.  Boltzmann  (Vienne)  et  H.  Weber 
(Strasbourg). 

Nous  nous  réservons  de  rendre  compte  ultérieurement  des 
livraisons  composant  ce  Recueil,  sur  la  valeur  et  l'importance 
duquel  il  serait  superflu  d'insister,  à  mesure  que  ces  livraisons 
seront  publiées  et  parviendront  à  notre  connaissance. 
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Cours  développé  d'Algèbre  élémentaire,  précédé 
d^an  Aperçu  sur  les  origimbs  des  Mathématiques  élé- 
mentaires et  suivi  d'un  Recueil  d'exercices  et  de  pro- 
blèmes, par  B.  Lefehvre,  S.  «/.  Deux  vol.  in-8**.  Tome  I  : 
Calcul  agébrique  (xlix-32o  p.);  tome  H  :  Ëquatious, 
PaoGRESsioifs,  Logarithmes  (543  p.).  Namur,  Wesmael- 
Charlier;  1898.  Prix:  lo^'. 

Ce  livre  est  le  développement  d'un  Cours  d'Algèbre  élémeri' 
taire  (1897),  qui  sert  déjà  de  livre  de  texte  dans  beaucoup  de 
collèges  belges.  Dans  cet  Ouvrage,  le  P.  Lefebvre  réalise  réso- 
lument des  améliorations  recommandées  depuis  longtemps 
déjà  et  qui  commencent  timidement  à  prendre  pied  dans  les 
programmes.  Remarquons  les  quantités  négatives,  abstraites 
et  coDcrètes,  traitées  en  détail  dés  le  début  du  cours  ;  le  souci 
de  la  rigueur  et  le  soin  de  rattacher  les  notions  qui  caracté- 
risent l'Algèbre  aux  définitions  fournies  par  Fétude  prélimi- 
naire de  TArithmétique;  le  binôme  de  Newton  introduit  de 
boQoe  heure  et  traité  par  les  simples  règles  de  la  multiplica- 
tion; la  théorie  algébrique  des  imaginaires  très  amplement 
exposée;  les  notions  sur  la  théorie  des  limites  et  le  calcul  pra- 
tique des  déterminants  excellemment  donnés;  enfin  la  théorie 
des  maxima  et  minima  particulièrement  soignée.  Un  recueil 
d'exercices  très  vaste,  très  original  et  fort  bien  gradué  ter- 
mine chaque  Volume. 

Les  professeurs  apprécieront  surtout  Tlntroduction  histo- 
rique et  les  nombreuses  notes  éparses  dans  tout  l'Ouvrage. 
Le  P.  Lefebvre  y  fait  preuve  d'une  érudition  considérable  :  les 
données  et  les  appréciations  sur  les  hommes,  sur  les  faits  et 
sur  les  époques  intéresseront  plus  d'un  lecteur  en  France,  où 
i  on  n'a  pas  encore  su,  malgré  des  travaux  consciencieux  et  de 
grande  autorité,  reconnaître  assez  généralement  les  mérites 
des  vieux  algébristes  et  mathématiciens  français. 

V.  S., 

Doctoor  èf  ioUdcm  physiques  et  mathémttlqnes. 
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QUESTIONS. 


516  (18aO,  95).  Soit  l'équation 

qui  ne  renferme  que  des  puissances  impaires  de  l'inconnue 
(excepté  ar*);  il  y  a  une  racine  réelle  comprise  entre 
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1815.  Démontrer  que  Texpression 


I  —  a*  -h  a*  — ...  -h  a'^P  = 


a* 


peut  toujours  être  mise  sous  la  forme  de  la  somme  de  deux 
carrés,  et  que,  si  a  est  un  nombre  entier,  les  deux  carrés  en 
question  sont  aussi  entiers.  (G. -A.  Laisant.) 

1816.  On  considère  les  pieds  des  quatre  normales  menées 
d'un  point  à  une  conique  G,  et  les  quatre  triangles  T  formés 
par  les  tangentes  menées  en  ces  points  à  G  : 

1**  A  chaque  triangle  T  on  peut  circonscrire  une  conique  Â 
ayant  les  mêmes  axes  de  symétrie  que  G;  2° Les  normales  i  la 
conique  A  aux  sommets  du  triangle  T  sont  concourantes  en 
un  point  P;  3**  De  chaque  point  P  on  mène  la  quatrième  nor- 
male à  la  conique  A  correspondante.  Les  quatre  normales  ain«i 
obtenues  sont  parallèles,  et  leurs  pieds  sont  en  ligne  droite. 

(E.   DUPORGQ.) 

1817.  Soient  K  et  H  les  points  d'intersection  de  deux  cercles 
situés  dans  le  même  plan,  dont  les  centres  sont  G,  G';  on  mène 
par  K  une  droite  mobile  et  par  les  points  où  cette  droite  ren- 
contre les  cercles,  conduisons  les  tangentes  respectives  à  ces 
courbes. 

Le  lieu  des  points  de  rencontre  de  ces  tangentes  est  une 
cardioïde.  (  Gardoso-Latnes.) 

1818.  Le  lieu  des  barycentres  des  triangles  qui  sont  formés 
par  une  tangente  mobile  à  une  ellipse  avec  les  axes  de  cette 
courbe  est  une  Kreuzcurve.  (Gardoso-Laynes.) 


SOI  us  CONGOLRS  US  «  NOUVELLES  AXNALES  »: 


Deuxième  concours  pour  1898;  Résultat.  —  Après 
examen  des  Mémoires  adressés  à  la  Rédaction  pour  le 
deuxième  concours  de  1898,  le  prix  a  été  décerné  à 
M.  R.  Bricaro.  Son  Mémoire  paraîtra  dans  Tun  de  nos 
prochains  numéros. 

Premier  concours  pour  1899.  —  Dans  une  pensée 
libérale  à  laquelle  nous  n'avons  pu  qu^applaudir, 
M.  Gauthier- Yillars  nous  a  proposé  d'étendre  à  ioim  les 
lecteurs  des  Nouvelles  j4 finales,  et  non  plus  seulement 
aux  abonnés,  la  faculté  de  prendre  part  à  nos  concours. 
Cette  mesure  étant  rendue  applicable  même  au  premier 
concours  )>our  1899,  il  nous  a  semblé  équitable  de 
proroger  le  délai  iixé  pour  la  remise  des  Mémoires, 
(^ux-ci  seront  reçus,  en  conséquence,  jusqu'au  1  5  juil- 
let 1899^  au  lieu  du  i5  mai.  A  Texception  des  modifi- 
cations qui  viennent  d'eti'e  indiquées,  les  conditions  du 
concours  restent  exactement  les  mêmes. 

Pour  prendre  connaissance  de  ces  conditions  et  du 
sujet,  consulter  le  numéro  de  novembre  1898  (p.  48'^ 
*  488).  Les  Rédacteurs. 
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LES  LIGNES  ARITIINÉTIOIES; 

Par  m.  g.  TARRY. 


Nous  allons  étudier  les  restes  des  termes  de  la  pro- 
gression arithmétique 

Ann.de  }faihémat.,  3- série,  l.  XVIII.  (Avril  1899.)  lO 


(  «^^  ) 

de  raison  a,  divisés  par  bj  a  et  b  étant  des  nombres 
entiers. 

Le  nombre  des  restes  difTérents,  y  compris  zéro,  est 
au  plus  égal  à  b^  et  chaque  reste  se  déduit  du  précédent 
en  ajoutant  à  ce  dernier  le  reste  de  a,  et  en  retranchant  b 
si  la  somme  obtenue  est  plus  grande  que  b. 

Il  résulte  de  là  que  les  restes^  ou  résidus  par  rapport 
au  module  £,  forment  une  suite  périodique  dont  la  pé- 
riode  comprend  un  nombre  de  termes  p^  égal  ou  infé- 
rieur à  b. 

Ces  résidus  sont  évidemment  les  résidus,  tous  difié- 
rents,  des  p  premiers  termes 

o,     a,     aa,     3a,    ^. ..,     (/>  —  \)a. 

Le  terme  suivant,  paj  donne  pour  résidu   zéro,  et 

Ton  a 

pa  =  qb. 

On  voit  que  les  seuls  termes  divisibles  par  b  sont 

o,    pa^    ^P^i    ^pcij     •... 

Le  nombre  ba^  divisible  par  &,  étant  compris  parmi 

ces  termes, 

ba  =  ftpa^ 

et,  en  retnplaçant  ba  par  son  égal  (fb, 

ba  =  nqb. 

Ces  deux  égalités  se  réduisent  à 

b  =  npj         a  =  nq. 

Si  a  et  £  sont  premiers  entre  eux,  le  nombre  n  qui 

divise  à  la  fois  a  et  £  est  égal  à  Tunité,  et  dans  ce  cas 

particulier 

p  =z  b. 


(  ••>■  ) 

D*où  ces  consé<]ueiices  : 

Les  {b  —  I  )  premiers  multiples  d'un  nombre  entier  a, 
premier  avec  i,  donnent  pour  résidus,  par  rapport  au 
module  h  et  dans  un  certain  ordre,  les  (b  —  i)  pre^ 
miers  nombres. 

Si  l'on  prolonge  indéfiniment  la  série  des  multiples, 
les  mêmes  résidus  se  reproduisent  dans  le  même  ordre. 

Les  seuls  multiples  de  a  dix^isibles  par  b  sont  ba, 

2ba^  ibuy En  d'autres  termes,  lorsqu* un  nombre  b 

dime  le  produit  de  deux  facteurs  na  et  qu'il  est  pre- 
mier a\fec  l'un  «,  il  div^ise  Vautre  n. 

Quand  on  augmente  tous  les  termes  de  la  progression 
arithmétique  d'un  même  nombre  entier  c,  le  nombre 
(les  résidus  dill'érenls  reste  le  même.  Donc  : 

Si  le  nombre  n  est  premier  avec  «,  les  n  termes  de 
la  progression  arithmétii/ue 

c,     o-^a^     c -h  aa,     ...,     c-f-(/i  —  i)a, 

sont  respectii^ement  congrus,  suii^ant  le  module  /i,  quel 
(fue  soit  l'entier  c,  aux  nombres 

O,      I,     i,      ...,     (/i  —  i), 

abstraction Jaite  de  l'ordre. 

Soient 

''ij    ^ii    ''3»     •  •  •»    ''« 

les  résidus  respectifs  de  c,  c-f-a,  ...,  c-h{n  —  i)<î, 
par  rapport  au  module  n,  o  étant  remplacé  par  son 
équivalent  n. 

Considérons  un  échiquier  de  n  cases  de  côté. 

Numérotons  de  i  à  n  les  rangées  (sens  horizontal)  de 
haut  en  bas  et  les  colonnes  (sens  vertical)  de  gauche  à 
droite.  Dans  les  rangées  i,  a,  3,  . ..,  /i,  marquons  suc- 


L  les  cases  situées  dans  les  culoiDtes  r 


L'ensemble  des  cases  ainsi  marquées  est  une  ligne 
arithmétique  de  pas  a. 

Dans  l'arithmétique  de  l'échiquier,  la  dernière  pro- 
priété s'exprime  sous  celte  forme  : 

Sur  un  échiquier  de  côté  n,  les  n  cases  d'une  ligne 
arithmétique  de  pas  a  sont  réparties  dans  chacune 
des  n  rangées  et  chacune  des  n  colonnes,  lorsque  les 
nombres  n  et  a  sont  premiers  entre  eux. 

Voici  les  trois  propriétés  fondamentales  des  lignes 
arithmétiques  : 

I.  Deux  lignes  arithmétiques  de  même  pas  se  con- 
fondent ou  n'ont  aucune  case  commune. 

Cela  est  évident,  puisque  dans  chaque  rangée  la  difle- 
t%ncc  des  numéros  d'ordre  des  cases  occupées  par  la 
première  et  la  seconde  ligne  arithmétique  demeure  con- 
grue à  un  même  nombre,  jwur  le  module  n. 

On  dit  que  deux  lignes  de  même  pas  ont  la  même 
direction. 

Les  «*  cases  d'un  échiquier  de  cûté  n  peuvent  être 
réparties  entre  n  lignes  arithmétiques  de  même  direction. 


(  '53) 

Si  dans  chaque  ligne  on  porte  un  même  nombre  dans 
toutes  les  cases»  on  obtient  un  ahaque  magique. 

Ce  mode  de  répartition  trouve  son  emploi  dans  la 
théorie  des  carres  magiques,  diaboliques  et  cabalistiques. 

II.  Deux  lignes  arithmétiques  de  peu  différents, 
aeta[y 

c,     c -f- a,       cH-aa,      .,.,     c-f-(/i  —  i)a, 
c\     c'-^a',    c'-haa',     ...,     c'-+-(/i  —  i)a' 

ont  une  case  commune  et  une  seule,  lorsque  la  diffé- 
rence de  leurs  pas  (a  —  «  ),  est  un  nombre  premier 
avec  le  côté  n  de  r échiquier. 

Dans  les  rangées  successives 

les  JiOërences  entre  les  numéros  d'ordre  des  deux  cases 
occupées  par  les  deux  lignes  arilhméliqucs  sont  respec- 
tivement égales  aux  résidus,  par  rapport  au  module  /i, 
des/i  termes  de  la  progression  arithmétique 

(c  — c'),     (c-'c')'h(a'-a'\ 
(c  —  c')'^i{a  —  a'),     ...,     (c  H-c')-+-(/i  —  i)(a  —  a'), 

dont  la  raison  est  un  nombre  premier  avec  /i. 

Et  l'on  sait  que  parmi  ces  résidus  il  y  en  a  un,  et  un 
seul,  égal  à  zéro.  La  propriété  se  trouve  démontrée. 

Les  colonnes  sont  des  lignes  arithmétiques  de  pas 
zéro.  Les  rangées,  qui  deviennent  des  colonnes  quand 
on  change  le  point  de  vue  sont  aussi  des  lignes  arithmé- 
tiques. 

On  voit  immédiatement  que,  sur  un  échiquier  de 
côté  /i,  le  nombre  des  directions  différentes  est  égal 


(  «^'4  ) 

111.  Sur  un  échiquier  dont  le  côté  est  un  nombre 
premier  n^  par  deux  cases  quelconques  passe  une  ligne 
arithmétique  et  une  seule. 

Sur  cet  échiquier,  la  diflerence  des  pas  de  deux 
lignes  ariLlimétiques  est  un  d ombre  premier  ave»;  le 
côté,  et,  par  conséquent,  deux  lignes  {arithmétiques 
de  pas  différents  ne  peuvent  avoir  deux  ca..v*s  com- 
niup.vS. 

ÎJ^autre  part,  par  la  pienilr  re  case  on  peut  mener 
(/i  +  i)  lignes  aiiilimétiques,  une  ligne  horizontale  ou 
verticale,  et  n  autres  qui  passent  successivement  par 
les  n  cases  de  la  ravigée  ou  de  la  colonne  dans  laquelle 
se  trouve  la  seconde  case  ;  autrement  ces  deux  lignes 
arithmétiques  de  pas  différents  auraient  deux  cases  com- 
munes. 

Donc,  par  la  première  case  on  peut  mener  une  ligne 
arithmétique  et  une  seule  qui  passe  par  la  seconde. 

Sur  le  plan,  par  deux  points  passe  une  ligne  droite  et 
une  seule,  et  par  un  point  pris  en  dehors  d''.ine  ligne 
droite  on  peut  mener  une  ligne  droite,  et  une  seule,  qui 
ne  la  rencontre  pas. 

Pareillement,  sur  l'échiquier  de  côté  premier,  par 
deux  cases  passe  une  ligne  arithmétique  et  une  seule,  et 
par  une  case  prise  en  dehors  d'une  ligne  arithmétique 
on  peut  mener  une  ligue  arithmétique  et  une  seule  qui 
ne  la  rencontre  pas,  la  ligne  de  même  pas. 

Sur  Téchiquier  de  côté  premier  /i,  écrivons  les  {n  —  i) 
premiers  nombres  entiers  dans  les  (ra  —  i)  premières 
cases  de  la  première  rangée,  en  suivant  Tordre  naturel , 
puis  portons  le  nombre  i  dans  les  cases  de  la  ligne 
arithmétique  de  pas  i  menée  par  la  case  i ,  le  nombre  s 
dans  les  cases  de  la  ligne  de  pas  a  menée  par  la  case  2, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'au  nombre  {n  —  i),  qui  sera  mis 


(  l«  ) 

(iaus  les  casos  ilv  la  ligue  de  pas  (ii  —  i  )  menée  par  la 

TuuiL-s  ces  lignes  arithmétiques  aboutissent  à  la  case 
commune  à  la  dt^rnière  colonne  et  A  la  deniièi'c  rangée  ; 
les  auires  cases  de  ces  dernières  lignes  sont  vides. 

Supprimons  ces  deux  lignes,  il  resie  un  éeliiquier  <le 
coté  (n  —  i)  cnnlenant  un  nombie  dans  chaque  case. 

Dans  cet  abaque,  le  produit  du  nombre  d'une  ciise 
i/aelconçue  par  te  nombre  de  sa  rangée  a  pour  résidu, 
par  rapport  au  module  n,  le  nombre  de  sa  colonne. 

Ce  mode  de  répaiiiiioii  eu  lignes  aiiUiiiiéliques  con- 
courantes trouve  son  emploi  dans  la  ibéorie  des  nombres 
premiers. 

Formons  l'abaque  avec  des  cases  noires  et  blanches, 
de  telle  sorte  que  les  cases  noires  renferment  les  résidus 

Fig.  j. 


tjuadra tiques  pour  le  module  n,  et  les  eascs  blanclics  les 
résidus  non  quadratiques. 

La  disposition  des  cases  noires  et  bUucbes  dans 
celle  mosaïque,  que  j'a|ipellerai  èchi<juier  i/uadral.ù/ue, 
révèle  les  proiiriétés  principales  des  résidus  quadra- 
tLi|ues. 


(  «56) 
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GIIRIOSITÉ  NATHÉNATIOVE; 

Par  m.  g.  TARRY. 


Dans  Vun  quelconque  de  ces  deux  abaques,  multi- 
plions par  i5  le  nombre  de  chaque  case,  puis  ajoutons 
à  ce  produit  le  nombre  de  la  case  correspondante  de 
Tautre  abaque,  augmenté  de  Tunité. 


Fig.  I. 


Fig.  a. 
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Nous  obtiendrons  un  carré  diabolique  de  côté  i5, 
formé  avec  les  i5^  premiers  nombres  entiers. 

On  remarquera  que  le  même  rectangle  sert  de  géné- 
rateur dans  les  deux  abaques. 

Cette  solution  est  un  cas  particulier  de  mes  méthodes 
générales  de  construction  des  carrés  diaboliques  impairs 
de  côté  3/1. 


(  '3;  ) 
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IÉI09[STRATION  NOUVELLE  M  LA  RÈGLE  DE  CONVERGENCE 

DE  GAUSS ; 

Par  m.  GODEFROY, 
Bibliothécaire  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Marseille. 


La  règle  de  convergence  de  Gauss  peut  s'énoncer  : 

Si  dans  une  série  positi%fe  le  rapport  d'un  terme  au 
précédent  est  de  la  forme 

tt«+i  ^  nP'\-  anP-^  -+-  ai  n/»-*  -4- . . . -+-  ap^t 
Un    ^  nP-h  bnP-^ -h  biiiP-* -t-..  .-^  bp^i 

les  termes  décroissent  constamment  à  partir  d'un  cer- 
tain  rang  et  tendent  vers  zéro  pour  h  —  a^o,  ils 
finissent  par  augmenter  indéfiniment  pour  b  —  a  <  o, 
el  ont  une  limite  non  nulle  pour  h  —  a  =:  o  ;  la  série 
est  convergente  quand  on  a  b  —  a  >  i  ;  dans  tous  les 
autres  cas  elle  est  div^ergente. 

m 

Si  Ton  pose 

Un 
^  -  =  I  -H  «« 


a 


a-^X 


clqueron  remplace  — ^  par  sa  valeur,  ou  trouve  pour 

»2ji  une  fraction  rationnelle  dont  les  deux  termes  sont 
de  degré  p;  en  cQecluant  la  division  et  limitant  le  quo- 
tient à  son  premier  terme  b  —  a,  l'expression  nv.^  peut 
donc  se  mettre  sous  la  forme 

nan=^  o  —  a-\ —  9{/0; 

A  désignant  une  constante  et  ^{n)  une  fraction  dont  la 
limiU;  est  Tunité  ou  zéro  pour  n  =  oc. 


(  '58  ) 

I.  Soit  d'abord  &-t-a>>o,  le  nombre  a»  ûnissauL 
par  devenir  positif,  les  termes  vont  en  décroissant  à 
partir  d'un  certain  rang;  d'autre  part,  k  étant  un 
nombre  compris  entre  zéro  et  A  —  a  pour  une  valeur 
de  n  suffisamment  grande  m,  on  aura 

-  -  —  >  IH , 

Wm-4-l   ^                   ^*                  ^n-\  ^                   «■ 
>  I  H •  •  •   >  I  H » 

d'où 

W/i        \         'n  /  \         m  -h  1/       \        n  —  \l 
et,  à  plus  forte  raison, 

U„i  ,  /   I  I  1       \ 

tt,i  \/«        m  -^  I  /i  —  1/ 

m  restant  fixe,  le  second  membre  de  cette  inégalité  croit 
au  delà  de  toute  limite,  lorsque  n  augmente  indéfini- 
ment; par  suite,  m,,  tend  vers  zéro. 

II.  Soit  maintenant   h — fl<^o,   la  série  de   terme 

général  —  se  irouve  dans  les  mêmes  conditions  cjue  la 

série  de  ternie  général  M/^  dans  l'hypothèse  précédente, 
ses  termes  à  partir  d'un  certain  rang,  vont  donc  en  dé- 
croissant et  tendent  vers  zéro  ;  par  suite,  ceux  de  la  série 
considérée  finissent  par  augmenter  indéfiniment. 

III.  Soit  enfin  h  —  «=  o,  on  trouve  alors  que  /i'a« 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

X  désignant  encore  une  constante  et  ç(«)  une  fraction 
dont  la  limite  est  Tunité  ou  zéro  pour  n  =  30.  Si  l'on 


(   '"xj  ) 

î 

I      suppose  &i  —  A}  <C  0}  '®  nombre  %n  finissant  par  devenir 

i      négatif,  les  termes  vont  en  croissant  à  partir  d'un  car- 

uin  ranç;  d'autre  part,  k  étant  un  nombre  supérieur 

à  ai  —  &,  pour  une  valeur  de  n  suffisamment  grande  m, 

on  aura 

W//I     ^  k 

>  I » 

;  ■  ■  J>  I  —  ■  •  •  • j>  I  —  ■  ■  f 

Um^t  (rn-hi)*  Un  {n—i)* 

il'où,  comme  on  peut  supposer  m  supérieur  à  A, 

et  à  plus  forte  raison 

"'«  ^      /  r  '  »  '  I 

—  >I  — A      — r  -t-  ■: rH-...H -    ,--f-...l; 

««  L'"*       (//n-i)«  1«  — I)*  J 

or,  la  série  de  terme  général  -^  étant  convergente,  on 

peut  toujours  prendre  m  assez  grand  pour  que  le  coef- 
ficient de  A'  soit  inférieur  à  un  nombre  positif  déter- 
miné 7  plus  petit  que  t;  on  a  dès  lors 

W/i<;. 7—» 

I  —  k^ 

m  restant  fixe^  Un  reste  toujours  inférieur  à  un  nombre 
déterminé  et  fini,  lorsque  n  augmente  indéfiniment; 
comme  il  croit  constamment,  îl  a  donc  une  limite  infé- 
rieure ou  au  plus  égale  à  ce  nombre  et,  par  suite,  non 
nulle.  Il  en  est  de  même  si  Ton  suppose  i|  —  ai  >  o, 

car,  en  considérant  la  série  de  terme  général  — *  ses 

termes,    d'après   ce    qu'il    vient    d'ctre   dit,    croissent 


(   '6o) 
à  partir  d^un  certain  rang  et  tendent  vers  une  liinile 
non  nulle,  ceux  de  la  série  considérée  finissent  doue 
par  décroître  constammeut  et  tendent  aussi  vers  une 
limite  non  nulle. 

Il  résulte  de  ce  qui  précède  que  le  seul  cas  où  la  série 
puisse  être  convergente  est  celui  où  Ton  a  b  —  a>  o\ 
si  l'on  applique  alors  la  règle  de  Raabe,  comme  la  limite 
de  ncL,,  pour  /i  =  ao  est  égale  k  b  —  a,  on  en  conclut 
que  la  série  est  convergente  pour  b  —  û  >  i  et  diver- 
gente pour  b  —  a  <  «  ;  elle  est  encore  divergente  pour 
b — a  =  i^  en  eflet,  dans  ce  cas,  en  désignant  par 
I  +  ^/i  le  produit  n%n^  la  limite  de  n  ^n  est  égale  à  X  ou 
à  zéro.  La  série  n'est  donc  convergente  que  si  Ton 
ai  —  rt  >  1 . 
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[R7b?] 

SUR  LB  MOUVBVENT  DON  POINT  SOLLICITÉ 
PAR  UNR  FORCE  CENTRALE  CONSTANTE; 

Par  m.  LECORNU. 


Je  considère  un  point  uialériel  M,  de  niasse  m  ;  attiré 
par  nne  force  constante  m  F  émanée  d'un  point  fixe. 
Prenant  celui-ci  comme  origine,  j'appelle  r  et  0  les 
coordonnées  polaires  du  point  M.  Soit  v  la  vitesse  de  M 
et  soit  ^  la  distance  de  l'origine  â  la  tangente  à  la  tra- 
jectoire. Le  théorème  des  aires  donne  immédiatement 

pv  =  Ci, 

Cf  désignant  une  constante.  Le  théorème  des  forces 
vives  donne  de  son  côté 

Cj  étant  une  antre  constante.  En  éliminant  ^  et  posant 

2F  ^'  2F  ^ 

oti  obtient  la  relation 

(i)  p*(h  —  r)  =  k^. 

D'ailleurs,  si  a  est  Tangle  de  la  tangente  avec  le  raj^on 
vecteur,  on  a 


^  =  rsina         et         tanga  = 


dr 


Ou  déduit  de  la  r.ér|iiation  diilérentielle  de  la  trajec- 
loire 


2)  d(i 


_  dr      /  A:» 

/•   V     f'Hh  —  r)—  /v 
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L'équation  H  (A  —  r)  —  A*'  =  o  a  toujours  une  racine 
négative,  que  nous  appellerons  — R.  Les  deux  aulres 
racines  sont  réelles  et  positives  si  4^^'  —  27A'*>>o.  Je 
dis  que  cette  condition  est  toujours  remplie.  Comme  h 

est  égal  a ^ —  et  A'  égal  à  ^— p->  comme,  de  plus, 

p  est  toujours  inférieur  à  r,  il  sufGt  de  vérifier  Tiné- 

gai  i  té 

(i^*-»-  -iFr)»— 27F«p*r*>  o. 

Or,  si  Ton  pose 

p«=XFr, 

le  premier  membre  devient 

FaH(X-i)«(XH-8), 

quantité  manirestemeiit  positive  pour  toute  valeur  posi- 
tive deX(*).  Soient  r^,  r,  les  deux  racines  positives. 
Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  /'o  soit  inférieur 
à  /'i.  L'équation  (2)  devient 


(3)  rfe 


=  ^1/ ^ 

''    V    (f'i^  r){r  —  i 


ro){r-^R) 
avec  les  relations 

ro-^ri  /'o  -h  f'i 

On  voit  sans  peine  que  r^  et  i^  sont  tous  les  deux  infé- 
rieurs à  A  et  que,  si  l'on  trace  les  circonférences  Fo  et 
Tt  de  rayons  r©  et  ri,  la  trajectoire  est  tout  entière 
comprise  entre  ces  deux  circonférences. 

Le  rayon  de  courbure  est  donné  immédiatement  par 


(^)  Dans  le  cas  particulier  où  a  =1,  c'est-à-dire  si   v-=  Fr.  K* 
mouvement  est  circulaire  et  uniforjTio. 
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la  formule  connue 


r  dr 

.0  = 


On  trouve  ainsi 


.,  p=-(^) 


G)inme  r  reste  toujours  inférieur  à  A,  le  rayon  de 
courbiire  est  partout  fini  et  dillerent  de  zéro.  On  en 
déduit  la  forme  de  la  trajectoire  :  c'est  une  courbe,  assez 
semblable  à  l'herpolbodie,  composée  d'une  suite  d'arcs 
identiques,  sans  inflexion,  allant  alternativement  tou- 
cher les  circonférences  Fq  et  F,. 

Si  Ton  suppose  que  le  centre  d^attraction  se  trouve 
rejeté  à  Finfini,  le  mouvement  devient,  à  la  limite,  pa- 
rabolique. Dans  cette  transformation,  la  circonférence  F« 
devient  la  tangente  au  sommet  de  la  parabole;  la  circon- 
férence concentrique  de  rayon  h  devient  la  directrice. 
On  a  donc,  en  appelant  q  le  paramètre  de  la  parabole 

liin(A  — r,)  =  liin(ro— R)=  ^• 

MaisR=-^:^^^:i-.  Donc 

lim-^l-  =  2. 

To  -h  Ti  2 

•  Ceci  montre  que  /*«  devient  infini  du  même  ordre  que  ^/r, 

A:'  !•     •      <7 

«que  -j  a  pour  limite  3-. 

On  sait  que,  dans  la  parabole,  si  a  est  Fangle  de  la 
tangente  avec  l'axe,  et  p  le  rayon  de  courbure,  on  a 

p  sin'a  =  q, 

Dans  le  cas  de  notre  trajectoire  générale,  on  a 

r*(A  —  r)sin*a  =  A', 
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d'où,  en  appliquant  la  fornuile  (4)  : 

psin'a  =  — T-« 

Par  conséquent,  le  produit  psi  n'a  itarie  en  raison 
inxferse  du  carré  de  la  dislance  au  centre. 

On  sait  aussi  que,  dans  la  parabole,  si  x  est  la  dislance 
d'un  point  à  la  directrice,  on  a 

T  sin'a  =  -  • 

Ici,  pour  avoir  la  formule  correspondante,  il  faut  poser 
h  —  r  =:  .r  et  Ton  trouve 

rr  sin'a  =  -r* 

/•* 

Donc  le  produit  xsin^a  varie  également  en  raison 
inverse  de  r^. 

Une  troisième  formule,  qui  se  déduit  des  précédentes, 
est 

^  ~  sina 

Le  rapport  -, —  est  évidemment  la  longueur  de  la 

partie  de  normale  comprise  entre  la  courbe  et  la  tangente 
menée  à  la  circonférence  de  rayon  A,  par  le  point  où 
cette  circonférence  rencontre  le  prolongement  du  rayon 
vecteur  r.  Nous  avons  ainsi  la  généralisation  de  cette 
propriété  connue  :  le  rayon  de  courbure  de  la  parabole 
est  double  de  la  normale  limitée  k  la  directrice. 

L'équation  différentielle  (3)  de  la  trajectoire  conduit 
à  une  intégrale  elliptique  de  troisième  espèce.  Il  faudrait 
donc,  pour  faire  une  étude  approfondie  de  la  courbe, 
avoir  recours  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  Sans 
entrer  dans  cette  voie,  nous  allons  maintenant  recher- 
cher s^'l  ne  serait  pas  possible  d'obtenir  un  mode  Ait 
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génération  analogue  à  celui  qui  pcniicl  de  déduire  l'her- 
polhodie,  courbe  transcendante,  de  la  polhodie,  courbe 
algébrique. 
Si  Ax^  4- By^-h  C  2-  =  I  est  Téqualion  de  reliipsoïde 

roulant  sur   un   plan  fixe  situé  à   la   distance  --=  du 

centre,  le  mouvement  du  pôle  de  Poinsoi  sur  Therpol- 
hodie  est  défini  par  les  deux  équations 

Dans  ces  équations,  on  a  posé 
(B-D)(G      D)  , 

[i  est  une  constante  ;  p  et  y  sont  les  coordonnées  polaires 
(lu  point  mobile.  Si  l'on  suppose  A  <  B  <!  C,  b  est  tou- 
jours positif;  a  est  positif  et  c  négatif,  ou  inversement, 
suivant  que  B  est  inférieur  ou  supérieur  à  D. 
Posons 

ou 

p*  --7-  =  -  -  jx  /      ahc  D. 

Par  Télimination  de  t^  il  vient 

r.  j  d?  \J—ahc 

?    /--(p»    -a)(p»-'6)(p*-c) 

Faisons  maintenant  la  substitution   p-  =  r,  et  nous 

avons 

,              dr                     J —  abc 
7.d\ù  ~ — =— • 

''    \l  —  {r  —  a)^r  —  h)i^r  —  c) 
En  comparant  avec  Téquation  (3),  on  reconnaît  que 
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ridcntificalion  a  lieu  si  l'on  prend  6  =  —  20)  el 

a  =  To,  6  =  Ti,        c= — R        pourD>B, 

ou  bien 

«= — R,         fc  =  Ti,         c  =  To  pour  D  <  B. 

Comme  nous  devons  avoir 1 =  r^ ,  il  en  i*ésulle, 

/•i        7-0        R 

en  vertu  des  valeurs  (5)  la  relation 

1        1        I  _  I 
A  "^  B  "^  C  ~  S  ' 

Cette  relation  exprime  que  le  carré  de  la  distance  du 
plan  fixe  au  centre  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des 
axes  de  Tellipsoïde,  ce  qui  détermine  complètement  la 
polhodie  et  rherpolliodie. 

Pour  réaliser  la  transformation  ^  =  a^  -|-  (o,  il  sufGt 
de  supposer  que  le  point  décrivant  l'herpolhodie  est,  à 
chaque  instant,  projeté  sur  un  plan  horizontal  qui  tourne 
autour  de  la  verticale  du  centre  avec  la  vitesse  angu- 
laire [X  (^  )•  On  peut  imaginer  que  ce  plan  soit  situé  au- 
dessus  du  centre  de  rellipsoïde  à  la  distance  -- •  Alors 

l'ellipsoïde  lui  est  constamment  tangent  au  point  P' dia- 
métralement opposé  au  pôle  P  de  Poinsot,  et  la  trajectoire 
de  P'  sur  le  plan  tournant  vérifie  l'équation  (6).  Remar- 
quons que,  dans  V lier polhodo graphe  de  MM.  Darboux 
et  Kœnigs,  on  produit  déjà  la  rotation  constante,  avec 
la  vitesse  angulaire  [x,  autour  de  la  verticale  du  centre, 
et  que,  par  suite,  il  suffirait  de  relier  invariablement  au 


(  *  )  Le  mouvement  obtenu  en  projetant  ainsi  le  point  de  contact 
de  rellipsoïde  sur  un  plan  tournant  avec  la  vitesse  pi  est,  par  rapport 
à  ce  plan,  le  mouvement  d'un  point  matériel  sollicité  par  une  force 
centrale  ayant  une  expression  de  la  forme  ap  -+-  Pp^  {voir  Darboux, 
Mécanique  de  Despeyrous,  Noie  XVII). 
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sysièoie  tournant  le  plan  horizontal  tangent  supérieur 
i-cinent  â  rellipsoïde  pour  obtenir  la  génération  méca- 
nique de  la  courbe  (6).  Il  reste  ensuite  à  faire  subir  à 
cette  courbe  la  transformation  p^c_ir,  2to  =  —  0.  Si  l'on 

pose 

Z  =  p«'«,        z  =  re-^. 

cette  transformation,  qui  n'altère  pas  Tangle  de  la  tan- 
gente avec  le  rayon  vecteur,  revient  à  établir  la  corres- 
pondance Zi^=z,  Il  est  aisé  d'imaginer  un  appareil 
propre  k  réaliser  cinématiquenient  cette  correspondance. 

Au  lieu  d'un  ellipsoïde,  on  peut  prendre  comme  sur- 
face roulante  un  cône,  et  le  mode  de  génération  se  trouve 
alors  simpliGé. 

Considérons,  en  efl'et,  le  cône 

aa:*-f-  A^*h-  cz^—  o 

et  la  quartique  gauche,  intersection  de  ce  cône  avec  Tel- 

lipsoïde 

a*  x^  •+■  b^y^  -h  c*  ^*  =  —  abc 

(celle  quartique  peut  être  regardée  comme  la  limite 
d'une  polhodie  tracée  sur  un  liyperboloïde  qui  dégénère 
eu  cône). 

Si  le  cône  roule  sur  l'un  de  ses  plans  tangents,  la 
quartique  roule  sur  une  courbe  dont  l'équation  diiFé- 
renlielle  est  précisément  l'équation  (6).  On  voit  qu'ici 
il  n'y  a  plus  à  faire  intervenir  de  rotation. 

Pour  vériiuT  ce  résultat,  il  suffit  de  partir  des  équa- 
lions 

dans  lesquelles 

^=^ ^^(^-^> _,      a  = 

bc{b-~c    -f-c«(r  —  a)-^ab{a  —  b)  ^      *'*' 


•    •    ■  • 
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Ces  équalions  éi|uivalcnl  à  celles  de  la  quarlique. 
Si  Ton  calcule  ds  en  fonction  de  p  et  de  rfp  par  la  for- 
mule 

ds'^  =  dx^  -h  djr*  -h  dz*, 

et  si  Ton  tient  compte  de  la  relation 

ds^=  c/p*-+-  p^doi^f 

on  retrouve  Téquation  (6). 

Le  problème  qui  nous  occupe  est  évidemment  un  cas 
limite  de  celui  du  mouvement  d'un  point  pesant  sur  un 
cône  de  révolution  à  axe  vertical  *,  il  su  (Kit,  pour  passer 
du  cône  au  plan,  d'imaginer  que  le  cône  s'aplatit  indé- 
finiment en  même  temps  que  Tintensité  de  la  pesanteur 
augmente  de  manière  à  conserver  pour  la  composante 
tangentielle  une  grandeur  finie.  Le  mouvement  conique 
peut  d'ailleurs  être  étudié  à  peu  près  comme  le  mouve- 
ment plan  j  Téquation  difFérentielle  (2)  delà  trajectoire 
demeure  applicable  en  considérant  0  comme  l'angle  du 
plan  méridien  mobile  avec  un  plan  fixe,  et  r  comme  la 
distance  du  point  mobile  au  sommet.  Si  Ton  veut  que 
d^  soit  l'angle  de  deux  génératrices  consécutives,  il  faut 
écrire 

sinirfO  =  — 4/  -—- y~ 

r  y    r*(/i  —  r)  —  A* 

(i  désignant  l'angle  des  génératrices  avec  Taxe). 

On  construirait  cette  trajectoire  en  faisant  subir  à  la 
trajectoire  plane  qui  correspond  aux  mômes  valeurs  de  h 
et  k  la  transformation  qui  consiste  à  changer  Q  en  Qsini, 
puis  en  enroulant  le  plan  sur  la  surface  du  cône. 

Nous  avons  jusqu'ici  supposé  qu'il  s'agissait  d'une 
force  attractive.  Examinons  rapidement  le  cas  d'un 
mouvement  plan  dû  ri  une  force  répulsive,  centrale  et 
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constairte.  Il  est  aisé  de  voir  que  l'équation  ditlérenlielle 
Je  la  trajectoire  est 


fm 


La  constante  k  est  toujours  positive.  La  constante  k 
peut  être  positive,  nulle  ou  négative,  mais  la  somme 
A  H- r  demeure  toujours  positive.  L'équation 

/'»(A  ■+-  /•)  —  X'—  o 

aune,  et  une  seule,  racine  positive  /'o-  Si  l'on  construit 
la  circonférence  de  rayon  Tq,  la  trajectoire  est  tangente 
extérieurement  à  cette  circonférence  et  présente  à  peu 
près  Taspect  d'une  branche  d'hyperbole. 

Les  propositions,  que  nous  avons  énoncées  comme 
généralisation  de  celles  de  la  parabole,  subsistent  sans 
grande  modification. 

Observons  seulement  que,  dans  le  cas  particulier  où 
la  constante  h  est  nulle,  la  circonférence  directrice,  de 
rayon  A,  se  trouve  réduite  à  un  poini.  On  a  alors 

r  sin^a  =  X:'         et         psina  =  ?./•. 

Cette  dernière  égalité  montre  que  le  rayon  de  cour- 
bure est  double  de  la  normale,  limitée  à  la  perpendi- 
culaire menée  par  l'origine  sur  le  rayon  vecteur. 

Si  Ton  cherche  à  décrire  la  trajectoire,  comme  pour 
lecasdcla  force  attractive,  en  faisant  rouler  une  surface 
du  second  degré  sur  un  plan,  on  est  conduit  h  des  ré- 
sultats imaginaires. 
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[K2a] 

SUR  UN  THKORÈMB  COKNU  ; 

Par  m.  Giacomo  CANDIDO,  à  Pise 


Le  but  de  ce  petit  article  est  de  remarquer  comment, 
par  une  très  simple  généralisation  du  théorème  suivant, 
s'obtiennent  quelques  autres  propositions  d'une  certaine 
importance  :  Par  le  sommet  A.  d'un  triangle  ABC  on 
mène  les  perpendiculaires  aux  côtés  AB,  AG,  qui 
coupent  en  D  et  en  K  le  cercle  circonscrit  au  triangle. 
Démontrer  que  le  quadrilatère  ADBE  {ou  ADCE)  est 
équivalent  au  triangle  ABC  {IVouuelles  jinnales,  i884» 
p.  494)  (A). 

Considérons  le  triangle  ABC,  son  cercle  circonscrit 
et  les  droites  AY,  BY,  CY,  conjuguées  isogonales  de  trois 


droites  quelconques  AX,  BX,  CX  par  rapport  aux  trois 
angles  ABC,  lesquelles  coupent  le  cercle  circonscrit  res- 
pectivement eu  A»,  Aj  ;  B,,  Bâ*,  CijCa.  On  a  alors 

CiAG;  =  7r-Y— 2O,         CG,A=7r-p,         AC,C  =  p, 

BGA  =  Y-h-iO         (0  =  ^Ci=<^CkJ 

(on  observera  que  les  AX,  \Y  ont  été  prises  internes  aux 


(  •?•  ) 

angles,  mais  il  va  sans  dire  que  ce  serait  la  même  chose 
si  AX,  AY  étaient  externes).  De  ce  qui  précède, 

(î^  =  2(P  -6),        doCi  =  2(a  -  0), 

AOCi  =  26,        AOC,  =  2(  Y  -h  e  ). 
D'après  ces  formules,  on  a  évidemment 

,  .       I  aire  CGi  ACj=  —  rsin20  +  sin2(a  —  0) 
(\)      ■  *  a  *■  ^  ^ 

(  -H  sin2(p  —  6)H-sin2(Y-»-6)]. 

Observons  d'abord  que  la  valeur  de  (i)  ne  s'altère 
pas  en  changeant  a  avec  ^,  et,  par  suite,  les  équivalences 
suivantes  ont  lieu  en  même  temps  : 

aire  CCi ACt^  CCi  BC,  =  Qi, 
aire  AAi  GA^  ^  A  Ai  BAj  =  Qs, 
aire  BBi  CB,  »  BB,  AA,  =  Q,. 
Écrivons 

—  [sin26-h  sin2(x—  6)-f-  sin2(p  —  6)-h  sin2(Y  +  0)] 

=  2R'  sina  sin  ^  sinY; 

on  voit  d'abord  que  celle  équation  est  vériGée  par 

ce  qui  démontre  le  théorème  (A).  On  observe  que  la 
même  chose  peut  se  démontrer  pour  Qa  et  Q3,  et,  par 
conséquent  :  Si  les  isogonalUés  en  A,  e/i  B  e£  e/i  G  sont 

respectivement  7  —  a, p,  ; y,  on  a 

A  A  £à 

Q.=  Qt=Qi=s. 

Remarques  m  —  I.  On  voit  facilement  que  la  condition 
uisogonaliié  indiquée  dans  ce  théorème  conduit  à  la 
réduclion  des  points  A|,  A2,  B|,  B2,  C»,  Cu,  à  trois  scu- 


(  '72  ) 
lemeiit,  qui,  avec  les  Irois  somuiels  du  triangle,  nous 
donnent  un  hexagone  inscrit  qui  a  quelques  propriétés 
reiiiarquabics.  Par  exemple  :  Les  angles  et  les  côtés  de 
cet  hexagone  sont  respectivement  égaux  entre  eux. 
Cet  hexagone  est  équivalent  au  double  du  triangle 
fondamental. 

II.  En  posant  A|  Aa  =  /«,  B|  83  =^  lb^  C»  Co^  4-  il 
existe  une  isogonalité particulière  pour  laquelle,  parmi 
les  rectangles  alay  bit,,  de,  ilj  en  a  un  équivalent  à  la 
somnte  des  deux  autres.  Les  droites  conjuguées  îsogo- 
nales  AA|,  AAo,  . . .  sont  en  ce  cas  les  hauteurs  et  les 
droites  qui  joignent  les  sommets  du  triangle  au  centre 
du  cercle  circonscrit. 

Ces  deux  remarques  seront  vérifiées  aisément  par  le 
lecteur. 

Rappelons  maintenant  le  théorème  suivant  :  Si  de 
deux  points  X  et  Y  de  deux  droites  conjuguées  isogo- 
nales  par  rapport  à  un  angle  BAC  on  abaisse  des  per- 
pendiculaires XM,  YN,  XP,  Y'^Q  sur  les  côtés,  MP  est 
perpendiculaire  à  A  Y  etfiQà  AX. 

Considérons  alors  les  droites  de  Wallace  (ou  de  Sim- 
son)  des  points  A|  et  A2,  et,  par  le  théorème  précédent, 
on  voit  facilement  que  l'angle  qu'elles  font  entre  elles 
(celui-ci  opposé  à  A)  est  égal  au  —  A  —  2O  ;  d'où  celte 
proposition. 

Pour  que  les  deux  droites  de  Jf^allace  des  points  Ai 
et  Ao  soient  rectangulaires  entre   elles  y  il  faut  que 

l  isogonalité  soit  6^-^  -( '  ^r 

D'ailleurs,  pour  celte  condition  d'isogonalité,  on  a 


•k 


2O+   A    r-    /, 
1 


(  »73  ) 
et  ceci  nous  conduit  à  la  proposition  de  M.  Goflart 
[Nouvelles  Annales,  1884?  p.  ^97)  ;  Les  droites  de 
Sinison  relatives  à  deux  points  diamétralement  opposés 
du  cercle  circonscrit  à  un  triangle  donné  sont  rectan* 
gulai/es  entre  elles. 


[C2h] 

SUR  LB  SECOND  THÉORÈME  DE  LA  MOYENNE; 

Par  m.  TIKH0MA\DRITZKY. 


On  démoiilrc  le  second  lliéorèine  de  la  inoyeuiie, 
appartenant  à  M.  Bonnet,  iiidépendaniment  du  premier 
[voir  les  Cours  de  M.  Jordan  et  de  M.  Demartres); 
cependant,  dans  le  cas  où  le  facteur  de  la  fonction  à 
intégrer,  lequel  varie  dans  le  même  sens  entre  les  li- 
mites de  Tintégrale,  admet  une  dérivée,  le  second  théo- 
rème de  la  moyenne  n'est  qu'un  simple  corollaire  du 
premier.  Comme  je  ne  sais  pas  si  cette  remarque  a  été 
iaile  avant  moi,  je  vais  le  montrer  ici. 

Soit  donnée  l'intégrale 


il) 


1=  y     /{x)t^{x)dx, 


J{x)  variant  dans  le  même  sens  lorsque  x  croit  de  Xq 
àX  et  admettant  une  dérivée  /\x).  En  intégrant  par 
parties,  on  aura 

r  /*X  -JX  ^X       ^.r 


\/(^)  f    o{x)dj;\     -  f      f    '^(T)cix/'(x)dx, 


OU 


V  ^  X      ^  » 


i)      \:=f{\)Ç    '^(.,:)dx-f      I       ^(.v)dxf'{x)dx. 


*-    In  '^  JTt,        •    J* 


(  -74) 

Mais,  f'{x)  conservant  son  signe  entre  les  limites  de 
l*intégrale,  car  /{x)  varie  toujours  dans  le  même  sens 
d'après  notre  supposition,  on  aura,  par  le  premier  théo- 
rème de  la  moyenne, 


(  4  )       f      Ç    ^{x)  dxf\x)  dx=  f    ^{x)dx[/(X)  — /(ar„)] , 


^  désignant  une  quantité  comprise  entre  Xq  et  X, 
(5)  Xo<^<X. 


En  portant  la  valeur  (4)  de  Tintégrale  dans  l'équa- 
tion (3),  on  aura  [en  remplaçant  de  plus  I  par  sa  va- 
leur (i)] 


.X 


/     f(x)o(x)dx 
/      =/(X)/     <f{x)dx-[f(X)-/(xo)]f   <p(x)dr. 

En  ouvrant  les  parenthèses,  on  réduit  de  suite  cette 
formule  à  la  forme  de  Weierstrass  (suivant  M.  De- 
martres), 

(7)       I     /(x)^(3;)dx=f(xo)  I     ^(x)dx-i-/{X)  I      ^(x)dx, 

et  en  ajoutant  et  en  retranchant  une  même  quantité 
facile  à  voir,  on  la  ramène  à  la  première  forme  de 
M.  Jordan  (p.  90,  t.  II,  i'*  édit.), 

/     f{x)^{x)dx 

(«)    {      '•  .X  .X 

=  fMI      9{^)dx  +  \f{X)-f{xo)]f    ^{x)dx. 

Enfin,   v\\  transposant  à  gauche   le  premier  terme  du 


(   «75  ) 
second  membre  de  la  même  équalion  (6),  et  cii  posant 

(9)  f(x)^/(X)  =  H^\ 

ce  qui  donnera  une  fonction  conservant  son  signe  entre 
les  limites  de  Tiiitégrale,  on  aura  la  formule  de  M.  Bon- 
net (voir  De  martres  ,  !'•  Partie,  p.  109), 

(10)  /     (^(x)^(x)elx  =z^{xq)   I     9(x)dx, 


•«•. 


GBRTIFIGATS  D  ÊTUDRS  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTÉS  DES  SCIENCES. 

SESSION   DE  NOVEMBRE  1898.    -  COMPOSITIONS. 


Lyon. 

Analyse. 

1.  On  considère  les  courbes  C  définies  par  les  cqua^ 

lions 

I  a?  =  cos/  —  ç(  t)  sin/, 

Ml  <  V  =  sin/ -H  <p(/)  cos/, 

\  z=     t    -hcp(0. 

Fortner,  entre  la  variable  t  et  la  fonction  inconnue 
?(')^  l'équation  différentielle  du  second  ordre  E,  la- 
(juelle  exprime  que  la  normale  principale  à  C  est 
parallèle  à  la  droite  D 

X  =  zsintf        y  ■=.  —  ^cos^. 

E  devient  du  troisième  ordre  et  linéaire  quand  on 

pose 


(  »76  ) 
Intégrer  et  montrer  que   les  diverses  courbes  C, 
fournies  par  les  diverses  intégrales,  sont  les  géode- 
sif/ues  d\ine  certaine  surface  ï.  Etudier  S  et  ses  lignes 
de  courbure. 

Si  dans  les  équations  (i)  on  envisage  cp  comme  une 
seconde  variable  indépendante,  on  a  un  hélicoïde  déve- 
loppable  S.  La  génératrice  a  pour  cosinus  directeurs 

.sin£  — cos/  I 

L'arèle  de  rebroussenient  est  Diéliee  H 

a7=cos/,        y  =  s\nty        z  =  t. 

C  est  évidemment  située  sur  S.  La  longueur  de  généra- 
trice comprise  entre  C  et  H  est  —  Çv/'-^*  Cela  fournit  la 
signification  géométrique  des  deux  cordonnées  f  et  o 
d^in  point  sur  S.  La  normale  à  2i  est  parallèle  à  la 
droite  D.  C  sera  géodésique  dès  que  son  plan  oscnlateur 
passera  par  la  normale.  On  a  ainsi  la  condition  [diOe- 
rentiant  le  système  (i)] 


af     x'        sin< 
y    y'    —cosl 


=  Çp(<p  —  2©") -h  2(1  H- <p')  (l-h  2(p')  =  0. 


C'est  Téquation  E  qui  devient,  pour  cp  :^  —  77  et  tout 
calcul  fait, 

De  \i\ 


\ 


'l  =:  a  -\-  O  cns  — r-^=z  > 


/ 


a 


(   O  '^   — -  _-    -h  y/'^  COt 

'  ■  "   '0  i/'i 


V 


/2 


(  '77  ) 
{a)  fournit,  avec  les  deux  paramètres  arbitraires  c  et  fo? 
les  géodésîques  C  de  S. 

Sur  la  développable  S,  les  lignes  de  courbure  sont, 
outre  les  génératrices,  encore  le»  trajectoires  orthogo- 
nales des  généra irices,  c'est-à-dire  les  courbes 

ç  =  const., 
CD  vertu  de  la  signification  géométrique  de  ç). 

II.  On  envisage,  dans  le  plan  de  la  variable  com- 
plexe Zy  l'origine  O  des  coordonnées,  le  cercle  C  de 
rayon  R  et  de  centre  O,  les  deux  points  y,  s  =  i  et 
y',  3  =  —  1  ;  e/ï/î/i  un  contour  K  ainsi  défini  :  deux  arcs 
de  cercle  décrits  autour  de  v  et  y'  comme  centres  auec 
le  rayon  p  et  reliés  par  deux  parallèles  X  et  V  à 
Vaxc  des  x. 

Démontrer  ;  i°  que  la  Jonction 

3/ 


h.^]^ 

(    . 

•     1         ■^' 

V    V'       P 

— ^   V   y 

l     \ly 

Xr   \X/     / 

e5£    uni/orme  dans  le  champ  compris  entre  K  et  C] 
a**  que  la  valeur  de  l'intégrale 


=/î 


prise  le  long  de  C,  est  indépendante  de  R. 


(  «78) 

Calculer  I  et  exprimer  au  moyen  de  I  l'intégrale 
réelle 

^  r^'  dx ^ 


J  = 


prise  de  ^  à  ^  le  long  de  l'axe  des  x. 

On  vérifie  immédiatement  que  :  i^  les  seuls  points  de 
ramification  sont  y  ci^;  a**  l'élément  de  I  est  multiplié 

par  —  I,  i  =  y/ —  î,  quand  z  fait  le  tour  de  y;  3*  les 
résidus  de  I  afférents  à  y  et  y'  sont  nuls. 

Pour  calculer  I^  on  fera  R  =  oo,  ce  qui  réduit  I^  à 

Intégrons,  en  partant  de  y^  et  y  revenant  le  long  du 
contour  K  avec  p  infiniuient  petit;  on  aura 

J(i-f-0=  47=^' 
/— I 


f/-  (7-1-  if»  ~  Yi 


J   =    --^ 1—    =    -T-p-  =  1C  /2. 


MÉCANIQUE. 

I.  Soit  P  un  paraboloïde  de  rév^olution,  dont  V équa- 
tion, en  coordonnées  semi-polaires 

z,        r  =  /x*-+-j*         et        0  =  arclang  — , 

est 

r*  =  ipz. 

Sur  P  5e  meut  sans  frottement  un  point  M,  de 
masse  un,  attiré  vers  le  sommet  de  P  par  une  force 
proportionnelle  à  la  distance. 

Construire  et  discuter  les  projections  sur  xy   des 


(  »79  ) 
trajectoires,  fin  supposant  la  vitesse  initiale  tangente 
au  parallèle  de  départ. 
Cas  oit  le  paramètre  p  augmente  indéfiniment. 

Appliquer  les  ihéorèmes  des  aires  et  des  forces  vives. 
Quand  p  =  oo,  P  se  réduit  à  un  plan;  les  trajectoires 
sont  des  ellipses  ayant  leur  centre  à  Torigine,  ce  qui 
s'aperçoit  a  priori, 

II.  Une  droite  D  roule  sur  une  circonférence  C  avec 
une  vitesse  instantanée  constante  (0| .  C  </e  son  côté 
tourne,  avec  une  vitesse  angulaire  constante  o),  autour 
d^un  de  ses  points  fixes  O.  Construire  les  roulettes  fixe 
et  mobile  qui  interviennent  dans  le  mouvement  absolu 
de  I).  Cas  co  -I-  C0|  =  o. 

Composition  de  deux  rotations.  La  roulette  mobile  est 
une  circonférence  tangente  à  C  en  O.  Le  cas  (o  -i-  (0|  =  o 
fournit  une  translation. 

Marseille. 

Analyse  infinitésimale. 

Épreuve  écrite.  —  i°  Les  lettres  p^  (/^  r^s^t  dési- 
gnant, suii^ant  l* usage,  les  dérii^ées  partielles  de  la 
jonction  z  qui  dépend  des  deux  variables  x  et  y^ 
démontrer  que,  pour  toute  surface  déueloppable,  les 

trois  expressions 

z—px~qy,    p,     q 

sont  fonctions  d'une  seule  d'entre  elles,  et  que  l'on  a 

la  relation 

rt  —  5*  r=  o. 

Démontrer  les  réciproques. 

2°  Quelles  sont  les  surfaces  dont  les  lignes  de  pente 
sont  des  lignes  de  courbure? 
Les  coordonnées  sont  supposées  rectangulaires. 


(  •«"  ) 

2^  Oi)  a  à  la  fois 

dz  =  p  dx  -i-  q  dy  =  o, 

dp      .  _         ^7 
dx  -\- p  dz        dy  ->r  q  dz* 

011  en  déduit  évidemment 

p  dp  -^  q  dq  =^  o. 


D'où 

- 1 


-  -  =  consl. 


v/l  -4-  p^-hq* 

Puisque  p  est  fonction  de  y,  les  surfaces  sont  dévelop- 
pables. 

Ce  sont  donc  les  enveloppes  d'un  plan  mobile  qui  se 
déplace  en  faisant  un  angle  constant  avec  le  plan  hori- 
zontal. 

Epreuve  pratique.  ---  L'équation  différentielle 

d^v         dy       Q 

OU  a.  et  p  sont  des  constantes  dont  la  première  or  est 
positive,  admet  une  intégrale  représentée  par  une  série 
convergente  de  Maclaurin. 

Déterminer  la  loi  des  coefficients  et  étudier  la 
série 


=  ro| 


Par»  p».r' 


(i-l-a)X2        (i-+-a)(3H-a)X2X4 
(H-a)(3-t-a)...(2/i  —  i-i-a)X2X4x...X2n 


■  •  •  I  • 


Pour  étudier  cette  série,  on   forme  le  rapport  d'un 
terme  au  précédent. 


(   '8'  ) 


MÉCANIQUE. 

Épreuve  écrite.  —  Dans  un  plan  vertical  un 
disque  homogène  de  poids  P  peut  tourner  autour  de 
son  centre  O  qui  est  fixe. 

Sur  ce  disque  est  enroulé  un  fil  Jlexible^  inexten- 
sihle  et  sans  masse  dont  les  extrémités  pendent  verti- 
calement de  chaque  côtç  du  disque.  Le  fil  ne  peut  pas 
glisser  sur  le  disque. 

A  V extrémité  A  du  fil  est  attaché  un  poids  P  égal 
au  poids  du  disque,  A  l'autre  extrémité  B  du  fil  est 


c 


nltaché  un  fil  élastique  BC  dont  on  néglige  la  masse, 
ff  dont  la  longueur,  à  l'état  naturel,  est  égale  au 
f'dyon  du  disque.  Ce  fil  élastique  porte  à  son  extré- 
WéC  un  poids  P  égal  au  poids  qui  est  en  A. 

Ce  fil  s^ allonge  proportionnellement  à  sa  tension, 
<^'  il  double  de  longueur  sous  Inaction  d^une  tension 
égale  à  P. 

Trouver  le  mouvement  du  système,  sachant  qu'il 
'' J  a  pas  de  vitesse  initiale  et  qu'au  commencement 
du  mouvement  le  fil  élastique  est  à  l'état  naturel. 

La  longueur  du  fil  non  élastique  est  telle  qu'au  com-- 
^iencement  les  points  A  et  h  sont  sur  une  même  hon- 
^ontale  située  à  une  distance  du  point  O  plus  grande 
(jue  le  diamètre. 

Ann.  de  Hat  fié  ma  t.  y  Z*  série,  t.  XVHI.  (A\ril  iS.jy.) 


12 


(  •8^>-  ) 
SoitMil  : 

M  la  masse  de  chacun  des  poids  et  du  disque  ; 

R  le  rayon  du  disque; 

T  et  T' les  tensions  ; 

X  la  distance  BC; 

0  Tangle  dont  le  disque  tourne  du  côté  du  point  A 

On  a,  au  point  A, 

MRg  =  P-T. 
au  point  i* 

pour  le  disque 


pour  la  longueur  du  fil  élastique 


.  =  r(.  +  I') 


De  ces  quatre  équations,  on  tire  facilement 


.„rf*0  d^x 

dt^  dl^ 


et,  puisque  les  vitesses  initiales  sont  nulles, 


.  „  rfO         dx 

^  R  -î 9.-7-   =  o, 

dt  dt 


d'où,  en  vertu  des  conditions  initiales, 

5Re  — 2^=  — aR; 


ensuite  on  a 


%       d^  r  r R 


(  'S'i  ) 
d  où  facilement 


=  R(,-co.^f|.). 


La  longueur  x  varie  donc  de  R  à  3R. 
On  a  alors 


R9  =  ?r(.-cos^*). 


Le  point  A  commence  donc   par  descendre   (et  le 

4 
5 


point  B  par  remonter).  Le  point  A  s*abaisse  de^R, 


puis  revient  au  point  de  départ. 
Enfin,  pour  le  point  C,  on  a 

x_Re=iR(8-3cos^/). 

Donc  le  point  C  descend  d'abord,  s'abaisse  de  ^  R  aii- 

dessous  de  sa  position  initiale  et  revient  au  point  de 
départ. 

Épreuve  pratique.  —  Une  manivelle  OA  dont  la 
longueur  est  égale  à  i"*  tourne  uniformément  autour 
de  son  extrémité  O  qui  est  fixe,  en  faisant  cinq  tours 
par  minute. 

A  cette  manii^elle  s* articule  en  A  une  bielle  AB,  dont 
la  longueur  est  3"  et  dont  l'extrémité  B  glisse  sur 
une  droite  fixe  A  dont  le  prolongement  passe  par  O. 

On  demande  de  déteiininer  graphiquement  les 
vitesses  du  point  B  au  moyen  d'une  courbe  dont  les 
abscisses  seraient  les  positions  de  B  et  dont  les  ordon^ 
fiées  seraient  les  vitesses  correspondantes  à  ces  posi- 
tions. 

Le  centre  instantané  de  rotation  de  la  bielle  AB  est 


(  «84  ) 

au  point  C  rencontre  du  rayon  OA  et  de  la  perpendi- 
culaire BC  à  la  droite  A. 


Soient  : 

(o  la  vitesse  angulaire  de  OA^ 

(f  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  de  la  bielle  ; 

r  la  vitesse  du  point  6  sur  la  droite  A. 

On  aura 

OA  X  w  =  CA  X  çp, 

('  =  CBx«p; 

on  aura  donc  pour  la  vitesse 

CB 


ç  =  OA  xuiX 


CA 


On  peut,  par  suite,  construire  la  courbe  demandée 
facilement  point  par  point. 

Astronomie. 

Épreuve  écrite.  —  Indiquer  la  série  des  opérations 
nécessaires  pour  mesurer  un  arc  de  méridien, 

admettant  que  le  sphéroïde  terrestre  est  un  ellip- 
soïde de  rév^olution  autour  de  la  ligne  des  pôles,  mon- 
trer  qu'il  suffit  de  connaître  les  longueurs  de  deux  arcs 
de  méridien  situés  à  des  latitudes  différentes,  pour  en 
déduire  la  forme  et  les  dimensions  de  ce  méridien» 

Comment  traite-t-on  un  ensemble  d' observations? 

La  valeur  adoptée  pour  le  mètre  étalon  est-elle  trop 
forte  ou  trop  faible? 


(  .85  ) 

Epreuve  pratique.  —  Etant  données  V ascension 
droite  et  la  déclinaison  de  la  Lune  à  o**,  4**»  8*N  la*" 
etiS^  (temps  moyen  de  Paris)  pour  une  certaine 
date;  sachant  en  outre  que  la  longitude  orientale  de 
Marseille,  par  rapport  au  méridien  de  Paris,  est 
rfe  1 2" 1 3*,  6  ;  on  demande  de  calculer  l* ascension  droite 
et  la  déclinaison  de  la  Lune  à  l'heure  t,  de  la  même 
date,  t  étant  exprimé  en  temps  moyen  de  Marseille. 

Données  numériques, 

1898 

novembre  ao 

è  3.  S. 

b  h       B     s  o       ,       . 

o 21.45.39,09  -9.32. 16, a 

4 21.54.17,27  — 8.37.30,4 

8 22.    2.51,27  -7.42.12,1 

12 22.11.21,39  — 6.46.26,6 

16 22.19.47)91  — 5.5o.i8,9 

/  =  2.40.32,8  (temps  moyen  de  Marseille). 

ot.  A'.  A'.  A>.  A*, 

h  hmt  mt  •  •  b 

0...  21.45.39,09-4-  8.38, 18 —    4,i8-^  o,3o  —  0,02 

4.-.  21.54. 17,27 -h  8.34»oo —   3,88-1-0,28 

8...  '   22.  2.51,27 -h  8.3o,r.>. —    3,60 

'2-..  22. II .21 ,39  -h  8.26,52 

16...  22.19.47,9* 

6. 


I*  « 


0...  —9.32.16,2  -1-54.45,8  -i-32,5    —5,3    -+-0,3 

4...  —  8.37.30,4  H- 55. 18,3  M- 27,2    — 5,0 

^••.  —  7.4*^-ï2,i  4-55.45,5  4-22,2 

'^...  -  6.46.26,6  -+-'i6.   7,7 


16...      _    r^,5o.îS 


9 


M—  **  *(*  —  0  ..  s(s  —  i)(s  —  2)^. 

I  1.2  1.2.3 

5(5  — l)(5  — 9.}(J  — 3)   ^^ 

-  Wo4-  Al  A»  4-  A,A»4-  AjA>H-  A^A^. 


(  '86) 

h       m     • 

t  (en  temps  moyen  de  Marseille)  = 'i. 40. 32, 8 

Différence  de  longitude  =      i'2.i3,6 

/  (en  temps  moyen  de  Paris)  =  a. 28. 19,2 

Log.  Log. 

s T179099  Al...  H-T, 79099 

(1— i):u....  — ï,a8io  Aj...  — 1,0720 

(«  —  2):  3....  — T,663  Aj...  -+-2,735 

(s  —  3):4...-  — î»77  A4.  .  — 2,5o 

Log.                                a.  6. 

A* H-2, 71448  -4-3,5i664 

Al -+-1,79099  -+-^»79099 

AiAi -h2,5o547  -t-3, 30763 

A* —0,6212  -I-T,5ii9 

Al —1,0720  — 1,0720 

A,A» -i-T,6932  —2,5839 

A*.'. -+-^,477  —0,724 

Aj -1-2,735  -1-2,735 

AjA» -h2,2i2  —1,459 

A* —2,30  -^  î,48 

A  4 — 2 ,  5o  — 2 ,  5o 

A4A* -^î,8o  -3,98 

s=  — ^h—  =0,618 
=                  -0,191  s — i=— 0,382 

s  -"  2 

— 5 =                     — O,  46067  s  —  2  =  —  I  , 382 

— r — =  —0,5955  * 3= — 2,382 

4 

a.  6. 

Al  A» -h5.20,235  -i-33'.5o',6 

A,A* H-      0,493  —        3,84 

AjA» H-      0,021  —        0,29 

A4A* •+-      0,001  —        0,01 

Somme -h5.20,75  -f-33.46,5 

«0=  21  ".  45".  39*,  09  — 9».  32'.  16',  2, 

_,     ,         1  «=      2i'*.5o'".  59\84 
Résultats  J  5  ^_    8.,58,^J.;^ 


(  •«-  ) 

Nancy. 

Analyse  suphriklak. 

Épbeuve  écrite.  —  I.  Soient  une  équation  algé- 
brique irréductible  /(or,  j)  =  o  de  degré  m  en  y  y  et 
une  intégrale  abélienne  quelconque  appartenant  à 
celle  équation 

3  désignant  une  fonction  rationnelle .  lYouuer  les 
diverses  valeurs  que  prend  cette  intégrale  lorsqu'on 
Jait  varier  le  chemin  d'intégration  sans  changer  ses 
extrémités;  périodes  polaires;  périodes  cycliques. 

II.  Étant  donnée  Inéquation  différentielle  linéaire 

tl*y        '  dy 

oii  les  coefficients  p  et  q  sont  des  fonctions  uniformes 
de  X,  on  considère  un  point  singulier  isolé  a  de  ces 
fonctions  : 

i"*  Montrer  qu'il  existe,  relativ^ement  au  point  a  y  un 
système  fondamental  d'intégrales  possédant  des  pro- 
priétés simples  ,- 

2°  Déduire  de  ces  propriétés  la  forme  analytique  de 
ces  intégrales  em^isagées  dans  le  domaine  du  point  a; 

3**  Calculer  effectiv^ement  ces  intégrales  dans  le  cas 

particulier  oà  l'on  a  p  =  o,  y  =  -—  — _  —, >  a  pouvant 
recevoir  toutes  les  valeurs  possibles. 

GéOMéTRIE  SUPÉRIEURE. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Étant  donnés  trois  axes  rec- 
^angulaires  Ox,  Oy,  Oz,  à  tout  point  M  de  l'espace 


(  «88  ) 
OU  fait  correspondre  un  cercle  9  ayant  son  centre  au 
point  O,  son  plan  perpendiculaire  à  OM  et  son  rayon 
égal  à  cette  droite  : 

i"  Trouver  le  lieu  du  point  M  pour  lequel  le  cercle  t 
est  tangent  au  cylindre 

_+^_,  =  o,      («<é); 

2"  Ce  lieu  est  une  surface  du  quatiième  ordre  S. 
Déterminer  les  sections  de  S  par  chacun  des  plans  de 
coordonnées  et  les  points  doublés  de  la  surface  situés 
dans  ces  plans  ; 

3**  Si  l'on  projette  sur  le  plan  des  xy  les  sections 
de  S  par  des  plans  perpendiculaires  àOz  puis  par  des 
sphères  de  centre  O,  on  obtient  deux  familles  de 
coniques  homofocales^  et  les  coniques  d'une  famille 
sont  orthogonales  aux  coniques  de  l'autre  famille  ; 

4^  Les  coordonnées  x  et  y  d'un  point  de  S  peuvent 
s'exprimer  en  fonction  de  la  coordonnée  z  et  d'un 
paramètre  u  par  les  formules 

X  =  /6* —  5'  sina;        y  =  /a*  —  z^  cos  a. 

II.  Les  coordonnées  d'un  point  d *un  paraboloïde  de 
révolution  étant  exprimées  au  moyen  de  deux  para- 
métrées par  les  formules 

ar=Rcos(^,         y=Rsint',         z  =  — > 

ip 

on  demande  de  déterminer  sur  cette  surface  un  réseau 
isotherme  constitué  par  des  parallèles  et  des  méridiens, 

La  première  question  est  l'étude  d'un  cas  particulier 
de  la  surface  de  l'onde;  voir  l'article  de  M.  Lacourdans 
les  Nouvelles  Annales  d^  1898,  p.  266. 


(  >89  ) 
Pour  la  seconde  question,  on  a 


rfj«: 

=(-?) 

rfR«-+ 

■  R«€/i»«=  Ri^c/i^«-i- 

R« -+-;?« 
RV* 

il  suf 

fit  de 

poser 
u  = 

du 

doù 

=  ^.B. 

• 

-P 

pour 

avoir 

ds^  = 

h(u)*(du*-^dvi). 
Toulouse. 

e-*^R«); 


Calcul  difpbrbntibl  et  intégral. 

Ëpreuvb  écrite*  —  I.  Etant  donnée  une  surface  S 
qui  est  de  résolution  autour  d'une  droite  D,  on  consi- 
dère les  courbes  C  tracées  sur  cette  surface  et  dont  les 
normales  principales  rencontrent  constamment  la 
droite  D. 

1°  Déterminer  les  projections  des  courbes  Csur  un 
plan  perpendiculaire  à  D  ; 

2°  Indiquer  quelle  est  la  forme  de  ces  projections 
lorsque  la  surface  S  est  un  cône,  et  quelles  sont  les 
transformées  des  courbes  C  lorsqu'on  déi^eloppe  le 
cône  sur  un  plan. 

II.  Déterminer  toutes  les  fonctions  u  de  trois  va- 
riables  x,  y^  z  qui  vérifient  l'équation  aux  dérivées 
partielles 

d^u       d^u       d^u  __ 

^t  qui  sont  de  la  forme 

"=/(^)x?(r)x^(-). 


(    >9«  ) 
III.   Déjînition  et  détermination  de  la  torsion  d'une 
courbe  gauche  en  un  point  donné  de  cette  courbe, 

MÉCANIQUE    RATIONNELLE. 

Epreuve  écrite.  —  Etudier  le  mouvement  d'un 
sj  stènic  pesant  composé  d^un  fil  de  longueur  constante 
qui  porte  à  ses  deux  extrémités  k  et  K\  deux  poids 


m,  y 


m  g  et  m,  g.  Ce  Jil  passe  sur  une  poulie  fixe  BC  et  dam 
un  petit  anneau  O  placé  au  sommet  d'un  cône  droit 
dont  l'axe  est  vertical,  la  partie  OA  du  fil  devant 
rester  sur  ce  cône  et  la  partie  BAi  verticale, 

La  masse  de  la  poulie  est  M  et  son  rayon  de  gy ra- 
tion h.  On  négligera  la  masse  du  fil. 

F.pREuvE  PRATIQUE.  —  Déterminer  le  centre  de  gra- 

\nté  de  Vaire  comprise  entre  la  cissoïde  y^= et 

son  asymptote, 

MÉCANIQUE  APPLIQUÉE. 

Épreuve  écrite.  —  Transmission  du  mouvement  (h 
rotation  entre  deux  axes  parallèles  par  le  roulement 
de  deux  cames  cylindriques. 

Condition  de  roulement  des  deux  profils,  Exemples 
simples. 


(  '9'  ) 

Problème  d'Euler  :  trouv^er  l'un  des  profils  connais- 
sant r autre;  application  au  cas  d'un  cercle  tournant 
autour  d'un  point  de  sa  circonférence. 

Profils  détivés. 

ËpBRuvE  PRATIQUE.  —  Construire  un  système  arti- 
culé plan  permettant  de  décrire  l^ hyperbole  éguilatère. 

Astronomie  ou  Mécanique  céleste. 

Épieuve  écrite.  —  Définitions  relatives  aux  paral- 
laxes des  étoiles  et  à  celles  des  astres  du  système 
solaire.  Valeurs  des  parallaxes  de  la  Lune,  du  Soleil, 
des  planètes  principales^  de  quelques  étoiles. 

Des  ascension  droite  et  déclinaison  d'une  planète, 
observées  à  un  même  instant,  déduire  l'ascension 
droite  et  la  déclinaison  géocentn'ques  à  cet  instant  : 
1°  dans  le  cas  d'observations  méridiennes  ;  2°  dans  le 
cas  d^  observations  faites  à  un  équatorial. 

Indications  sur  la  détermination  des  parallaxes. 


SOLUTIONS  DR  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


QuetUon  1732. 

IftM,  p.  196*.) 

Etant  donné  un  triangle  ABC,  rectangle  en  A,  sur  les 
trois  côtés  BG  =  a,  CA  =  6,  AB  =  c  pris  comme  diamètres, 
on  décrit  les  circonférences  Tz a,  irô,  irc.  Les  trois  demi-cir- 
conférences supérieures  comprennent  entre  elles  deux 
lunulesj  que  nous  désignons  par  l  et  l' \  les  trois  demi- 
circonférences  inférieures  forment  entre  elles  un  triangle 
curviligne  et  un  segment  biconvexe ^  que  nous  représentons 
par  t  et  s. 


(  »92  ) 

Prouver  que  : 

bc 
i"*  La  somme  l  '\-  l'  est  équivalente  à  la  surface  —  du 

triangle; 
2^  La  différence  t  —  s  entre  le  triangle  curviligne  et  le 

bc 

segment  biconvexe  est  aussi  équivalente  à  la  surface  —  ; 

3°  Les  centres  de  gravité  des  deux  surfaces  l  -^V  et  t  — 
sont  situés  sur  la  perpendiculaire  élevée  par  le  milieu  de 
V hypoténuse    a,    symétriquement  placés  par  rapport  à 

cette  droite,  et  à  une  distance  décile  égale  à  ~  ira. 

o 


(G.  DOSTOR.) 

SOLUTION 

Par  M.  AuDiBERT. 

On 

a  évidemment 

(1) 

/+/'+"«'  =  8  (6'+c»)+*^ 

d'où 

2 

et 

(^) 

•ïca»        bc       ^       ^  /  »•        -x 

d'où 

bc 
t  —  *  =  — . 

2 

(i)  et  (a)  étant  des  identités,  la  somme  algébrique  des  mo- 
ments des  surfaces,  par  rapport  à  l'hypoténuse  et  à  la  per- 
pendiculaire élevée  en  son  milieu,  seront  égaux  de  part  el 
d'autre,  et  j^i,  Xi  désignant  les  coordonnées  du  centre  de  gra- 
vité de  l  -h  r  relatives  à  ces  axes,  on  déduira  de  (i)  les  équa- 
tions 

bc  a'      Tz c^  /  bc       ac*  \       tz b^  /  bc       26' \       26*0* 

9.  12        8    \'ia      ZnaJ         8    yia       ZitaJ        laa 

bc      ^Ttc^  fa        c'         ibc\ 
2     *~    8    \2        la        37ca/ 

Tzb^  /  a        b*         26c  \         bc    ,,. 
8     \2        2a       ^Tza/        12a  ^  '' 


(  >93) 

d'où  Ton  tire 


ira 


Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  /  —  s  se  déduiront 
de  même  de  (a)  à  Taide  des  deux  équations 

a'       aô'c'       bc           izc*  /  bc  ac' \ 

la         laa          a  ^^           8    \aa  3ira/ 

8     \'ia  3ira/ 

6c(6«  —  c*)  _  ^^            Tzc^  1  a        c*  a6r\ 

laa         **   a      *         ^     \*        ^«  3ira/ 

(rt        A'  'ibc  \ 

2        a«  Sr.aJ^ 


Tzb*  /n 
8 
qui  donnent 


ira 


^1= g->  a:,  =o. 


Qnettiont  1734  et  1735. 

(  in«.  p.  3u.  ) 

1734.  Si  n  —  i  et  n-hi  sont  deux  nombres  premiers  plus 
^hancU  que  5,  n  est  nécessairement  de  la  forme  n=  3ow, 
ou  n  =  3o/n  d:  la,  et  n*(/i*  -+•  i6)  est  toujours  divisible  par 
720.  (  W0L8TENHOLIIE.  ) 

1735.  Si  n  —  a  et  /i  4- a  sont  deux  nombres  premiers 
plus  grands  que  5,  n  est  nécessairement  de  la  forme 
n=  àom  -H  i5  ou  /i  =3o/n  ifc  9.  (Wolstenholme.) 

SOLUTIONS 
Par  M.  DULIMBERT. 

1734.  Il  est  évident  d'abord  qu'il  ne  peut  s'agir  que  de 
nombres  supérieurs  à  5,  la  plus  petite  valeur  de  n  donnée  par 
les  formules  étant  7. 

Ud  nombre  quelconque  rentre  dans  une  des  formes  sui- 
vantes : 

Zom,     3o 771  ifc  I ,     , . . ,     3o  m  ±:  1 4 •     3o  w  -M  >. 


(  '94  ) 

Si  nous  tirons  d'une  de  ces  formes  les  valeurs  de  n  + 1  et 
/i-h2,  nous  voyons  que  l'un  de  ces  deux  nombres  a  un  divi- 
seur évident,  sauf  dans  les  cas  de  n  =  3om  et  n=  3o/n  ut  12. 

Le  nombre  720  est  égal  à  2^. 3'. 5.  Prenons  n  =  3o/n.  Alors 
on  a  identiquement 

/i>(n«-i-i6)=2«.3>.5«.m«(2«.3«.5*./n«-+.2*) 
=  2^3«.5>.m«(3«.5«.m«-f-2«); 

sous  cette  forme  la  divisibilité  est  évidente. 

r^renons  maintenant  n=3omd=i2.  On  a  identiquement 

/i«(/i«-f-i6)  =  2«.3«(i>mdi-i)«)2*.3«(5m±2«)«-i-îi*J 
=  2^3«(5m=b2)«}3«(5/n±a)«H-2«[. 

La  divisibilité  par  720  sera  démontrée  si  l'on  démontre  que 
la  quantité  entre  accolades  est  divisible  par  5.  Or,  si  Ton  dé- 
veloppe le  carré,  on  constate  que  deux  de  ses  termes  contien- 
nent 5  en  facteur;  le  troisième,  3*.a>,  ajouté  au  terme  2-. 
donne  io,  quantité  divisible  par  5.  La  divisibilité  est  donc  dé- 
montrée. 

173.^.  La  démonstration  est  identique  à  celle  de  la  première 
partie  de  la  question  1734. 

Autres  solutions  de  M.  H.  de  Montkssus. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Calcol  TiE  GÉMÉRÀLisATioN,  par  G.  Oltramare.  Paris, 
librairie  A.  Hermann,   1899. 

L'Ouvrage  que  vient  de  publier  M.  G.  Oltramare  est  le  ré- 
sumé de  recherclies  entreprises  depuis  plusieurs  années  sur  un 
procédé  de  calcul  symbolique  auquel  TAuteur  a  donné  le  nom 
de  Calcul  de  généralisation^  et  sur  les  applications  de  ce 
calcul.  La  méthode  a  pour  base  la  représentation  des  fonc- 
tions uniformes  en  séries  d'exponentielles,  envisagée  déjà  par 


(  >9'>  ) 

Mou  ville  dans  son  Calcul  des  dérivées  à  indices  quelconques  et 
par  Abel  dans  son  Calcul  des  fondions  ^génératrices  et  de 
leurs  déterminantes.  Cette  représentation,  admise  comme  tou- 
jours légitime,  permet  d'effectuer  symboliquement  avec  une 
facilité  remarquable  les  opérations  analytiques  usuelles,  telles 
que  la  difTérentiation,  Tintégration  et,  en  général,  les  opéra- 
tions distributives  linéaires.  Les  problèmes  qui  mettent  en  jeu 
rc  genre  d'opérations  comptent,  on  le  sait,  parmi  les  plus  im- 
portants qu*on  ait  à  résoudre  en  Analyse.  Le  Nouveau  Calcul 
permet  de  les  considérer  tous  sous  un  point  de  vue  général  et 
donne  avec  la  plus  grande  facilité  leur  solution  sous  forme 
\vmboIique  :  la  difficulté  consiste  alors  à  remonter  de  la  forme 
symbolique  à  la  solution  .définitive  explicite. 

C'est  à  cet  objet  que  sont  consacrés  les  huit  premiers  Cha- 
pitres de  rOuvrage.  On  apprend  à  généraliser  les  fonctions 
d'une  ou  de  plusieurs  variables,  d'abord  par  une  formule  gé- 
nérale déduite  du  théorème  de  Fourier,  ensuite  par  des  pro- 
cédés spéciaux,  plus  simples,  variant  d'ailleurs  suivant  la  na- 
ture des  fonctions,  rationnelles,  exponentielles,  circulaires, 
logarithmiques,  transcendantes  diverses,  etc.;  comme  on  peut 
en  outre  souvent  imaginer  bien  des  moyens  différents  pour 
e\écuter  la  généralisation  d'une  même  fonction^  la  comparai- 
son des  résultats  donnera  lieu  à  des  identités  plus  ou  moins 
remarquables. 

Avec  le  Chapitre  X  commencent  les  applications  qui  for- 
ment la  partie  la  plus  intéressante  et  aussi  la  plus  développée 
de  l'Ouvrage.  On  y  trouvera  notamment  les  formules  pour  la 
différentiation  à  indices  fractionnaires,  la  transformation  des 
séries  en  intégrales  définies  ou  réciproquement,  le  calcul  in- 
verse des  intégrales  définies,  enfin  l'intégration  des  équations 
linéaires,  différentielles  ou  à  différences  finies,  à  une  ou  plu- 
sieurs fonctions  inconnues.  Un  très  grand  nombre  d'exemples, 
d'un  caractère  un  peu  abstrait  et  uniforme,  éclaircissent  la 
théorie  générale  et  mettent  en  lumière  la  puissance  vraiment 
remarquable  du  nouveau  Calcul. 

Le  lecteur  ne  doit  pas  s'attendre  à  trouver  les  questions 
abordées  dans  cet  Ouvrage  traitées  avec  la  rigueur  qui  est  de 
règle  dans  la  littérature  mathématique  contemporaine;  il 
n'aura  pas  de  peine  à  signaler  plusieurs  résultats  douteux  ou 
même  erronés.  Il  ne  faudrait  pas  attribuer  à  rcs  imperfections 
plus  d'importance  qu'il  ne  con\ienl. 


(  '96) 

Le  souci  de  l'extrême  rigueur  a  jeté,  en  France,  un  discré- 
dit immérité  sur  toutes  les  méthodes  qui  n'y  peuvent  pré- 
tendre. En  les  proscrivant,  on  se  prive  souvent  d'un  précieux 
auxiliaire  qui,  s'il  ne  peut  fournir  les  solutions  définitives,  en 
rend  l'élaboration  plus  simple.  Envisagé  à  ce  point  de  vue,  le 
Calcul  de  généralisation  apparaîtra  comme  un  puissant 
moyen  d'investigation  et  pourra  rendre  de  sérieux  services  aux 
mathématiciens  qui  voudront  s'en  approprier  les  procédés  au 
prix  d'efforts  relativement  peu  pénibles. 


QUESTIONS. 


4819.  Soient  S  et  S'  deux  coniques  se  coupant  en  quatre 
points  A,  B,  G.  D  : 

i"*  Démontrer  que  le  lieu  des  points  M  tels  que  le  faisceau 
M(ABGD)  soit  harmonique,  se  compose  de  trois  coniques  pas- 
sant par  A,  B,  G  et  D.  Former  Téquation  de  l'ensemble  de  ces 
trois  coniques; 

a°  Quelle  relation  doit  exister  entre  les  invariants  de  S  et  S' 
pour  que,  parmi  les  trois  coniques  trouvées,  se  trouve  la  co~ 
nique  S;  quelles  sont,  de  même,  les  relations  nécessaires  pour 
que  S  et  S'  soient  deux  des  trois  coniques;  quelle  est  alors 
l'équation  de  la  troisième?  (H.  Vogt.) 

1820.  Étant  donnes  dans  un  même  plan  un  faisceau  de  co~ 
niques  ayant  entre  elles  double  contact,  et  une  courbe  algé- 
brique Gjj,  on  mène  les  tangentes  communes  à  GJ,  et  à  chaque 
conique  :  déterminer  le  lieu  des  points  de  contact  sur  les  co- 
niques. (V.  Rktali.) 

1821.  Le  lieu  des  sommets  des  paraboles  tangentes  à  une 
conique  centrale  et  ayant  pour  foyer  un  point  fixe  est  une 
courbe  unicursale  du  douzième  ordre  et  de  la  dixième  classe, 
ayant  un  point  sextuple,  avec  deux  coïncidences,  en  le  point 
fixe  et  en  chacun  des  points  circulaires  à  l'infini;  ayant,  en 
outre,  quatre  points  doubles  ordinaires  et  six  rebroussements. 

(V.  Retalï.) 


» 
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•EIIXIKME  CONCOURS  DES  «  lïOHYEllBS  ANNALES 

POUR  mi; 

Pae  m.  Raoul  BRIGARD  (  i  ). 


I.  On  dit  que  six  points  d'une  conique  forment  trois 
couples  en  inv^olution  {ou  sont  en  involution)  quand  les 
trois  droites  joignant  les  points  de  chaque  couple  sont 
concourantes. 

Etablir  que  six  points  d'une  conique  peui^ent  être 
en  immolation  rfe  i,  2,  3,  4  ou  6  manières  différentes  et 
définir  géométriquement,  dans  chaque  cas,  les  posi- 
tions correspondantes  des  six  points. 

II.  On  nomme  tétraédroïde  la  transformée  homo- 
graphique  générale  de  la  sur/ace  de  l'onde;  en 
coordonnées  homogènes,  une  telle  surface  est  définie 
paramétriquement  par  les  relations 


'i; 


X 

t 

0*1  u 

> 

r 

nu 

z 

t 

n^v 

:iu,  (^,a,    cï'aa,   cs'ju  étant   les  fonctions  classiques  rf 
Weierstrass formées  avec  les  périodes  2w,,  awa,  aa>3 
-^.  <J',i',  d^v,  fi:,v  (3)  étant  les  fonctions  analogues 
formées  at^ec  les  périodes  anj,,  aw^,  2m^. 


e 


{*)  Mémoire  ayant  obtenu  le  prix. 

(M  On  désignera  par e„e„e3  les  vaieursdepu,.,pc.„pa,3,pi,étaDt 
U  fonction  classique  aux  périodes  2co„  2u)„  au,,;  par  e.,  ,„  s^  les  va- 

Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVIII.  (Mai  1899.)  i3 
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Vérifier  que  la  surface  (i)  a  seize  points  doubies, 
situés  six  à  six  dans  seize  plans  (plans  singuliers)]  que 
par  un  point  double  passent  six  plans  singuliers  ;  que 
les  six  points  doubles,  P/,  situés  dans  un  tnéme  plan 
singulier  sont  en  inuolution;  que  les  seize  points  doubles 
sont  quatre  par  quatre  sur  les  faces  d'un  tétraèdre  et 
que  les  seize  plans  singuliers  passent  quatre  peu*  quatre 
par  les  sommets  du  même  tétraèdre, 

ni.  Montrer  que  les  périodes  {ou  les  modules)  des 
fonctions  elliptiques  peuvent  être  choisies  de  telle  sorte 
que  les  six  points  doubles  P/  {situés  dans  un  même 
plan  singulier)  soient  en  involution  de  deux  manières 
différentes»  Vérifier  que  la  surface  (i)  est  alors  deux 
fois  tétraédroïde,  c'est-à-dire  que  les  seize  points 
doubles  sont,  quatre  par  quatre,  sur  les  faces  d'un 
nouveau  tétraèdre.  Equation  correspondante  de  la 
surface. 

IV.  Montrer  que  les  six  points  doubles  P|  peuvent 
être  en  involution  de  trois  manières  différentes;  véri- 
fier que  la  surface  {\)  est  alors  trois  fois  tétraédroïde. 
Etudier  les  positions  relatives  des  trois  tétraèdres 
correspond  an  ts . 

Former  la  relation  qui  existe  en  ce  cas  entre  les 

modules  des  fonctions  elliptiques  introduites  (  on  pren- 
dra pour  modules  -? et  ^^—-^),  vérifier  Qu'elle 

coïncide  avec  l'équation  modulaire  pour  w  =  3.  Con- 
séquence pour  les  périodes.  Equation  correspondante 
de  la  surface. 

V.  Montrer  que  les  six  points  doubles  P,  peuvent 
être  en  involution  de  quatre  manières  différentes  et 


}«urs  de  pn,,  pd,,  pc),,  pv  étant  la  fonction  analogue  aux  périodes 


ao, ,  sojf  acSj. 
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(jue  la  sur/ace  est  alors  quatre  fois  tétraédroïde.  Déter- 
miner en  ce  cas  les  périodes  et  les  modules  des  /onc- 
tions elliptiques.  Équation  de  la  sur/ace;  étudier  les 
positions  relatives  des  seize  points  doubles. 

VI.  Montrer  que  les  six  points  P,-  peuvent  être  en 
ittvolution  de  six  manières  différentes  et  que  la  surface 
est  alors  six  fois  tétraédroïde.  Périodes  et  modules  des 
fonctions  elliptiques;  équation  de  la  surface;  positions 
relatives  des  seize  points  doubles. 

Nota.  —  On  ne  devra  pas  s'appuyer  sur  la  théorie 
des  fonctions  ou  des  intégrales  hjperelliptiques  ni  sur 
les  propriétés  de  la  surface  de  Kuminer. 

I. 

1°  Considérons,  sur  une  conique  C,  six  points  que 
nous  désignerons  par  a,  b^  c^  ac,  bf,  Ct  (cette  notation 
étant  celle  que  nous  retrouverons  dans  l'étude  de  la  sur- 
face tétraédroïde).  Supposons-les  en  involution,  de  telle 
manière  que  les  trois  droites 

aa/,     ùb{^     cci 

soient  concourantes.  Nous  désignerons  par  co^  leur  point 
Je  concours  (centre  de  l'involution). 

Il  peut  arriver  que  ces  six  points  soient  en  involution 
d  une  seconde  manière,  de  sorte  quun  des  couples  pré- 
cédents soit  conservé.  Par  exemple,  les  droites 

sont  concourantes  en  un  point  ci>2. 

On  se  rendra  facilement  compte  du  fait  suivant  :  les 
points  (i>|  et  Wj  sont  conjugués  par  rapport  à  C.  Réci- 
proquement, on  constituera,  de  la  manière  suivante,  le 
système  le  plus  général  de  six  points  de  la  conique  C  qui 
soient  en  involution  de  deux  manières  différentes  :  on 
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choisit  deux  points  o>i  et  iù^^  conjugués  par  rapport  à  C. 
Les  deux  points  a  ot  at  sont  les  points  d'intersection 
Ae  C  avec  la  droite  lo^  ci>2.  Par  le  point  coi  on  mène  une 
sécante  arbitraire  recontrant  C  aux  points  b  et  b^.  Les 
deux  droites  tù^b  et  to^bt  déterminent  les  points  Ct  e(  c 
sur  la  conique  C. 

2®  Supposons  maintenant  que  les  six  points  soient  en 
involution  de  deux  manières  différentes,  et  de  sorte  que 
Von  ne  rencontre  pas  deux  fois  le  même  couple  de 
points.  Par  exemple, 

Les  droites  aatt  bbty  cct  concourent  en  (0|, 
Les  droites  abtj  bci,  cut  concourent  en  CO]. 

Je  dis  que  les  six  points  sont  en  in  {solution  d'une  troi- 
sième manière,  de  telle  sorte  que  les  droites 

ciCiy     batf     cbt 

sont  encore  concourantes. 

Faisons  en  effet  une  transformation  homographique 
de  la  figure  telle  que  les  points  (O4  et  0)3  soient  rejetés 
à  Pinfini  et  que  la  conique  C  devienne  un  cercle.  On  se 
rend  immédiatement  compte  que  les  deux  triangles  abc, 
atbtCt  sont  équilatéraux  et  inversement  orientés.  Il  est 
alors  évident  que  les  droites  acc^  bat,  cbt  sont  paral- 
lèles, ce  qui  établit  le  tbéorème. 

La  démonstration  précédente  permet  d'ajouter  ce  qui 
suit  :  Si  Von  appelle  (Oj  le  troisième  centre  d^ involu- 
tion, les  trois  points  ù)<,  (o^,  Ws  sont  en  ligne  droite; 
de  plus,  le  segment  limité  par  les  points  d^ intersection 
de  C  et  de  la  droite  (O4  ci>2Ci)3  est  dis^isé  équianharmo ni- 
que ment  par  deux  quelconques  des  trois  points  W|,  Wj, 
(O3.  En  effet,  dans  la  figure  transformée,  les  trois  points 
(0| ,  (02,  (03  sont  rejetés  à  Tinfini  dans  des  directions  incli- 
nées à  120''  les  unes  sur  les  autres. 
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.V  Les  six  points  étant  en  involution  des  (rois  ma- 
nières que  nous  avons  indiquées  peuvent  encore  Têtre 
d*une  quatrième,  de  telle  sorte  que  les  droites 

soDt  concourantes  en  un  point  CO4. 

En  raisonnant  comme  précédemment,  on  verra  que 
la  figure  est  la  transformée  homo graphique  de  celle 
formée  par  six  points  situés  aux  sommets  d*un  hexa- 
gone régulier  inscrit  dans  un  cercle  (les  droites  «a^, 
icf,  cbt  sont  des  diamètres).  Les  points  ci>i,  (Uj,  0)3 
sont  situés  comme  précédemment^  et  le  point  0)4  est  le 
pôle  de  la  droite  ci>i  (i)2(i>3. 

4^  En  dernier  lieu,  les  points  étant  déjà  de  trois  ma- 
nières en  involution  (groupés  comme  il  est  indiqué  dans 
le  2"),  ils  peuvent  Tétre  d'une  quatrième,  de  sorte  quo  les 

droites 

aatf     bcty     btCt 

coucourenl  eu  un  même  point  iù\  . 

En  appliquant  le  théorème  du  2*^,  on  voit  que  nos  six 
points  sont  encore  en  involution  de  deux  nouvelles  ma- 
nières : 

Les  droites  bct,  ac,  btUt  concourent  en  un  point  o)^  ; 
Les  droites  cb^,  ab^  CtOt  concourent  en  un  point  w,. 

Les  six  centres  d'involution  sont  aux  sommets  d'un 
quadrilatère  complet  :  sur  chaque  côté  de  ce  quadrila- 
tère on  rencontre  les  trois  indices;  les  j>oints  toj  et  tj'^ , 
^2  et  o)^,  ci>3  et  (1)3  forment  deux  à  deux  des  couples  de 
sommets  opposés^  ces  points  sont  aussi  conjugués  deux 
à  deux  par  rapport  à  la  conique. 

La  figure  formée  dans  ce  dernier  cas  ne  peut  être 
réelle.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  vériGer  que 
tous  les  cas  possihies  ont  été  passés  en  revue  et  que,  à  la 


(     202    ) 

notation  près,  les  dispositions  indiquées  sont  chacune 
les  plus  générales  de  leur  espèce. 


11. 


Nous  emploierons  la  notation  connue 

c'a  M 


^u 


—  0*4©  M. 


Les  relations  qui  déCnissent  la  tétraédroïde  deviennent 
ainsi 


X 


J  ~  î'jftW  3'ioV, 


y 


^10  ^', 


—  —  a'jg  u  3'jo^'' 


Nous  obtiendrons  les  points  doubles  en  cherchant  les 
points  où  le  plan  tangent  est  indéterminé;  or  au  point 
(u,  i^)  le  plan  tangent  a  pour  équation 

z  i 


y 


CloMCioi'      o'ioMO'îoi'      a'aoMCsot'      i 


'io^^io^'     <3^to"^io^     cr'jottS'jo*'    o 


<3'loW3',o('       3'ioWCfio^'       ^80W3"30P      O 

On  a 


o. 


=  — — =  ^pu  —  ep  //?w  —  ey  =  5'po"  wyo'ï- 

Dans  le  déterminant  que  forme  le  premier  membre 
de  Téquatîon  du  plan  tangent^  on  peut  donc  écrire  les 
deux  dernières  lîgnes  ainsi  : 


^20"  ^3o«  3'ioV'     3*30"  3*10"  s'jo^'     ^io  «  3'jo  «  ^ao**     o 


3'loW  3'4o«''    ^30t^      3',nW  3'jn^  a'ioi'       ^jo  «  ^'jot'   îTtof'      O 
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Pour  que  le  plan  langent  soit  indéierniinë,  il  faut  et 
il  suffit  que  tous  les  déterminants  du  tableau  précédent 
soient  nuls.  On  irouve  aisément  tous  les  systèmes  de 
solutions,  qui  sont  les  suivants  : 


^ZqU  =  3'jol'  =  O, 


3'i,tt  =  (3'tot'  =  O,  (TtoW  =  3'tof  =  O, 

pu  =pv  =z  ce, 

A  chaque  système  de  solutions  correspondent  quatre 
poinls  doubles.  Il  y  en  a  donc  seize  en  tout,  et  Ton  for- 
mera facilement  le  Tableau  de  leurs  coordonnées. 

En  posant 

ce  Tableau  est  le  suivant  : 


Tableau  des  points  doubles  de  la  tétraédroïde. 


)ints. 

X., 

y- 

z.             t. 

a 

0 

Y 

p      I 

ay 

0 

Y 

p    « 

^z 

0 

Y 

-p     ' 

at 

0 

Y 

b 

Y 

0 

-  a         1 

b. 

Y 

0 

3         I 

h^ 

ï 

0 

—  a         1 

bt 

—  Y 

■  >  •  * 

0 

#  •  •   • 

%         1 

•   •  •  •                    * 

c 

-{j 

3 

0         1 

f'x 

p 

a 

0         1 

^y 

-p 

-  OL 

0         1 

Ce 

p 

—  a 

0         I 

■    • 

(l 

•  •   ■  • 

I 

•   ■  •    • 

•      •     •     •                                   a 

1                 0 

dr 

--  1 

1                 0 

^fy 

1 

—  1 

1                 0 

d- 

1 

—    I                 0 
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Étudions  la  disposition  de  ces  points. 

On  voit  qu'ils  sont  quatre  par  quatre  sur  les  faces  du 
tétraèdre  de  référence  ABCD.  Les  quatre  points  situés 
dans  une  même  face  sont  deux  à  deux  en  ligne  droite  avec 
les  sommets  de  cette  face.  Ainsi,  dans  le  plan  ABC, 

Les  droites  ddx  et  dy  d^  passent  par  le  sommet  A, 
»  ddy  et  di  dx  »  B, 

»  ddz  et  djcdf  »  G. 

On  voit  la  raison  dv  la  notation  adoptée. 

Chaque  sommet  appartenant  à  trois  faces  est  situé  sur 
six  droites  dont  chacune  contient  deux  points  doubles. 
Voici,  par  exemple,  les  six  droites  passant  par  le  som- 
met D  (nous  écrivons  leurs  équations  en  regard)  : 

Da  «/,  JT  =  o,  p^ -h  Y -5=0, 

Da^a-,  X  =  Of  ^y — y-^  =  o, 

Db   bt,  y  =  Oj  ^z  -i-  ax  ^  Oy 

^f>zàx7  y  =  o,  '>(z—aLX-o, 

De    Ct^  z  =  Of  a.T-h  pj/"  =  o, 

DcxCy,  -5  =  0,  aa:— Pj^  =  o. 

On  voit  aisément  que  ces  six  droites  sont  les  intersec- 
tions mutuelles  des  quatre  plans 

ax  -rh  ^y  -^^z  =  o  (contenant  a  a^b  bt  c  Ct  ), 

—  aar-f- p^-h  Y-3  =  o  »  a  at  b^bxCxCy), 

OLX  —  ^y-\-fz  =  o  »  Uya^b  bt  CxCy), 

oLX-^^y  —  ^z  =  o  n  ayOzbzbxC  q  ). 

Ainsi  les  points  doubles  situés  deux  à  deux  sur  des 
droites  concourant  en  un  sommet  du  tétraèdre  sont  situés 
six  par  six  dans  quatre  plans.   On  trouvera,  en  tout, 
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seize  plans  singuliers  analogues  dont  voici  le  Tableau  : 

jx-*-  p^-+-  Y^  =  o    contenant  les  points    a  a^  b  bt  c   ct 


IX  -h  ^y  —  -^z  =^  o 
ax  —  P^  -h  Y  -5  =  o 

—  ajT-h  p^-4-  Y^  =  o 
y  +   z   -h  a/  =  o 

7  -+-    z    —   OLt  =  o 

jr  ^  z   -+-  «r  =  o 

—  74-   i   -h  dt  =  o 

i  ->r   X    -»-  {J/   =  O 

5  -h  ar  —  pr  =  o 
J  —  a?  -H  3/  =  o 
~5-har-f-pr=o 
x  H-  7  -4-  y/  =  o 
I  -^  y  —  Y'  =  ^ 
^  —  y  -♦-  Y'  =  o 


» 


» 


)) 


a^  a^  bz  bx  c  C/ 
a^ a-  6  6/  Cj  c^ 
a  at  b-bxCxCy 

b    bx  Cy  Ct  dy  dz 

bz  bt  c  Cx  dy  dz 
bz  bt  Cy  Ct  d  dx 
b  bxC  Cx  d  dx 
C   Cy  az  cit  dz  dx 

Cx  Ct  ^    ^y  dz  dx 

Cx  Ct  cLz  O'i  d  dy 

c       Cy  a      Gy  d     dy 

a  az  bxbt  dxdy 
ayUt  b  bz  dxdy 
ayttt  bxbt  d  d^ 
a  azb  bz  d  dz- 


On  voit  que  chaque  point  double  appartient  à  six 
plans  singuliers.  En  outre,  la  droite  joignant  deux 
points  doubles  quelconques  est  l'intersection  de  deux 
plans  singuliers. 

Considérons  enCn  les  points  doubles  situés  dans  un 
même  plan  singulier,  par  exemple  les  points  a^  a^,  b^  bit 
c,  Ct^  Les  droites  oa^,  bbi-^  cct  sont  concourantes  au 
point  D.  Soit  L  la  trace  du  plan  [aatbbtCCt)  sur  le 
plan  /  =  o.  On  voit  immédiatement  que  les  points  a,  at 
<livisent  harmoniquement  le  segment  de  la  droite  Daa^ 
compris  entre  le  point  D  et  le  point  d'intersection  de 
cette  droite  avec  L.  On  a  un  fait  semblable  relativement 
aux  points  &,  bt  e\,  aux  points  c,  q. 

Cela  posé,  on  a  le  'théorème  suivant,  dont  la  démons- 
tration est  des  plus  simples  :  Étant  données  une  droite  L 
^t  trois  droites  concourantes  dont  chacune  porte  deux 


(  ao6  ) 

points  qui  divisent  harmoniquement  le  segment  limité 
par  le  point  de  concours  et  la  droite  L,  les  six  points 
ainsi  déterminés  appartiennent  à  une  même  conique, 
sur  laquelle  ils  sont  évidemment  en  involution. 

Les  points  a,  a^  b^  b^y  c,  q  sont  donc  en  involulion 
sur  une  conique,  et  nous  avons  établi  toutes  les  propo- 
sitions énoncées  dans  le  §  II. 

III. 

Considérons  encore  les  six  points  doubles  a,  a/,  &,  £/, 

c,  Cr,  situés  dans  un  même  plan  singulier.   Ces  points 

seront  en  involution  d'une  seconde  manière  (§  I),  si  les 

droites 

aaiy     bct^     cbt 

sont  concourantes. 

Il  suflit  d  exprimer  pour  cela  que  les  plans  Aaat, 
hbcfi  Acbt  ont  une  droite  commune.  Or  ces  plans  ont 
pour  équations  respectives 

A6c/,         y  -\-  z  -\-  7.t  ^  o^ 
Kcht^         y -{-  z  -  cLt  ^o. 

On  trouve  la  condition 

(!)  ?  -  Y- 

On  voit  de  plus  que  le  nouveau  centre  d'involutiou  est 
dans  le  plan  /  =  o,  c'est-à-dire  sur  Parête  BC  Ce  ré- 
sultat pouvait  être  prévu,  puisque  ce  nouveau  centre 
d'invoiution  doit  éire  conjugué  du  premier  D,  par  rap- 
port  à  la  conique  (aatbbtCCt)  (§  I). 

Cette  condition  étant  satisfaite',  on  vérifie  que  les 
seize  points  doubles  sont  répartis  quatre  par  quatre,  sur 
les  faces  d*un  nouveau  tétraèdre  1^.  Nous  donnons  ci- 
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dessous  les  éqnations  des  faces  de  ce  nouveau  tétraèdre, 

ei  nous  mettons  en  regard  les  points  contenus  dans  ces 

faces  : 

j'  -h  ^  =  o,         a,    atj  dy,  dzj 

y—    Z    =  G,  «y,    rt;,    dy      dxj 

a?  -f-  p  <  =  G,         bjp,  bt,  c,     Cy, 
ar— p;  =  G,         6,    6-,  Cx,  Ct. 

Deux  des  sommets  du  nouveau  tétraèdre  sont  situés 
sur  Tarète  BC  ;  les  deux  autres,  sur  Taréte  AD  ;  sur  cha- 
cune de  ces  arêtes  on  a  une  division  harmonique. 

Relation  entre  les  modules  et  les  périodes  et  équa- 
tion de  la  surface,  —  Pour  plus  de  simplicité,  nous 
prendrons  comme  modules  les  quantités 

La  condition  (i)  s'écrit  alors 

KK'=i. 

Les  fonctions  pu  et  pu  introduites  ont  même  inua- 
riant  absolu  et  par  suite  même  rapport  de  périodes. 
Comme  les  quantités  ei,  02,  e^  d'une  part,  £{,  £2?  ^3  ^^ 
l'autre,  n'interviennent  évidemment  dans  l'équation 
de  la  surface  que  par  leurs  rapports  mutuels,  on  peut 
poser  sans  inconvénient 

c,  ~  s,  —         K  -f- 1, 
g,  =  £3  =  —  2  K  -h  1 , 

e3=&s=  K  —  '2. 


C)  Gela  n'est  pas  conforme  aux  prescriptions  de  l'énoncé^  et  je 
prie  l'auteur  de  la  question  de  vouloir  bien  m'en  excuser.  J'aurais 
dû  grouper  les  points  de  manière  à  être  conduit  à  la  condition  a  =  p, 

ce  qui  m'aurait  amené  à  prendre  pour  modules  -^ et  —        ' 


^^  —  ^^         8,-63 


On  remarquera   en  outre  que,  pour  simplifier  l«*s  formules,  j*ai 
•*fTil  K  au  Heu  de  K-,  comme  on  le  fait  d'habitude. 
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On  a  bien  ainsi 

^1  -+-  Cj  -h  ^3  =  Êl  -H  6j  -^  £j  =  O, 

e^—  ex  _  £3—  Ej  _  -, 

Les  relations  qui  définissent  la  tétraédroïde  deviennent 
alors 

^   =  (^M_|-2K—  i){pV—      K-+-2), 
^s=(pu—      K-h  2)(/>i'-f-'2K—  l), 

ou,  plus  simplement, 

^=(X-hK)(iJL-+-i  ), 

^  =(X-hi  Kti-hK), 
en  posant 

et  en  supprimant  le  facteur  9  dans  chaque  second 
membre,  ce  qui  est  une  simple  transformation  homo- 
graphique. 

Un  calcul  facile  donne  l'équation  de  la  surface 

[(1— K)a7«-^2-f-K««-f-(K^Kî)/*] 

X  [(i  —  K)3'M- Kj»— ;?«-+- (K  -  K»)(21 —  (K»—i)»ar«/>^o. 

IV. 

Les  points  doubles  a,  a^,  &,  b^^  c,  Ct  seront  en  invo- 
lution  de  trois  manières  difTércutcs  si  les  droites  ab^^ 
bcf,  cat  sont  concourantes  (§  1).  On  trouve  aisément  la 


cou 


dilion 


<■>.) 


(  '^^9  ) 


a*H-  p*-l-  Y*—  •2  3y  ~  aya  —  iol^  =  o. 


Cette  condition  peut  s'écrire 


o  Y  ?  I 
Y  o  a  I 
P     2     o     I 
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=  o, 


ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  a^,  b^y  c^y  d  sont 
dans  un  même  plan. 

On  peut  écrire  de  huit  manières  la  relation  précé- 
dente,  en  changeant  dans  le  déterminant  les  signes  de 
certains  éléments,  de  telle  manière  que  la  relation  ne 
soil  pas  altérée.  On  a  par  exemple 


o 

—  ï 

-? 

I 

ï 

o 

—  a 

I 

? 

—  a 

o 

1 

- 1 

1 

1 

o 

=  o, 


ce  qui  exprime  que  les  quatre  points  agbctdx  sont  dans 
un  même  plan.  En  procédant  ainsi,  on  reconnaît  que 
les  points  doubles  sont  répartis  quatre  par  quatre  sur 
les  faces  de  deux  nouveaux  tétraèdres.  Cette  répartition 
est  indiquée  dans  le  Tableau  suivant  : 


Deuxième  tétraèdre  :  Tj 


Troisième  tétraèdre  :  Tj 


a  ht  Cydz, 
«s  ^  Ct  djc, 
at  hxC  dy, 
ciybz  Cxd, 

at  b  Cxdzy 
ayht  c  dxt 
a  bz  Ci  dyj 
azbxCyd, 
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Voici  maintenant  quelques  mots  sur  la  disposition 
des  trois  tétraèdres  :  dans  chacun  des  quatre  plans  sin- 
guliers qui  contiennent  le  sommet  D  du  premier  té« 
traèdre,  les  six  points  doubles  sont  en  involution  de 
trois  manières  ditl'érentes  et  Ton  sait  (§  I)  que  les  trois 
centres  d*involution  sont  en  ligne  droite.  On  voit  donc 
que  les  sommets  des  deux  nouveaux  tétraèdres  sont  deux 
à  deux  en  ligne  droite  avec  le  point  D.  Cette  remarque 
s'étend  aux  autres  sommets.  En  outre,  il  est  évident  que 
chacun  des  tétraèdres  jouit  des  mêmes  propriétés  par 
rapport  aux  deux  autres.  Ainsi  les  trois  tétraèdres 
sont  tels  que  la  droite  joignant  deux  sommets  quel- 
conques de  deux  d^ entre  eux  passe  par  un  sommet  du 
troisième.  On  reconnaît  le  système  desmique  de  trois 
tétraèdres,  étudié  par  M.  Cjparissos  Stephanos  (*). 
Pour  les  propriétés  de  cette  conCguration  remarquable, 
nous  renverrons  au  Mémoire  cité  eu  Note,  ou  à  la  Géo- 
métrie réglée  de  M.  Kœnigs  (Chap.  V). 

Relation  entre  les  /onctions  elliptiques  introduites. 
—  La  relation  (a)  peut  s'écrire 

I       -h  V^j— Cl  •es— £|-H/ei—  e, /e,— 6,=  o. 

Or  nous  allons  montrer  que  cette  relation  a  lieu  entre 

les  éléments  /^ci>i,  p(<)2,  pta^z  ^^  P^iy  P^2i  P^ij  si  Ton 
a  entre  les  périodes  la  relation 

Il  résulte  en  effet  d'une  fornmie  donnée  par  M.  Jor- 


(  •  )  Bali.  des  Se  math.,  l.  \l\ . 


(  -^11  ) 

dan  dans  son  Traité  d'Analyse  (*)  que  Ton  a  alors 


ce  qui  donne  successivement 


y  et  —  e,  v^e,  — ss=(tf,— cj) 


2U)i 


/ej—c,  /es— 6|  =  (e5  — e,) — * 

/       20),  \ 

., ,, —  ,      /(/'—-''») 

•«1  —  c,  •*!  —  «f  =  («I  —  et) — ; 

P'-T 

on  lire  aisément  de  là  la  relation  (3). 

La  relation  entre  les  modules  des  fonctions  elliptiques 
inlrodaites  coïncide  donc  avec  Téquation  modulaire 
pour  71  =  3.  Cette  relation  est 

14)  t/Taê-*-{/(K-i)(K'— i)-M  =  o; 

on  la  rendra  facilement  rationnelle   (celte    forme  est 
d'ailleurs  classique). 

Dans  une  Note  insérée  au  Bulletin  de  la  Soc,  math, 
de  France  (*),  M.  G.  Humbert  a  montré  que  la  rela- 
tion (4)  est  unîcursale,  et  que  Ton  y  satisfait  en  posant 

(X-i)'(3Xh^i) 
'^  "(X-hi)»(3X  — I)' 

(X^i)(3X  +  i)' 
'^  "■  ("X-+-i)(3X-i)»" 


(')  Tome  II,  a-  édit.,  Ghap.  VI,  p.  519,  formule  (2.3). 
{»)  Tome  XXVI,  p.  235. 


(3) 


(   ^'2  ) 
Quant  à  l 'équation  de  la  surface,  ou  l'obtient  par 
Téliinination  de  X  et  [Ji  entre  les  équations 

Ç=(X  +  K)(HL4-K'), 
—  =  (X-+-  I  )(|H-  I  ) 

(même  calcul  qu*au  §  III),  ce  qui  donne 

[(K-~i)j?«-f-y»~K^»-H(K- KK')/*] 

x[(K'— i)a?»-+-j^«-K'5«-^(K'-KK')/«]-+-(K  — K')«x»/2 

où  l'on  peut  remplacer  K  et  K'  par  leurs  valeurs  données 
plus  haut. 

V. 

Les  points  doubles  seront  en  involution  de  quatre 
manières  différentes,  si  les  particularités  du  §  III  et 
celles  du  §  IV  se  présentent  en  même  temps.  On  doit 
donc  avoir  simultanément 

d'où  l'on  tire 

Les  modules  sont  donnés  par  les  équations 
(6)  Kî-Hi4K-hi  =  o,         *^'=^- 

Les  deux  fonctions  pu  et  pv  sont  reliées  par  une 
transformation  de  degré  3,  et  de  plus  elles  ont  même 
invariant  absolu.  II  en  résulte  que  chacune  d'elles 
admet  une  multiplication  complexe. 

Pour  déterminer  le  discriminant  qui  correspond  à 


(  '^«a  ) 

cette  multiplication  complexe,  on  peut  procéder  ainsi  : 

Nous  calculerons  tout  d'abord  p—^  à  Taide  des  for- 

raules  déjà  employées 

îb),  N-i» 


doùrou  tire,  par  division, 


Celte  relation  donne  quatre  valeurs   possibles  pour 

r 


/'"Y^'  fZ/e5  50/i^  toutes  fie  la /orme 


/? -3-  =  fA -h  V /3, 

jA  e/  V  rra/i£  des  nombres  rationnels,  réels  ou  corn- 
plexes.  D'autre  part,  on  a  la  formule  connue 

m  étant  le  multiplicateur  complexe,  qui  est  de  l'une  des 

iormes 

D  étant  le  discriminant  cherché,  x  et  j^  des  nombres 
entiers. 
On  peut  écrire  Tégalité  précédente 


/W*  =  —  Q-f- 


^2 

Ann.  de  liiathémat.,  3*  série,  t.  XVIII.  (  Mai  1899.)  '  ^ 


(  »'4  ) 

Le  second  membre  est  de  la  forme  [ji'-t-  v'y/3,  le  pre- 
mier membre  de  la  forme  |X|  -+-  v,  y/ÏJ.  On  a  donc  néces- 
sairement 

D  =  3. 

Ainsi  le  rapport  t  des  périodes  de  la  fonction  pu  sa- 
tisfait à  une  relation  à  coefficients  entiers 

de  discriminant  égal  à  3.. 

On  sait  que  les  équations  quadratiques  de  cette 
nature  appartiennent  à  deux  classes  différentes,  pour 
lesquelles  les  formes  réduites  sont  respectivement 

T*  -I-  T  -h  I  =  O, 

T*-4-  3  =  0. 

La  première  relation  est  certainement  à  rc^jeter,  car 
si  elle  était  satisfaite,  la  fonction  pu  serait  équianhar- 
monique,  comme  il  est  bien  connu;  et  cela  u'a  pas  lieu, 
K  n'étant  pas  égal  à  une  racine  cubique  de  l'unité, 
changée  de  signe. 

En  résumé,  les  /onctions  elliptiques  introduites  ont 

même  im^ariant  absolu  et,  par  suite,  même  rapport 

de  périodes.   De  plus,   deux  périodes  primitives  de 

^l'une,  convenablement  choisies,  satisfont  à  la  relation 

o)}-!-  3a)|  =  0. 

Disposition  des  points  doubles,  —  On  aura  le  Tableau 
de  leurs  coordonnées  en  faisan  t,  dans  le  tableau  du  §  11 , 

Ces  points  peuvent  être  répartis  quatre  par  quatre  sur 
les  faces  de  quatre  tétraèdres,  savoir  :  le  tétraèdre  de  ré- 
férence T,,  les  deux  Ictraèdres  Ta  et  T3  du  §  IV,  et  le 
tétraèdre  T'  du  §  IL 


(  ^-«s  ) 

Le  lélraèdre  T'  a,  comme  on  l^a  vu,  deux  arèles  oppo- 
sées communes  avec  le  tétraèdre  T|  *,  il  est  évidemment 
Jaus  la  même  siluaiion,  relativement  à  Ta  et  à  T3;  par 
ronséqueut,  chaque  arête  de  l'un  des  tétraèdres  des- 
miffues  Ti,  T2,  T3  rencontre  deux  arêtes  opposées  de 
chacun  des  deux  centres. 

Il  est  à  noter  que  cet  assemblage  remarquable  de 
quatre  tétraèdres  peut  être  réel. 

Quant  k  Téquatiou  de  la  surface,  on  la  formera  en 
faisant 

dans  l'équation  donnée  à  la  fin  du  §  IV. 

\I. 

Les  points  doubles  situés  dans  un  même  plan  singu- 
lier seront  en  involution  sextuple,  si  la  disposition 
(ln§lV  est  réalisée,  et  si  de  plus  les  trois  droites  aac, 
l>Ct<,  cbg  sont  concourantes  (§  I).  On  trouve  la  condition 

tjui  doit  être  jointe  à  la  relation  (a). 
On  lire  de  là 

a  =  •>.  p  t  =  —  7.  Y  « 
cl 

'«)  K*-6K-4-i  =  o. 

Comme  précédemment,  la  fonction  pu  admet  une 
multiplication  complexe.  En  répétant  les  raisonnements 
indiqués  précédemment,  on  trouve  que  le  discriminant 
<ie  la  multiplication  complexe  est  ici  égal  à  2  ;  la  re- 
lation entre  les  périodes  est 


(  Î»I«) 

ou  une  relation  équivalente.  (Il  n'y  a  qu'une  seule  classe 
de  formes  quadratiques,  de  discriminant  égal  à  2.) 

Disposition  des  points  doubles,  —  On  aura  les  coor- 
données des  points  doubles  en  faisant  dans  le  Tableau  : 

a  =  2,         p  =  t,         Y  =  —  «. 

Ces  points  sont  quatre  par  quatre  sur  les  faces  des 
tétraèdres  T|,  T2,  T3  et  sur  les  faces  de  trois  nouveaux 
tétraèdres,  qui,  on  le  vérifiera  sans  peine,  sont  les  sui- 
vants : 

a    ai  d    dxf  l  o,y  b    ct  d^  i  a^  bt  c    d^ 

ay     a-     dy     dz,  .j,,       \at      bt      Cy     dy,  ^,       I     ay    bjc    Cy    djr, 

bz  bt  Cx  Cf,  i  a    bx  c    dzi  \  o>    b    Cx  dy, 

b     bz  c     Cy,  \  az  bz  Cx  dx,  \  «/  b^  Ct   d^. 

Les  tétraèdres  T|,  Tj,  Tj  forment  un  système  des- 
mique,  et  il  en  est  de  même  pour  trois  tétraèdres  n'ayant 
pas  d'indice  commun,  en  exceptant  le  grouj^ement  T',, 
Tj,  T3.  Il  y  a  donc  en  tout  quatre  systèmes  desmiques 
dans  la  figure.  Enfin,  dans  chacun  des  couples 

(T„T\),    (T,,t;),    (T.^Ti), 

les  deux  tétraèdres  ont  en  commun  un  système  d^ arêtes 
opposées. 


NOTE. 

Quand  la  surface  est  trois  fois  télraédroïde,  les  points 
doubles  peuvent,  comme  nous  l'avons  montré,  être  répartis 
quatre  par  quatre  sur  les  faces  de  trois  tétraèdres  qui  forment 
un  système  desmique.  D'après  la  définition  môme,  les  som- 
mets de  ces  trois  tétraèdres  se  répartissent  trois  par  trois  sur 
seize  droites.  On  trouve  aisément  les  sommets  correspondan4s 


(  '^«7  ) 

de  la  manière  suivante  :  Désignons  par  i,a,  3,  4>  ^'i  •••)4'i 
i',  ...,4'  les  faces  de  ces  tétraèdres,  d'après  le  Tableau 

.  I,  iaoya^at),  j   i',  (a  bfCydz),  l   i',  (atb  c^dt), 

I  2,  [àb^b^rbt),  12',  (azb  ced^c),  ^    la',  (uybtc  dje), 

j3.  (cc^CyCt),  '13',  {atbjccdy),  /  ^''  (abzCtdy), 

4,  {ddgdydz),  '4',  {aybzCxd),  \  4^  («x^xCjrrf), 

et  représentons  aussi  un  sommet  quelconque  par  la  même 
notation  que  la  face  opposée. 

Cela  posé,  considérons  un  plan  singulier,  (aatbbgCCt)  par 
exemple.  11  contient  trois  centres  d'involution  en  ligne  droite, 
c'est-à-dire  trois  sommets  correspondants  des  trois  tétraèdres. 
Or,  si  l'on  consulte  le  Tableau  précédent,  on  voit  que  chaque 
face  de  ces  tétraèdres  contient  deux,  des  six  points  doubles 
appartenant  au  plan  considéré,  à  l'exception  des  faces  4*  4'»  4'- 
Les  sommets  4>  4S  4^  sont  donc  trois  sommets  correspondants. 

Les  faces  4>4S4'  ont  un  sommet  commun;  cette  remarque 
permet  de  former  rapidement  le  Tableau  suivant  : 


ii'3', 

ai'î", 

3i'4', 

4i'i', 

ia'4'. 

22' l", 

32' 3', 

4a' 2', 

i3'i', 

a3'4'. 

33' 2', 

43' 3', 

i4'2', 

24' 3', 

34'  I'. 

44' 4'. 

Si  Ton  considère  les  chiffres  comme  représentant  des  som- 
mets, trois  sommets  d'un  même  groupe  sont  en  ligne  droite  ; 
si  les  chiffres  représentent  des  faces,  trois  faces  d'un  même 
groupe  se  coupent  suivant  une  ligne  droite. 

Od  voit  ainsi  apparaître  deux  systèmes  formés  chacun  de 
seize  droites  :  chaque  droite  du  premier  système  appartient  à 
un  plan  singulier  unique  (et  l'on  a,  d'après  ce  qui  précède,  le 
moyen  d'établir  la  correspondance);  chaque  droite  du  second 
mtème  passe  par  un  point  double. 

Le  lecteur  pourra  de  même  préciser  sans  difficulté  les  cor- 
respondances auxquelles  donnent  lieu  les  cas  de  l'involution 
quadruple  et  de  l'involution  sextuple. 


(  ^i«  ) 
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mn  DE  GÉOMÉTRIE  CINÉMATIQUE  ; 

Par  m.  Vittorio  NOBILE. 


Je  me*  propose  d'indiquer  iei  quelques  propriétés  du 
inouveinent  d*un  solide  de  révolution  fixé  par  un  point 
de  son  axe  et  assujetti  à  s'appu}'er  sur  une  droite  fixe^. 
Je  suppose  que  le  eorps  ne  puisse  pas  glisser,  de  manière 
que  le  mouvement  se  réduise  à  un  roulement  pur.  Dans 
cette  hypothèse  le  système  est  à  un  seul  degré  de  liberté, 
et  uu  seul  paramètre  suffira  à  déterminer  le  mouve- 
ment. 

Si  nous  considérons  la  droite  OM  joignant  le  point 
(ixe  O  avec  le  point  de  contact  M  du  corps  mobile 
avcîc  rf,  il  y  aura  une  position  où  OM  coupera  orlhogo- 
nalement  d  ;  c'est  cette  position  que  nous  choisirons 
comme  initiale  ('). 

Tous  les  points  tels  que  M,  considérés  sur  la  surface 
du  corps  mobile,  forment  une  ligne,  que  nous  appelle- 
rons par  analogie  polfiorlie,  dont  la  détermination  est 
le  premier  problème  qui  se  présente  dans  Tétude  de  ce 
mouvement. 

Soitiî  le  plan  perpendiculaire  à  Taxe  du  corps  et  pas- 
sant par  O,  et  iv  la  distance  du  point  M  à  ce  plan;  soit 
en  outre  i^  l'angle  des  deux  plans  passant  par  Taxe  du 
corps  et  respectivement  par  le  point  M  et  le  point  de 
la  polhodie  correspondant  à  la  position  initiale,  et  eniin 


(')  Il  est  cvidcnl  que  ce  choix  est  absolument  arbitraire,  le  mou- 
vement du  corps  étant  indépendanl  de  la  position  initiale. 


(   219  ) 
soît  u  la  distance  de  !V1  à  l'axe.  D*après  ces  définitions 
si 

est  réqualîoii  de  la  surface  du  corps,  rélément  linéaire 
de  toute  ligne  tracée  sur  cette  surface  est  donné  par  la 

formule 

Or,  puisque  la  polhodîe  roule,  dans  le  mouvement, 
sur  la  droite  fixe,  si  nous  comptons  les  arcs  de  polhodie 
à  partir  du  point  où  ç'  =  o,  qui  correspond  sur  la  droite 
au  point  Mq,  l'arc  s  sera  égal,  évidemment,  au  seg- 
ment MqM  de  la  droite.  Alors  le  triangle  rectangle  OM qM 
nous  fournit  deux  expressions  de  Tare  5,  savoir 

Îs  =  h  tangO, 

Avec  la  deuxième  de  ces  relations  la  formule  (i)  de- 
vient 

d'où  Ton  tire 

ou  encore^  en  effectuant  la  dérivation  indiquée  sous  le 

radical 


(3)    d^  =  ±—^ u^^p{u)^h^ ' 

qui  est  l'équation  différentielle,  en  coordonnées  polaires, 
delà  projection  de  la  polliodie  sur  le  plan  d'un  paral- 
lèle. 
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2.  Avant  de  continuer  rëtude  de  la  polhodie  il  faut 
préciser  le  sens  des  w  positives.  Nous  pouvons  les 
compter  de  l'un  ou  de  Taulre  côté  du  point  O,  mais 
nous   choisirons  entre   les   deux  directions    celle   qui 

forme  avec  le  segment  OMo  un  angle  moindre  que-* 

Ceci  posé,  puisque  la  droite  fixe  est  la  tangente  de  la 
polhodie  au  point  M,  on  trouve  par  un  raisonnement 
géométrique  très  simple  la  relation 

(^^  dT-r 

où  /  est  la  distance,  prise  avec  son  signe,  du  point  O  au 
point  où  Taxe  du  corps  est  rencontré  par  la  normale  â 
la  surface  au  point  de  contact.  Cette  relation  nous 
montre  qu'en  général  (*)  dans  la  position  initiale  la 
courbe  est  tangente  au  parallèle  du  point  de  contact.  Il 
est  d'autre  part  évident  que,  dans  ce  cas,  elle  est  symé- 
trique par  rapport  au  méridien  de  ce  point.  Pour  voir 
si  aux  environs  de  la  position  étudiée  la  courbe  est 
située  au-dessous  ou  au-dessus  du  parallèle,  il  faudra 
voir  si,  au  point  considéré,  w  a  un  maximum  ou  un  mi- 
nimum. Or  on  a,  en  considérant  /  comme  une  fonction 
de  5, 

d^w  ^  i         s    dl  ^ 
^^  ~d^  "1"  T^ds' 

donc,  si  pour  5  =  o  la  quantité  -j-  ne  devient  pas  infinie, 
on  aura  au  point  initial 

d'^w       I 

IF  "  V 


(*)  Le  cas  où  Ton  aurait  dans  la  position  initiale  /  rr  o  sera  exa- 
miné à  part. 
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c*est-à-dire  que,  dans  le  voisinage  de  ce  point,  la  courbe 
est  située  au-dessous  ou  au-dessus  du  parallèle  selon 
que  la  normale  à  la  surface  coupe  Taxe  des  iv  dans  la 
région  négative  ou  dans  la  positive. 

Il  est  facile  de  voir  que  pour  s  =^o  -y-  reste  finie.  Ka 

effet,  on  trouve  facilement 


/  =  ; > 


[-'=5?  =/(«)] 


d'où 

dl       dw        w'  —  uip'  du 
ds  ^   d$  w'^         ds 

et  puisque 

dw       dw  du 
ds  ""  du    ds  ' 


dl  __^  dw  /        w' —  uw'\ 
di"  "5s"V'^         17^^       / 


qui  pour  5  =  o  s'annule  à  cause  du  facteur  --r--* 

Si  dans  la  position  initiale  (v'=:  o,  /  devient  infini,  la 
courbe  est  aussi  tangente  au  parallèle,  mais  pour  l'étu- 
dier il  convient  dans  ce  cas  d'examiner  la  variation  de  u. 

On  a 

rfa  __    I    dw  _^         s 

ds        w'    ds  ^  u  -h  ww'  ' 

d*u  __  I  j»(i -h  iv'«-f- cviv') 

ds*  ~"  M  -h  ww'  (  1*  -h  ww'y 

ei  pour  5^=zw'z=zo 

du  _^  <f*tt  _    î 

ds  "    *  ds*  ~"  Uq 

Au  point  initial,  u  est  donc  minimum,  et  la  projection 
a<*  la  polhodie  louche  extérieurement  le  cercle  u  =  u^. 
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3.  Nous  pouvons  écrire 

du       du  ds 
d\^  ~  ^5  dv 

ou  encore 

du  s  ds 


dv        u  -\-  ww'  dv 

et  si  nous  supposons  que  le  roulement  sur  la  droite  fixe 
s'ellectue  toujours  dans  le  même  sens,  -%-  garde  toujours 

le  même  signe;  alors  le  signe  de  -r-  dépendra  seulement 
du  facteur 


u  -4-  ww' 


Le  signe  de  cette  quantité  change,  en  général,  lorsque 
le  corps  passe  par  la  position  correspondante  à  la 
valeur  5  =  o,  ensuite  il  dépend  du  signe  de  u  -|-  w«^. 
Cette  considération  fixe  à  chaque  instant  le  signe  à 
prendre  devant  le  radical  qui  figure  dans  la  formule 


du      ~y  a«-f-/»(a)— A« 

4.  Nous  allons  maintenant  étudier  le  cas  où  dans  la 
position  initiale  on  aurait  /==o,  ce  qui  arrive 
lorsque  OM,,  (  *  )  est  la  normale  à  la  surface.  Nous  consi- 
dérons d*abord  le  cas  particulier,  où  le  point  de  contact 
du  corps  avec  la  droite  dans  la  position  à  étudier  sérail 
aussi  le  point  de  rencontre  de  la  surface  avec  Taxe  de 
révolution  ;  on  aura  alors  en  ce  point 

"  =  o,       /(m)  =  /i,        f'(u)=zo; 


(')  Il  est  impossible  que  cela  arrive  dans  une  autre  position  du 
fovps,  car  le  plan  mené  par  le  point  de  contact  M  perpendiculaire- 
ment à  la  droite  fixe  doit  contenir  la  normale  à  la  surface. 
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parsuîlc,  si  la  fonction yi(u)  est  développable  aux  envi- 
rons Je  u  =  o    par   la   formule   de    Maelaurin,    nous 
pouvons,  en  négligeant  les  puissances  de  h  supérieures  à 
la  deuxième,  poser 

f(u)  =  h~\-  -M», 


ou 


£  =  /"(o).  On  trouve  alors  tout  de  suite 

a»-+- /*(!/)—  /i«  =  u«(i  -4-  ht), 
après  avoir  supprimé  les  termes  en  w*  et  en  a*.  Alors 

((>)  — = —  =  ^  nz. 

au 

Si  e  <  oau  point  u  =  Oj/(u)  a  un  maximum,  la  sur- 
face tourne  donc  sa  concavité  vers  le  point  fixe  O,  et  sa 
convexité  n  la  droite  fixe.  -Dans  ces  conditions  la  for- 
mule (6)  nous  montre  qu'autour  de  ladite  position  le 
mouvement  est  impossible,  ce  qui  était  d'ailleurs  évi- 
dent. Si  s  >  o  la  surface  tourne  sa  convexité  au  point  O. 
Dans  ce  cas  on  voit  par  la  formule  (6)  que  la  projection 
delà  polhodie  se  confond,  aux  enviions  du  point  u  =  o 
avec  une  spirale  logarithmique;  il  s*ensuit  que,  si  au 
point  de  départ  on  a  a  =  o,  le  corps  pivotera  indéfini- 
ment autour  de  son  axe  de  révolution,  mais  s'il  part 
dune  autre  position  quelconque,  et  d'ailleurs  parfaite- 
ment arbitraire,  il  pourra  s'approcher  autant  que 
l'on  voudra  de  la  position  oà  m  =  o,  sans  jamais 
l  atteindre, 

0.  Plaçons-nous  maintenant  dans  le  cas  général  où 
dans  la  position  à  étudier  u  serait  >  o.  Nous  pouvons 
ccriro  ici 

f(u)=/-^(N-  lio)/'  ^  \(  u  -  HoY/". 
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où/=/(uo),  /^'^  =/<'J(«o).  De  celle  formule  on  lire, 
en  négligeant  les  puissances  de  {u  —  u©)  supérieures  à 
la  deuxième, 

/(a)-a/'(u)=/-Uo/'~i(a«-"î)/', 
et,  en  tenant  compte  des  relations 

dont  la  seconde  exprime  que  OMq  est  normale  à  la  sur- 
face, on  obtient  la  valeur  de  l'expression 

Aî[,_H/«(a)]-[/(a)-a/'(a)p, 
savoir 

(u-  uoy[ul-^p-  i(u  -h  ao)»]/"» 

(a- ao)[2(aJ -+-/«)- ao^tt-+- Mo)]//' -Hia'-aî)//'. 


On  peut  simpliâer,  car  si  Ton  groupe  les  deux  der- 
niers termes,  leur  somme  est 

ou,  ayant  égard  à  la  deuxième  des  formules  (7) 

Donc 

=  (u  -  tto)n/(ï -^/'«H-/r)~  i  (3"o-+- w)(w  -  tto)/]/. 

D'une  manière  analogue  on  trouve,  après  quelques 
réductions  et  à  Taide  de  la  deuxième  des  formules  (7) 

donc 


(^>  l^-±^//-^/*        ,^-/'«  +  //' 


—  Mo) 


(  a25  ) 

Celte  quadrature  peut  toujours  être  oflectuée  en  ren- 
dant rationnelle  la  différentielle  par  une  substitution 
confenable,  mais  sans  entrer  dans  ces  détails  Téqua* 
lion  (8)  met  en  évidence  une  particularité  remarquable. 
Si  Ton  considère  le  corps  arrivé  à  la  position  qui  cor- 
respond à  u  =  Uoi  on  aura 

ou,  en  substituant  à  y*  le  rapport ^^  et  en  divisant 

par  uo, 

Cette  équation,  si  Ton  y  considère  u  et  i^  variables, 
esiTéquation  différentielle  de  la  projection,  sur  le  plan 
d'un  parallèle,  des  lignes  asjmptotiques  de  la  surface 
(V  =f{u)  *,  nous  pouvons  doue  conclure  que  dans  la  po- 
sillon  que  nous  avons  considérée  la  polhodie  touche 
une  fies  lignes  asymptotiques  passant  par  le  point  de 
contact  du  corps  et  de  la  droite  fixe.  Dans  ce  cas,  la 

polhodie  ne  touche  pas  le  parallèle  du  point  Mo,  -7-  ne 

change  pas  de  signe,  et  prend,  pour  u  =  z/q^  le  signe  + 
ou  —  selon  que  la  courbe  touche  Tune  ou  Tautre  des 
deux  asymptotiques,  ce  qui  arrive,  comme  Ton  voit  faci- 
lement à  Taide  de  la  formule 

du  s  ds 

dv  ~~  u  -h  ww'  dv 

selon  que  le  corps  tend  à  la  position  où  u  =  t/o  en  par- 
lant de  Tune  ou  de  Tautre  de  deux  positions  sj;métriques 
par  rapport  au  plan  mené  par  O  perpendiculairement 
à  la  droite  fixe. 
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6.  La  piopi'iélé  de  la  polliodie  que  nous  venons  de 
signaler  pouvait  être  prévue  en  s^appuyanl  sur  une 
remarque  que  nous  ferons  dans  la  suite.  Nous  verrons 
que  la  perpendiculaire  menée  du  point  de  contact  M  à 
la  droite  fixe  dans  le  plan  de  cette  droite  et  du  point  0 
est  la  binormale  de  la  polhodic-,  or,  comme  dans  le  cas 
étudié,  cette  droite  est  normale  à  la  surface,  on  voit 
immédiatement  que  la  polbodie  doit  toucher  une  des 
asymptotiques.  Toutefois,  ce  raisonnement  n'est  pas  gé- 
néral, car  on  voit  qu'il  présuppose  que  la  polhodie  ait, 
dans  la  position  considérée,  une  tangente  bien  déter- 
minée ;  lorsque  cela  n'arrive  pas,  le  raisonnement  tombe 
en  défaut,  et  conduit  à  des  résultats  erronés.  Cela  arrive 
lorsque  Uo=  o,  car  alors,  après  avoir  obtenu 


-  (SU  -  n/- ¥^ 


il  n^est  pas  loisible  de  diviser  par  Uo,  et  en  conclure 


Nous  avons  un  exemple  de  ce  fait  dans  le  cas  prépé- 
dent  où  ao=/'("o)  =  o.  En  cifet,  lorsque  /">o  la 
polhodie  se  confond,  ainsi  que  nous  venons  devoir,  avec 
une  spirale  logarithmique  ;  le  mouvement  est  donc  réel, 
tandis  qu'avec  le  raisonnement  précédent  on  conclurait 
à  l'impossibilité  du  mouvement,  parce  que  le  point  con- 
sidéré est  un  point  elliptique  de  la  surface  où  les  lignes 
asymptotiques  deviennent  imaginaires.  C'est  pour  cette 
raison  que  nous  avons  préféré  la  voie  analytique  qui  est 
rigoureuse,  et  met  bien  en  lumière  ce  cas  d^exceptiou. 

Nous  voyons  ainsi  que  le  mouvement  est  impossible 
dans  la  position  considérée,  lorsque  dans  cette  position 
le  point  de  contact  est  un  point  elliptique  de  la  surface. 
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7.  Expression  Je  la  vitesse  angulainf.  --  il  est 
é>iJeiil  que  la  droite  joignant  le  point  fixe  O  au  |X>int 
(le  contact  M  est  Taxe  instantané  de  rotation  du  corps 
roulant  :  donc,  si  nous  imaginons  réalisée  la  surface 
conique  que  Ton  obtient  en  joignant  O  à  tous  les  points 
(Ida  polhodie,  le  mouvement  du  corps  pourra  être  ob- 
tenu en  faisant  rouler  ce  cône  sur  le  plan  du  point  O  et 
(]e  la  droite  d.  Il  s'agit  donc  de  trouver  la  vitesse  angu- 
laire du  cône  roulant.  Si  nous  indiquons  par  d'f  Tangle 
de  deux  plans  tangents  au  cône  infiniment  voisins,  et 
pr<i)  la  vitesse  angulaire  dont  nous  cherchons  Texpres- 

sion,  nous  avons 

do 
dt 

Imaginons  maintenant  la  polhodie  comme  une  courbe 
tracée  sur  le  cône  que  nous  avons  considéré;  pendant 
que  le  cône  roule,  la  polhodie  roule  aussi  sur  la  droite 
(ixe^.  Donc,  si  nous  supposons  que  Ton  ait  développé 
le  cône  sur  le  plan  où  il  roule,  la  polhodie  doit  coïn- 
cider, après  le  développement,  avec  la  droite  a;  cela 
sufGtpour  aflGrmer  qu'elle  est  une  ligne  géodéMque  du 
cône.  11  s'ensuit  que  la  droite  menée  par  M  perpendicu- 
lairement au  plan  passant  par  O  et  par  c/,  qui  est  la  nor- 
male au  cône,  est  aussi  la  biiiorniale  de  la  polhodie;  si 
nous  indiquons  donc  avec  e  et  r,  respectivement  Tangle 
de  contingence  et  Tangle  de  torsion,  nous  avons  par  la 
formule  de  Lancret 

•t,  puisque 

ds  ds 

P  '• 


^9) 


(f) 


y   p»        r«  rit 


On  peut  encore  simplifier  celte  formule  en  s'appuyant 
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sur  une  propriété  commune  aux  lignes  géodésiques  de 
toute  surface  conique.  Ces  lignes  jouissent  de  la  parti- 
cularité d'avoir  une  des  deux  équations  intrinsèques  in- 
dépendante de  la  nature  du  cône,  et  par  suite  invariable. 
Cette  équation  (*  )  est 

(lo)  sr  =  Ap, 

Il  étant  la  distance  du  sommet  du  cône  au  point  de  la 
courbe  où  elle  coupe  à  angle  droit  la  génératrice,  c'est- 
à-dire  la  quantité  que  nous  avons  déjà  appelée  A.  Ou 
peut  avec  l'équation  (lo)  éliminer  r  de  l'expression  dew, 
et  l'on  obtient 

/A»-f-**  ds 


(II)  w= 


hç>        dt 


Si  Ton  veut  w  en  fonction  de  l'angle  6  =  MqOM,  il 
faut  substituer  à  5,  AtangQ  et  il  vient 

h       d^ 

p  cos'6  dt 

8.  Si  X,  [X,  V  sont  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
principale  à  la  polhodie  par  rapport  à  trois  axes  ortho- 
gonaux issus  du  point  O,  on  a 

pour  avoir  donc  les  composantes  p^  q^  r  de  la  rotation, 
il  faut  connaître  rfX,  rf[jL,  rfv  dont  les  expressions  sont 
données  par  les  formules  de  Frenet 

(fk  =  —  (as-haT)), 
d\k=—(bz-^^r^), 
û?v  =  —  (  c  e  -f-  Y^i  ), 


(')  Cksàro,  Lezioni  di   Geometria   intrinseca,  p.   i44»  Napoli 
1896. 
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A,  b,  c  et  a,  ^,  Y  ^lant  respeclivcment  les  cosinus 
directeurs  de  la  tangente  et  de  la  biriormale.  Il  faudrait 
donc  calculer  les  quantités  qui  figurent  dans  les  seconds 
membres  en  fonction  de  s.  Mais  pour  les  applications 
dynamiques,  si  l'on  veut  étudier  le  mouvement  dans  le 
cas  très  fréquent  où  les  forces  agissant  sur  le  corps  déri- 
veraient d'un  potentiel  U,  il  est  inutile  de  counaitre  les 
eipressions  de  />,  ^,  r;  mais  il  faut  seulement  trouver  la 
force  vive  T,  et  l'on  y  arrive  très  facilement.  Choisissons 
une  terne  d'axes  fixes  dans  le  corps  et  ayant  l'origine  au 
point  O;  soit  Oz  l'axe  de  révolution  et  Oj:  et  Oy 
deux  droites  quelconques  perpendiculaires  à  O2  et  se 
coupant  mutuellement  à  angle  droit. 

Si  le  corps  est  homogène  et  si  on  le  considère  tout 
eotier,  ou  une  portion  comprise  entre  deux  plans  per- 
pendiculaires à  Or,  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au 
point  0  est  de  révolution  et  son  équation  est 

la  signification  de  A  et  B  étant  connue.  Alors,  u,  1^,  iv 
étant  les  coordonnées  du  point  de  contact,  le  moment 
d'inertie  par  rapport  k  l'axe  instantané  de  rotation  est 

_  Am*h-Bw«  _  Au<>4-B/«(£/) 

et,  puisque 

ou  a 

OÙ  il  reste  à  calculer  u  et  p  en  fonction  de  5,  dans  les  cas 
particuliers. 

9.  Surface  engendrée  par  l'axe  de  révolution,  — 
Imaginons  un  cône  circulaire  C  dont  le  sommet  soit  le 
Ann.  de  Matliémat.,  3*  série,  l.  XVIII.  (Mai  1899.)  J^ 
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point  Gxe  O  et  dont  l'axe  coïncide  avec  Taxe  instantané 
de  rotation.  Supposons,  en  outre,  ^ue  la  surface  de  ce 
cône  contienne  Taxe  du  corps;  on  voit  aussitôt  que  tous 
les  cônes,  tels  que  C,  constituent  une  famille  simplement 
infinie  dont  Tenveloppe  est  la  surface  engendrée  dans  le 
mouvement  par  Taxe  de  révolution  du  corps  mobile. 

On  doit  donc  d'abord  établir  un  terne  d'axes  fixes, 
puis  obtenir  l'équation  générale  des  cônes  C  renfermant 
un  seul  paramètre,  s  par  exemple,  et  ensuite  éliminera 
entre  les  équations 

Etablissons  maintenant  le  système  d^axes  fixes  dans 
l'espace.  Le  plan  passant  par  O  et  par  la  droite  fixe  d 
soit  le  plan  xj-^  la  perpendiculaire  et  la  parallèle 
menées  à  la  droite  d  par  le  point  O  soient  respectivement 
Ojc  et  Oy.  Ceci  posé,  les  cosinus  directeurs  de  l'axe 
instantané  par  rapport  à  ces  axes  sont  évidemment 


l/JT^Tp      ^,1  ^_  /lï 


o. 


En  outre,  indiquant  par  x,  j',  z  les  coordonnées 
d'un  point  quelconque  P  du  cône  C  correspondant  à  la 
valeur  5,  les  cosinus  directeurs  de  OP  sont 


X       y       z 

—  y      —  >      - 

r        r        r 


(r  =  y/a?' ■+■>'' -H -5'); 


le  cosinus  de  l'angle  de  ces  deux  droites  est  donc 

hx  -^  s}^ 

Nous  avons  d'autre  part  une  autre  expression  de  celte 


i 
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même  quanlîlé,  savoir 


IV  w 


En  égalant  les  doux  «»xpr4»ssîoiis,  on  a  réqualîon  gé- 
nérale (les  c(*)ni*s  C 

où  il  faut  imaginer  w  exprimé  imi  fonction  de  5. 

L^équation  de  la  surface  chercliée  résultera  de  l'éli- 
mination do  5  entre  les  équations 

)r»  «V*  =  (  /i  3"  -f-  sy  )*, 
dw 

On  ne  peut  effoctuor  celte  élimination  que  dans  les 
cas  particuliers,  h  cause  de  w  et  --t-,  qui  sont  des  fonc- 
tions de  s  dont  la  forme  dépend  de  la  surface  du  corps 
mobile  et  de  sa  position  par  rapport  à  la  droite  fixe;  si 
l'on  connaît  la  fonction  w  =z  f(^u)  et  la  quantité  //,  les 

Jeux  relations 

u  —  ;p(«'). 

*»=  II*  H-  iv« —  A*, 

d*  •  .        dw  g, 

exprimer  iv  et,  par  suite,  -r- »  eu  lonctioii 

des. 

10.  Il  y  a  cependant  un  cas  particulier  important  que 
nous  allons  montrer.  Supposons  que  Ton  ait  toujours 

/  -  .  div        - 

(IJ)  w^  —  ws—r-  ~  ^'t 

as 

fi  étant  une  constante,  et  voyons  les  cas  dans  lesquels 


(    232    ) 

cette  relation  peut  se  vérifier.  On  peut  l^écrire 

ds  _^    w  dw 

Intégrant  et  indiquant  par  ki  une  seconde  constante, 

nous  avons 

Al  $  =  /w»— A». 

Elevant  au  carré  et  substituant  à  s^  sa  valeur 

s«  r=  a«  -^  cvl  __  A», 

nous  obtenons 

(i5')  Ar}(a«-+-«'»— A«)=  fv»— it^. 

Cette  équation  peut  s'écrire  en  coordonnées  carié- 
siennes  en  posant 

Elle  devient  alors 

et  comme  les  coefficients  de  z^  et  {x^+y^)  sont  indé- 
pendants, on  voit  que  cette  équation  peut  représenter 
toute  quadrique  de  révolution  ayant  le  centre  au  point 
fixe  O,  et,  pour  ces  surfaces,  vaut  Téqualion  (i5). 

Cherchons  maintenant  la  surface  engendrée  par  l'axe 
de  révolution.  On  peut  remplacer  le  système  (î4)  par 
l'autre 

•     dw        , 
r^w—j-  =  hxy  -\-  sy^, 

La  première  de  ces  équations,  dans  notre  cas,  devient 

A*/'*  =  hx{hx  -\-  sy). 


(  ^33  ) 
d'où  roii  tire 

'  ~         hxy 

En  outre,  puisque 

wdw       iv*  — /:«  .       , 

d$  s  ' 

on  a 

alors  la  seconde  des  équations  (i6)  prend  la  Torme 

r^k\$  ^  hxy  -h  sy^. 

Introduisant  l'expression  (17)  on  obtient,  après  quel- 
ques réductions,  l'équation 

(18)  A-«  k\  r«  —  A»  k\  ar«  —  k^y^  =  o, 

qui  représente  un  cône  du  second  degré.  Donc  : 

Lorsqu'une  quadrique  de  révolution  est  mobile 
autour  de  son  centre  Jîxe,  et  roule  sans  glisser  sur 
une  droite  fixe,  Vaxe  de  révolution  engendre  un  cône 
du  second  degré. 

Les  axes  de  ce  cône  coïncident  évidemment  avec  les 
axes  des  coordonnées. 

Le  cône  que  nous  avons  trouvé  peut  quelquefois  se 
réduire  à  un  plan  ou  à  un  couple  de  plans  ;  ce  cas  se 
présente,  par  exemple,  lorsque  k  =  h.  En  ellet,  Téqua- 
lion  trouvée  devient  alors 

ou 


<i9) 


=^^v/ïi-' 


<^i  représente,  comme  Ton  voit,  deux  plans  se  coupant 
suivant  Taxe  Ox.  Quelle  est  la  surface  correspondante 


(  ••'•^4  ) 

à  ce  cas  ?  LVquation  (i5')  devicnl,  dans  ce  cas, 

(20)  m2  =  («;Î_/,î)^J-_,^, 

Si  /ti  <  I ,  Inéquation  (19)  représente  deux  plans  réels 
et  Téquation  (^o)  un  hjperboloïde  à  deux  nappes  dont 
le  demi^axe  réel  est  h . 

Si  Âri>>i,  nous  avons  un  ellipsoïde  de  révolution 
allongé  dont  le  demi-axe  de  révolution  est  h  et  le  demi' 

axe  équatorial  est  Ai/  i  —  ^;  dans  ce  cas  nous  savons, 

a  priori^  que  le  mouvement  est  impossible;  cependant, 
Téquation  (19)  confirme  ce  fait,  car  elle  représente, 
pour  ÂTi  >>  I ,  deux  plans  imaginaires. 


[I3b] 

SUR  LES  NOMBRES  PREMIERS; 

Par  m.  h.  LAURENT. 


Je  nie  propose,  dans  ce  travail,  d'étudier  les  propriétés 
des  nombres  premiers,  en  me  plaçant  à  un  point  de  vue 
qui  ne  me  semble  pas  encore  avoir  été  envisagé.  On  ne 
connaît  guère  qu'un  théorème,  celui  de  Wilson,  relatif 
aux  nombres  premiers  et  qui  distingue  ces  nombres  des 
autres  entiers.  Je  commencerai  par  démontrer  un  théo" 
rème  que  je  crois  nouveau  et  qui  ne  semble  pas  décou- 
ler du  théorème  de  Wîlson  : 

Si  Von  considère  le  produit 

/  (1  — a?)  (1  — ^*)...(i  — a?«-»)) 


(  ;,- 


-r«-»)(i  — a:S''-«)...(i  — a:^«-»î')  : 


(  235  ) 

1°  Il  se  réduit  à  n"~*  si  n  est  premier  et  à  zéro  si  n 
est  composé  quand  on  y  remplace  x  par  une  racine 
imaginaire  de  X**  —  1  =  0^ 

7^  Si  on  le  divise  par »  le  reste  est  o,  si  n  est 

composéy  il  est  /i""**  si  n  est  premier; 

3**  Le  résidu  de 

F„(x) 
(x«-i)' 

relatif  aux  racines  de  x"  — 1=0  est  égal  à  —  /i"""^. 

La  première  partie  du  théorème  est  presque  évidente, 
car  si  n  est  composé  et  si  a  désigne  une  racine  de 
x^— 1  =  0,  cette  racine  sera  primitive  ou  ne  Je  sera  pas; 
en  tout  cas  si  elle  Test,  une  de  ses  puissances  ne  le  sera  pas, 
et  si  a'  est  celte  puissance  (  i  —  a')  (  *  —  *^0  •  •  •  (^  —  a"'"') 
sera  nul  et  F;i(a)  sera  nul.  Si  n  est  premier  toutes  les 
racines  a  de  j"  —  1  =  0  sont  primitives,  toutes  les  lignes 
du  produit  Fn{x)  sont  égales,  pour  j:  =  a,  au  produit 

{z—ii)(z  —  7}), .  .(z  —  «»-*)  =  (pour  a  =  1) 

Z  -"~  I 

on  an;  en  sorte  que 

F«(a)  =  /i«-«. 

Pour  démontrer  la  seconde  partie  du  théorème  énoncé, 
j observe  que,  Q{x)  désignant  un  polynôme  entier, 
on  a 


—  I  ^d  X  —  a/   n 


X 


h  ^2)  ••  •,  a;j.i   désignant  les  racines  imaginaires  de 
^'*~-  ï  ==  I .  Si  /i  est  composé,  on  a 

F„(«,)  =  o         et         £i(£j=Q(:P), 

X     ^~*  1 


(a36) 
el  Fn{x)  est  divisible  par  {x" —  i)  et,  a  fortiori^  par 

•  Si./i  est  premier, 

SP  "•"  I 

Or 

a?«  —  I        n  Ma  ir  ~  a,        /i  a:  —  i  ' 
tirons  de  là 

.^  X  —  OLi   '~   X"  —  I  X  —  I 

pour  le  porter  dans  (i),  et  nous  aurons 

iJLifJ  =  Q(a?)-f.  -^ -2 

X"  —  I  ^  ^     /         X^—  l  X  —  I 

ou 

X^  •   ■  I 

a?  —  I 
ou 

F„(*)  =  [Q(z)(x  - 1) -  71»-»]  -— —  -I-  rt»-«, 

G.   Q.    F.   D. 

Enûn,  la  troisième  partie  du  théorème  se  dëmonlre 
en  observant  que  (on  ne  prend  pas  le  résidu  relatif  à 
X  =  i)  en  vertu  de  (i) 

Cela  posé,  je  considère  Téquatlon  (î)  et  j'y  remplace x 
par  —t  elle  devient 


=  ^  (f  ) 


si  n  est  composé. 


(237) 
Prenons  encore   les    résidus   en   excluant  la  valeur 


a-  =  I ,  nous  aurons 


F 


y  7 — v\  '     =  -^  '**"*         *i  *  est  premier, 


Or  la  séri 


1 
=  o  si  n  est  composé. 


-=-    •'-(f) 


est  évidemment  convergente  quand  x  n'est  pas   racine 

d'une  équation  /-)  —  i=o;etle  résidu  dey(x  )  re- 

Ulifà  une  couronne  circulaire  C  formée  de  deux  cercles 
concentriques  h  Torigine,  Tun  de  rayon  très  petit, 
Faotre  de  rayon  R  compris  entre  /z  et  /t  +  i ,  sera  égal  à 
la  totalité  des  nombres  premiers  compris  entre  o  et 
A  + 1.  Plus  généralement,  si  Ton  pose 


n  =  «p 


et  si  Pi,  ^2»    '  '  *'i  Pk  désignent  les  nombres  premiers 
compris  à  Tintérieur  de  la  couronne  G,  on  aura 

En  faisant  grandir  R  indéfiniment,  on  pourra  calculer 
y  -.  pour  tous  les  nombres  premiers. 
EnGn,  si  l'on  pose 

•(.)  =  (.-i!)(.-±')-..., 


(  a38  ) 
on  aura 


el 


Nous  avons  ainsi  le  moyen  de  former  une  équaiioD 
admettant  pour  racines  tous  les  nombres  premiers  el 
seulement  les  nombres  premiers. 

Le  théorème  de  Wilson  conduit  à  un  résultat  analogue 
en  observant  que 

xT(n)  _ , 
X"' —  I 

est  un  polynôme  entier  si  n  est  composé  el  que  le  reste 
de  la  division  de  x^^^'*^ —  i  par  ar"  —  i  est  x""*  —  i,  si 
X  est  un  nombre  premier. 

On  peut  trouver  plus  simplement  le  nombre  des  en- 
tiers premiers  compris  entre  Xo  et  X  comme  il  suit  : 

Le  produit 

IZX  TZX  JZX 

sin  —  sin  -:r-        sin 

0(a7)  =    •  •  • •  •  • 

Tzx  Trar  tzx 

•2  3  n 

est  évidemment  convergent  quel  que  soit  X'^  car  le  fac- 
teur général  est  de  la  forme 

la  fonction  0(a:)  s'annule  pour  j;  =  /i,  une  fois  si  «est 
premier,  et,  en  général,  plusieurs  fois  si  n  est  composé, 

en  sorte  que  -A —  izx,  sans  devenir  infinie,  n'a  plus 


(  23c)  ) 
pour  zéros  que  les  nombres  composés 


e'(ir)  I 

—  ITCOtTtX 


a  alors  pour  infinis  simples  les  nombres  composés^  et 


'   trcotTcar  ■ 


aura  |)our zéros  simples  les  nombres  composés;  enfin 

ito? 


re'(a:)                               il 
sin  ira:  I  -7^ — r  —  t^  cotica? 

aura  pour  infinis  simples  les  nombres  premiers. 

Or  on  sait  que,  si  la  fonction  f{x)  a  pour  infinis 
simples  n  nombres  compris  entre  jTo  et  X, 


r^  f'ix^dx 
/iî:-+- arc  tang/(X)  —  arc  tang/(x)  =  /      '^^y,/^ 


) 


les  arc  tang  étant  compris  entre et  -•  On   pourra 

donc  poser 

i  désignant  un  nombre  toujours  facile  à  calculer  et 
moindre  que  Tunité.  Nous  appliquerons  cette  formule  à 
la  recherche  des  nombres  composes  en  nombre  c  com- 
pris entre  x©  et  X;  alors 


^0 


c-f- 1  = 


/*      .r0'(ar)  Il 


\^'(x)                            ip* 
I  T-r— :  —  T^  cotTca:  H 


(  Mo) 

on  a,  pour  (  j:   <  i, 

1î              1ZX            I                       /           I                               1 

^       /"ni                                                         —        ^      —ni'                                                                 ,1,                                                                             .1. 

..), 

COI              -              —  —"il--                •    ^         •           ,      •      '    • 

n          n        X              \x*  —  /i*       a?*  — 4^* 

et,  eu  posant 

-col =2(-i-4-  -^  -\ r-   H-  .  .  . 

w              n            fr              \  n»             n»               «o 

). 

g» 

2  \Ji  ^^^  V  "^  î)  ^  *^'«  "^  5Îx«-h5Îar*-h. . .). 


On  en  conclut 

6 (a?)  a:  "•    '  /      x  ♦ 

Cette  formule  n'a  lieu  que  si  |  x  |  <C  i  ;  néanmoins, 
en  multipliant  ses  deux  membres  par 

ira?      it'a?' 

sinira?  := =-ï — h. . ., 

I  3! 

on  obtiendra  une  formule  vraie  pour  |  j:  |  >>  i ,  les  deux 
membres  de  la  nouvelle  formule  étant  symétriques  dans 
toute  l'étendue  du  plan^  en  prenant  les  dérivées  des 
deux  membres  par  rapport  à  x  et  en  multipliant  par 
sin^TwX,  on  obtiendra  encore  une  formule  valable  pour 
toutes  les  valeurs  de.x;  en  sorte  que  (i)  prendra  la 
forme 

I     /•*  6|a?*-H  6var* -+-. . .  , 

c  -♦-  s  =  -    1 dx. 

it  ^^     sin^ira?-!- aj  a?' -+- a^x^-H. . . 

les  a  et  les  h  désignant  des  nombres  faciles  à  calculer;  ou 


(  Mi  ) 

même  en  appelant  ol^^  a^,  ...  de  nouvelles  conslanle», 

c-*-e=-    /      ^ 7 dx 

"^  c/,.     «ï  ar*  -h  «4  a:^  -h . . . 

ou 

c  H-  e  -    /       -= î— T dx. 

Il  résiille  de  là  qu'il  existe  une  foncliou 

d  rO'(x)  il    .  , 

sin*irjr-+-  I  -j-i — -  —  itcotirr  h 1    sin'«j: 

l^ir)  x] 

qui  est  le  quotient  de  deux  fonctions  synectiqucs,  et 
dont  l'intégrale  entre  les  limites  Xq  et  X  donne  à  une 
unité  près  le  nombre  des  entiers  composés  compris  entre 
ces  limites,  et  l'on  a  le  développement  en  série  du  nu- 
mérateur et  du  dénominaleur  de  i  (x). 


CORRESPONDANCE. 


L'abbé  Issaly.  —  Sur  la  question  1727.  —  Dans  le  numéro 
de  février  des  Nouvelles  Annales,  M.  Tzitzéica  résout  la 
question  1727,  que,  vers  i885  environ,  j'avais  adressée  au 
regretté  Ch.  Brisse. 

Je  n'ai  qu'à  féliciter  l'Auteur  pour  la  méthode  élégante  qu'il 
emploie  dans  les  paragraphes  i°  et  3".  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi 
<le  2\  M.  Tzitzéica  y  tombe  précisément  dans  la  faute  que  j'ai 
commise,  tout  le  premier,  en  attribuant  à  la  surface  F'  une 
aire  beaucoup  trop  simple.  En  ciîct,  la  formule 


A  =  «(i^)»/ïï7H; 


(  M^) 

définit  Taire  de  la  surface  F'  spkéricisée,  en  quelque  sorte, 
par  la  projection  de  ses  éléments  fuséiformes  successifs 
sur  les  fuseaux  correspondants  des  sphères  de  même  dia- 
mètre; et  comme  aux  points  homologues,  les  plans  tangent? 
sont  tout  à  fait  différents,  sur  les  deux  surfaces,  l'expression 
des  aires  n'est  pas  la  même  dans  les  deux. 

Vous  trouverez,  Monsieur,  dans  un  Mémoire  que  je  vous 
adresse,  et  qui  date  de  1889,  la  correction  de  cette  inexacti- 
tude. Elle  m'a  fourni  l'occasion  de  signaler,  à  cette  époque, 
trois  propriétés  principales  de  ces  surfaces,  artificiellement 
construites,  si  l'on  veut,  que  j'ai  nommées  des  hémicyclides. 
Les  résultats  simples  et  nullement  stériles  qu'elles  four- 
nissent, en  réalité,  me  semblent  leur  mériter  d'être  prises  en 
sérieuse  considération. 

C'est  à  vous  de  décider  s'il  convient  d'attirer  l'attention  de 
vos  abonnés  sur  rillusioa  séduisante  que  la  question  ne 
manque  pas  de  produire,  au  preimer  aspect.  Gela  fournira 
peut-être  à  un  amateur  l'occasion  de  chercher  l'expression 
vraie  de  l'aire  de  F',  en  développant  la  formule  que  j'en  donne 
dans  mon  Mémoire. 

A.  de  Saint-Germain.  —  Sur  la  question  1727.  -—  L'énoncé 
de  la  question  1727  et  la  solution  de  M.  Tzitzéica  (février  1889, 
p.  95)  donnent  une  expression  simple,  malheureusement 
inexacte,  pour  l'aire  A  d'une  surface  F',  lieu  (suivant  les  nota- 
tions de  l'auteur)  des  centres  de  courbure  en  O  des  sections 
faites  dans  une  surface  F  par  tous  les  plans  qui  passent  en  0. 
Regardons  F'  comme  engendrée  par  une  demi- circonfé- 
rence OMP  dont  le  diamètre  OP  est  dirigé  suivant  la  nor- 
male OZ  et  égal  au  rayon  de  courbure  R  de  la  section  faite 
dans  F  par  le  plan  OMP.  Au  fuseau  OMPP'M'O,  limité  par  la 
demi-circonférence  OMP  et  la  demi-circonférence  infiniment 
voisine,  M.  Tzitzéica  substitue  un  fuseau  sphérique  égal 
à  |R*<f6  et  en  déduit  facilement  A. 

La  substitution  n'est  pas  légitime,  comme  elle  le  sera  dans 
le  calcul  de  V. 

Pour  évaluer  A,  je  fais  ZOM  =  <p  et  j'ai,  pour  les  coor- 
données d'un  point  M, 

j7  =  R  sîri^  cos'^  cosô,      jK  =  R  sincp  cos^  sinO,       3=Rcos*&; 


(   a43  ) 
R  est  une  fonction  de  0  donnée  par  la  formule  d'Euler.  On  a 

ie  calcul  donne  sans  difficulté 


rfA  =  R  ces©  dO  rfç4  /  R*sin'9 -h  ( -iT- )  cos*ç. 

La  Géométrie  conduit  rapidement  au  môme  résultat.  Pour 
avoir  le  fuseau  OMPP'M'O,  on  intègre  deQ  =  oàç=-: 
l'intégrale  s'exprime  par  des  fonctions  élémentaires,  mais  n'est 
égale  à  jR*d6  que  si  -3  est  nul.  L'intégration  relative  à  6 
amènera  ensuite  des  fonctions  très  transcendantes. 


QUESTIONS. 


523  (1860,  234)-  Soient  Ti,  x^,  Xj,  . . .,  Xn  les  racines  d'une 
équation 

f(x)  =  o, 

que  nous  écrivons  sous  la  forme  maintenant  bien  connue 

(ao,  a|,a,,  .,,,an){x,  i)«  =  o; 
posons 

'^ù/'  est  la  dérivée  de/;  démontrer  que  la  forme 

(Ao,  A,,  Aj,  . . .,  A,„_0(a7,  j)*'»-* 
«l  un  covariant  de  la  forme 

(MiCIIAEL  ROBERTS.) 


(  M4  ) 

528.  (1860,  247)-  —  ^^  nombre  figuré  par  ilâl  ne  peut  éirc 
un  carré  parfait  dans  aucun  système  de  numération. 

(RoucHÉ). 

546.  (1860)  4o4)*  —  Etant  donnée  une  conique  A,  trouver 
les  transformations  qui  la  changent  en  une  conique  6,  de  telle 
sorte  que  les  normales  à  la  conique  A  restent  par  la  transfor- 
mation normales  à  la  conique  B.  Même  question  pour  les  sur- 
faces. (  Lagubere-Verly  ). 

549.  (1860,  4o5).  —  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites 
dans  un  quadrilatère  est  une  courbe  du  troisième  ordre,  qui 
passe,  comme  on  sait,  par  les  six  sommets  du  quadrilatère 
complet;  mais  elle  passe  aussi  par  les  pieds  âe^  hauteurs  du 
triangle  déterminé  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatère, 
et  comme  elle  passe  d'ailleurs  par  les  deux  points  situés  à 
l'infini  sur  un  cercle,  cette  courbe  doit  occuper  parmi  les 
courbes  du  troisième  ordre  le  même  rang  que  le  cercle  dans 
les  coniques;  ainsi  elle  a  comme  le  cercle  un  double  foyer. 

(Falrb). 

1822.  Étant  donnée  une  conique  G  de  foyers  F  et  F',  on 
considère  une  parabole  P  de  foyer  F  dont  la  directrice  8  passe 
par  F'.  Soit  A  la  directrice  de  la  conique  G  correspondant  au 
foyer  F.  Démontrer  que  les  tangentes  communes  à  la  conique  G 
et  à  la  parabole  P  touchent  ces  courbes  aux  points  où  elles 
sont  rencontrées  respectivement  par  les  doites  S  et  A  ('). 

(M.  d'Ocagnb.) 

1823.  Deux  coniques  G  et  Gi  ont  en  commun  le  foyer  F  au- 
quel correpondent  pour  chacune  d'elles  les  directrices  A  et  A| 
qui  se  coupent  au  point  D.  Démontrer  que  les  tangentes  com- 
munes à  ces  coniques  passent  par  le  point  de  rencontre  de  la 
droite  qui  joint  les  deux  autres  foyers  F'  et  F\  et  de  la  per- 
pendiculaire élevée  en  F  à  la  droite  FD.     (M.  d'Ocagnb.) 


(  '  )  Les  théorèmes  qui  font  Tobjet  de  cette  question  et  de  la  sui- 
vante ont  été  obtenus  par  l'auteur  par  voie  de  transformation  gêi>- 
métrique  (A^.  A,,  3*  s<irie,  t.  XIV,  p.  359).  ^^  ^*n  demande  ici,  à 
litre  d'exercices,  des  démonstrations  directes.  (N.  D.  L.  R.)- 


^^^^^^^n:^^ 


•IVXIÉIB  CONCOURS  BBS  «  MHIVSiMANNALBS '> 

POUR  1899. 


S^jet. 


U équation  d'un  cercle  rapporté  à  deux  axes 
rectangulaires,  situés  dans  son  plan,  peut  se 
mettre  sous  la  forme 

(l)  Ml^l  H-  «îJ^îH-  «3^3-*-  «<4J:'V=  O' 

en  posant 

(a)   x  =  x,,     y  =  rj,      ^ =  ^Tj,      ^ =3-4, 

de  sorte  que  les  variables  Xtj  x.^^  x^y  x^  satisfont 
à  la  relation  ^ 

<3)  ;rf  4- a?}  4- a»! -h  a7j  =  o. 

On  peut  appeler  les  quatre  quantités  w, ,  «2,  W3, 
Uj^  les  coordonnées  du  cercle  y  et  l'on  peut  dire  : 
i^  que  toute  relation  homogène  entre  ces  quatre 
quantités  définit  un  réseau  de  cercles;  2^  que 
deux  relations  homogènes  définissent  une  série 
de  cercles;  3^  que  trois  relations  homogènes 
définissent  un  système  de  cercles.  On  peut  classer 
les  réseaux  et  les  séries  de  cercles  d'après  les 
degrés  des  équations  qui  les  définissent. 

I.  Interpréter  y  en  Géométrie  à  trois  dimen- 
sions, les  équations  (c)  et  (2),  qui  définissent  le 
cercle  f  et  les  formules  (3),  qui  conduisent  à  cette 
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définition.  En  déduire  les  propi'iélés  des  réseaux 
et  des  séries  linéaires  de  cercles. 

II.  Étudier  en  particulier  et  aussi  complète- 
ment que  possible  les  propriétés  des  réseaux  qua- 
dratiques, c'est-à-dire  des  réseaux  définis  par 
une  équation  homogène  et  du  second  degré 
en  «4,  «2,  W3,  «4.  Rapprocher  ces  propriétés  dn 
celles  des  sur/aces  du  second  ordre. 

III.  Montrer  comment  l'étude  des  systèmes  dr 
cercles  faite  d'après  cet  ordre  d'idées  permet  de 
construire  un  cercle  tangent  à  trois  cercles  don- 
nés par  une  méthode  dijférente  de  la  célèbre  mé- 
thode de  Gergonne. 

ConditionB. 

Le  concours  est  ouvert  exclusivement  aux  abonnés 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujet 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  l'auteur  : 

i**  A  un  crédit  de  loo^*"  d'Ouvrages  à  choisir  dans  le 
catalogue  de  M.  Gauthier- Villars; 
a"  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3°  A  un  tirage  à  part  gratuit  de  100  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaclion 
AVANT  LE  i5  NOVEMBRE  1899,  •'^^me  d'absoluc  rigueur. 

Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré,  se  faire  immédiate- 
ment connaître,  ou  garder  provisoirement  l'anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné  d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  mêofic  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  Tauteur  et  la  justification 
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de  sa  qualité  d^abonnë.  Les  plis  caciietés  en  question  ne 
seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à  partir  du  i5  no- 
vembre et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  Gxée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal ,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
lériellement  impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
iS  décembre  1899,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard, 
publié  dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1°  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  mention- 
nées, au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  oii  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite  ; 

2^  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digne. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate* 
ment  connaître  s'il  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Rédacteurs. 
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[B12c]  [K9a] 

APPLICATIONS  DBS  MÉTHODES  DE  GRASSMANN  (  '  )  ; 
VECTEURS  DANS  LE  PLAN;  DÉFINITIONS,  PROPRIÉTÉS; 

Par  m.  F.  CASPARY. 


1.  Notions  préliminaires,  —  Soient  A,  B,  C  irois 
points  quelconques  \  les  difTérences  C  —  B,  A  —  C, 
B  —  A  représentent  alors  (voir  Nouvelles  Annales, 
t.  XVII,  p.  391,  1898;  définition  4**)  des  vecteurs  dans 
le  plan  A,  B,  C,  définis  en  grandeur,  sens  et  direction. 

Dans  ce  Mémoire,  je  ne  m'occupe  que  des  vecteurs 
dans  le  plan.  Pour  les  désigner,  j'emploierai  dès  lors  les 
minuscules  de  l'alphabet  latin  en  caractères  gras;  con- 
séquemmentje  pose 

/  C  -  B  =  a, 
(I)  A-G  =  b, 

(  B  — A=c. 

Quant  à  la  grandeur  (longueur)  des  vecteurs,  j'em- 
ploie, pour  la  désigner,  les  minuscules  de  Talphabet 
latin  en  caractères  romains,  de  façon  que  les  longueurs 
des  vecteurs  a,  b,  C  sont  désignées  par  a,  b,  c.  Par 
conséquent,  les  caractères  a,  b,  c  représentent  les 
côtés  BC,  CA,  AB  du  triangle  ABC  {fig.  i)« 

Comme  les  vecteurs  sont  définis  en  grandeur,  sens  et 
direction,  ils  peuvent  être  transportés,  dans  le  plan, 
parallèlement  à  eux-mêmes.  De  là  résulte  que  le  vec- 
teur a,  défini  jusqu'à  présent  par  C  —  B,  représente 
aussi  chaque  vecteur  du  plan,  ayant  la  longueur  a,  étant 

(•)  Voir  Nouvelles  Annales,  t.  XVII,  p.  389;  1898. 
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parallèle  à  a  et  de  même  sens  que  a.  Eu  design anl  un 
vecleur  qui  possède  ces  trois  propriétés  par  a',  on 
aura  a'=a.  Réciproquement  régalilé  a'=a  exprime 
que  les  deux  vecteurs  a'  et  a  sont  parallèles,  de  même 
longueur  et  de  même  sens.  De  plus,  régalilé  a'  =  —  a 
exprime  que  les  deux  vecteurs  a'  et  a  sont  parallèles,  de 

Fig.  I.  Fig.  I  bU. 


1         » 


même  longueur,  mais  de  sens  opposé.  Enfin  Fégalité 
a'  =  Xa  exprime  que  les  deux  vecteurs  a'  et  a  sont  pa- 
rallèles, que  leurs  longueurs  a'  et  a  sont  dans  le  rap- 
port X  :  1 ,  et  que  leur  sens  est  le  même  ou  opposé,  sui- 
vant que  X  est  positif  ou  négatif. 

Pour  désigner,  dans  les  figures  (diagrammes),  le  sens 
d*un  vecteur,  j'emploierai  une  flèche  dont  la  pointe 
marque  la  direction  positive. 

Comme  les  vecteurs  peuvent  être  transportés  paral- 
lèlement à  eux-mêmes,  à  un  diagramme  quelconque 
correspond  un  autre  diagramme,  où  les  vecteurs  sont 
issus  d'un  même  point  O.  Je  donne  à  ce  point  O  le  nom 
de  pôle,  et  j'appelle  conséquemment  le  diagramme  cor- 
respondant ^tag^/'a/n/ne />o/aire.  Le  diagramme  polaire 
met  en  évidence  les  relations  angulaires,  si  l'on  fixe 
encore  un  sens  de  rotation.  Dans  les  articles  suivants, 
j^emploierai  comme  sens  de  rotation  le  sens  opposé  à 
celui  des  aiguilles  d'une  montre. 

Ceci  établi,  j'appelle  angle  formé  par  les  vecteurs  a 
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et  b  V angle  que  la  direction  positive  du  vecteut'  9k  doit 
décrire,  dans  le  sens  de  rotation  fixé,  pour  coïncider 
avec  la  direction  positive  du  ^vecteur  b.  Cooime  les 
directions  positives  des  vecteurs  sont  marquées  par  les 
pointes  des  flèches,  ou  peut  aussi  dire  que  l'angle 
for'iné  par  les  vecteurs  9k  et  h  est  celui  que  la  pointe  de 
la  flèche  de  a  doit  décrire  y  dans  le  sens  de  rotation 
fixéy  pour  coïncider  avec  la  pointe  de  la  flèche  de  b. 

Je  désignerai,  dès  lors,  l'angle  formé  par  les  vec- 
teurs 9,  et  h  par  (a,  b). 

Pour  illustrer  les  notions  que  je  viens  d^établir,  jV'h- 
visage  le  triangle  ABC.  La  fig,  i  montre  ce  triangle  el 
les  vecteurs  a,  b,  C,  définis  par  les  égalités  (i),  avec 
leurs  flèches.  En  menant  par  le  point  O  trois  vecteurs, 
respectivement  =  a,  b,  C,  on  obtient  le  diagramme  po- 
laire (yf^.  ibis)  an  triangle  ABC  (/îg',  i).  Ce  diagramme 
polaire  met  en  évidence  que  la  somme  des  angles  (b,  c), 
(c,  a),  (a,  b)  est  égale  à  S'tt  ou  à  quatre  angles  droits. 
De  plus  ce  diagramme  polaire  met  en  évidence  que 

i   (b,  C)  =  TU  —  a, 
(-î)  I  (C,a)  =  Tr-p, 

(  (a,  b)=Tr  — Y, 

où  a,^,  Y  fio^^  ^cs  angles  intérieurs  du  triangle  ABC, 
dont  la  somme  est  égale  à  tc. 

2.  Définition  des  produits  extérieur  et  intérieur  de 
deux  vecteurs  a,  b. 

Si  Von  désigne  par  a,  b  les  longueurs  des  vec- 
teurs a,  b  : 

i^  Le  produit  extérieur  des  vecteurs  a,  b,  repré- 
senté par  [ab],  est  défini  par  V égalité 

[ab]=  absin(a.  b); 
2°  Le  produit  intérieur  des  vecteurs  a,  b,  repré- 
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senlépar  [a  |  b],  est  défini  par  l'égalité 

[a|b]  =  abcos(a,b). 

Si  le  vecteur  b  est  parallèle  au  vecteur  a,  et  tout  par- 
ticulièrement si  b  coïncide  avec  a,  onab=a^b  =  a; 

sin(a,  a)  =  o^  cos(a,  a)  =  -h  i. 

Par  conséquent,  on  tire  des  déGnitions  i"  et  a**, 

1  [a  al  =  o, 
\  [a|.a)=a«. 

En  désignant,  de  plus,  par  l'exposant  \  la  racine 
carrée,  prise  avec  le  signe  positif,  on  obtient 

(4)  a=[a|a]« 

et  l'on  voit  que  la  longueur  a  d^un  vecteur  a  est  déter- 
minée par  la  racine  carrée,  prise  avec  le  signe  positif, 
du  produit  intérieur  [a  |  a]. 

Comme  d'après  la  définition  de  Tangle  (a,  b), 
l'angle  (b,  a)  est  égal  à  21:  — (a,  b),  des  définitions  1° 
et  2°  dérivent  encore  les  formules 

^,  (  [a  b]  =  -[b  aj, 

I  [a|b]=     tb|a], 

d'où  résultent  les  théorèmes  : 

L  Si  Von  change  dans  un  produit  extérieur  de  deux 
vecteurs  l'ordre  des  vecteurs,  le  produit  extérieur 
change  de  signe, 

II.  Si  l'on  change  dans  un  produit  intérieur  de 
deux  vecteurs  V ordre  des  vecteurs^  le  produit  inté- 
rieur reste  invariable. 

Comme  les  expressions  [ab]  el[a|b]  sont  appelées 
produits  extérieur  et  intérieur,  j'appelle  encore  les 
algorithmes  qui  lient  a  à  b  multiplications  extérieure 
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et  intérieure  et  je  dis  que  dans  les  produits  [ab] 
et  [a|b]  les  deux  vecteurs  sont  multipliés,  l'un  par 
l'autre,  extérieurement  et  intérieurement. 

3.  Somme  et  différence  de  deux  vecteurs.  Somme 
algébrique  de  vecteurs  quelconques.  Théorèmes. 

Soient  Pi  et  P2  deux  vecteurs  quelconques.  Comnio 


Fig.  7, 


Fig.  3  bis. 


P3— Po=Pr-+-P2=  a(M  — 0)=r  R  — O. 

les  vecteurs  peuvent  être  transportés,  parallèlement  â 

eux-mêmes,  on  peut  les  porter  bout  a  bout  (Jig-  2)  et 

poser 

Pi=Hi-lV 

p,=  Pî-Pi, 
d'où  suit 

Comme  le  vecteur  — p,  {Jig.  3)  représente  le  vec- 
teur parallèle  à  pa,  de  même  longueur  que  P2,  mais  de 
sens  opposé,  on  a  : 


III.  Pour  construire  la  somme  (différence)  de  deux 
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vecteurs  quelconques  pi  et  'p^y  on  mène  par  un  point 
quelconque  9^  le  vecteur  P,  —  P^,  égal  à  Pi ,  et  par  le 
pint  P|  le  vecteur  P2 —  P|,  égal  à  p^   (à  —  P2);   le 


Fig.  3. 


Fig.  3  bis. 


Pi-P.  =  P.-Pi  = 


=  R  — O. 


vecteur  Pj  —  P<,    représentera  la  somme  {différence) 
des  deux  vecteurs  pt  etp^- 

Plus  généralement  soient  PiiP29'*Mp/<  /z  vecteurs 
quelconques  ;  leur  somme  algébrique 


Ê!Pl-i-eîPî-^-••.-^Srtp«        (si,  ej,  ...,  £;i  =  dii), 


devient,  si  Ton  pose  : 


(61 


Pi  =£|  (Pi 
P»  =  et  (Pt 


Po), 
PiX 


P/t=£/i(P«— Prt-i), 


égale  à  P„ — Po-  Donc 
IV.  Pour  construire  la  somme  algébrique 

£lPl-f-  îîplH-.  .  .-h  î/iP«  (*l)  Sî,  .  .  .,  Srt  =  =t:  i), 
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des  vecteurs  quelconques  Pf^Pai  •  •  -,  P/o  ^^  mine  par 
un  point  quelconque   Po    le   vecteur   P,  —  Po=£,p,, 

Kig.  4-  Fig.  4  àU. 


P,-Fo^p,-P2-^P3-3(M-0)--i;   -O. 

cesL'h'dire  parallèle  à  Pi,  de  même  longueur  que  pi 
et  de  même  sens  ou  de  sens  opposé j  suivant  que  ei  est 
positif  ou  négatif  j  par  le  point  P|  on  mène  le  vec- 
teur P2  —  Pi  =  e2Paî  ^^(^'  En  continuant  cette  con- 
struction jusqu  au  dernier  vecteur  P„  —  P«-i  =  eiiiP/»î 
le  vecteur  P,,  —  Pq  représentera  la  somme  algé- 
brique e,pi  4- S2P2  +  - ••-+-ertP//. 

Si  le  point  P,|  coïncide  avec  te  point  P^,  la  diffé- 
rence P„ — Pq  est  égale  à  o;  dans  ce  cas  le  poly- 
gone Pi,P2, ...,  P„  se  ferme.  Donc 

V.   La  formule 

ÊiPi -H  ejPi-+-. .  -H  e/ïP/i=  o 

exprime  que  les  vecteurs  Pt^  P2)  •  •  -9  P//  peuvent  for- 
mer  un  polygone  fermé. 

Dans  le  cas  où  «  =  3,  ce  théorème  est  représenlc  par 
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la  formule 


(7)  a -h  b -1-0  =  0, 

qui  résulte  des  formules  (i)  et  exprime  que  l'on  peut 
former  uu  triangle  avec  les  vecteurs  a,  b,  C.  Donc 

V, .  Si  trois  vecteurs  a,  b,  C  sont  liés  par  la  relation 
a-hb4-C  =  o,  on  peut  en  former  un  triangle, 

Fig.  5.  Fig.  5  bis. 


^r^ 


7'" 


/ 


\ 


/ 


\ 
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Les  fig.  2,  3,  4}  ^)  6  montrent,  dans  le  cas  de  deux, 
trois,  quatre  ou  cinq  vecteurs,  la  construction  de  la 
^omme  algébrique,  établie  en  IV. 

On  a,  dans  la /î^.  2,  P2  —  Po  =  Pi  -f-pa^dans  X^fig-  3, 
P.-Po=p,  — p.j;dansla7î^.4,P,— Po=p,  — ps-f-p»; 
Jans  h  fig.  5,  P»  — Po  =  Pi  —  Pa—Pa  — Pt'î  dans  la 
H'  6,  P3  —  Po  =  Pi  -H  Pa  —  P3  -+-  Pi  —  Pj. 

A  la  construction  polygonale  IV  qui  est  connue  cor- 
respond ]a  construction  polaire  de  la  somme  algébrique 

SipiH-  ejPi-l-. .  .-H  î/iP/i         (si,  »2?  • .  •!  ^»  =  —  0 


^ue  je  crois  nouvelle. 
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En  etl'et,  au  lieu  de  porter  les  vccleurs  Pi ,  Ps)  •  •  v  Pi7 
bout  à  bout,  ou  peut  prendre  un  point  quelconque  O 
comme  origine  commune.  Alors  on  peut  poser 

p,  =  ei(Ai  — O), 

(66w>  < 

p«=6«(A«— O). 

En  formant  l'expression  s i Pi  4- s 2P2 -+-•••-+■*« P» 
on  obtient 

eiPl-+-£jPï-r-...-»-  E,iP/i~  «(M  —  O), 

où  le  point  M,  défini  par 

«M  —  A ,  -h  As  -h ...  -h  A„, 

est  le  point  moyen  des  points  A|,  A^, . . .,  A;,  dont  la 
construction  dérive  immédiatement  des  définitions  1" 
et  2"  du  premier  article  (voir  Noux^elles  Annales, 
t.  XVII,  1898,  théorèmes  II,  p.  894,  et  XIII,  p.  4o4)- 
Donc 

IV  bis.   Pour  construire  la  somme  algébrique 

des  ^vecteurs  Pi ,  pa,  '"^Pn^on  mène  par  un  pôle  quel- 
conque O  les  "vecteurs 

A|  — 0=£îpi,        Aj— 0  =  eipî,         ...,        A„— 0=£/ïp/ï. 

cest-^'dire  parallèles  respectiv^ement  à  Pi ,  Ps,  .  •  -,  P»? 
de  même  longueur  que  Po  Ps?  .  ••i  Pn  et  de  même  sens 
ou  de  sens  opposé,  suivant  que  e< ,  s^,  . . . ,  C/i  sont  posi- 
tifs  ou  négatifs.  On  construit  alors  le  point  moyen  M 
des  points  A|,  Aj,  • . .,  A„,  défini  par 

«M  =  Ai-h  Ai -h. ..-+-  A^; 

le  i^ecteur  M  —  O,  pris  n  fois,  représentera  la  somme 


(  ^^7  ) 


al^ébritfite 


Si  Pi -i-sj  Pi -+-...-»-  s«p«=  «(^I  —  0)  =  R  —  G. 

Dans  les  figui-es  polaires  2  bis,  3  bis,  4  ^^X  S  bis, 
6  ii5  le  point  moyen  M  est  construit  pour  n  =  2 ,  3, 4i  5* 
Le  point  M  est  :  pour  /i=  2,  le  milieu  du  segment  A|  A3 
(Jig.  2  bis  et  Jig.  3  bis)  ;  pour  /i  =  3,  le  centre  de  gra- 
vité (lu  triangle  A1A2A3  {/ig-  4  bis);  pour  /i=4»  le 
milieu  du  segment  qui  joint  les  milieux  de  deux  côtés 
opposés  du  quadrilatère  A|A2AsAj|  {Jig.  5  bis)\  pour 
«  =  5,  le  point  d'intersection  des  droites  A/M/,  M/  étant 
le  point  moyen  du  quadrilatère  Aa  A/ A,„  A/i  ^  i,  /r,  /,  m, 
«=  1 , 2, 3, 4  ?  5  (  /ig,  6  bis).  Pour  un  n  quelconque,  le  point 
moyen  est  le  point  d'intersection  des  droites  A/M/,  M/ 
étant  le  point  moyen  du  polygone  A 1 A  ^ . . .  A/_  i  A/^i . . .  A„, 

• 

Le  vecteur  R  —  O,  dans  les  ^g,  2  bis  et  3  bis;  4  bis: 
3  bis]  6  bis  égal  respectivement  à  2  (M  —  O)-,  3 (M  —  O)^ 
4(M  — 0)î  5(M  —  O)  représente  p,  -|-  p,j  (/ig.  abis)-, 
P«-P2î  ifig'  3ii5)-,  p,  —  Pa-hpi  {fig.  4  Mî 
Pi-Pî  — Pa— P4  iJig'  5  bis),,  Pi+Pi  — P3  4-Pt— Ps 
(Jig,  6  bis)y  et  l'on  voit  que  ce  vecteur  R  —  O  est  paral- 
lèle et  égal  au  vecteur  correspondant  Pj  —  Pq  -,  P3  —  Po  ; 
Pi— Pç^  P5  —  P9  des  figures  polygonales  2  et  3,  4>  5,  6 
et  qu'il  a  le  même  sens. 

4.  Théorème  fondamental,  relatif  à  trois  vecteurs 
ifuelconques .  —  D'après  le  théorème  V«,  entre  trois 
vecteurs  a,  b,  C  formant  un  triangle  existe  la  rela- 
tion a  -h  b  4-  C  =  o.  Ce  théorème  n'est  qu'un  cas  par- 
ticulier du  théorème  suivant  : 

VI.  Entre  trois   vecteurs  quelconques   ai,  aa,   a^, 


(  258  ) 
existe  toujours  une  relation  linéaire  de  la  forme 


ai  ai-*-  ajEî-h  asEs  =  o, 


ai,  a2,  as  étant  des  coefficients  positif  s  ou  négatifs. 


Fi  g.  6. 


Fig.  6  bis. 


P.-Po=Pi-f-P2-P3+P4-P5=5(M-0)=R-0. 

Pour  démontrer  ce  théorème,  je  fais  remarquer  que  les 
vecteurs  af  El ,  a,a2^  ^s&s  pourront  toujours  être  trans- 
portés parallèlement  à  eux-mêmes,  de  façon  à  former 
un  triangle  A|  Ao  A3.  Comme  les  vecteurs  A3 — Aj, 
A,  — Aa,  Aa —  A|  sont  parallèles  respectivement  à  a^ 
^2-1  d>3«  on  aura 

A3—  A*  =:-   «lEl, 

Al  — A3—  «jas, 
A  2 —  Al  =  23  a?. 

Suivant  que  A:,  — Aj,  A, — A3,  Ao   -A,  sont  de  même 


(  ^^9  ) 
<en$  que  ai,  Ej,  Es  ou  de  sens  opposé,  les  coefUcieuts  ai, 
li,  1)  seront  positifs  ou  négatifs  et,  quant  à  leurs  valeurs 
numériques,  ces  coefBeients  représentent  les  rapports 
AjAsIai,  As  Al  :  as,  A|  A2  I  03;  ai,  a2,  as  étant  les  ton- 
deurs des  vecteurs  ai,  as,  as.  En  ajoutant  les  formules 
précédeates,  le  théorème  VI  est  démontré. 
On  peut  aussi  donner  k  ce  théorème  l'énoncé  suivant  : 

VII .  Chaque  vecteur  s' exprime  d  '  une  façon  linéaire 
par  deux  vecteurs  quelconques. 

0.  Conséquences  du  théorème  FI.  —  De  la  relation 

linéaire 

aiai-Ha2ai-i-a5a3=  o 

qui  existe  entre  trois  vecteurs  quelconques,  on  peut  dé- 
duire des  conséquences  aussi  importantes  que  simples. 
En  eflet,  si  Ton  multiplie  la  relation 

aiaiH-ajEj-l-  a3a3=  o 

extérieurement  par  ai,  aa,  as,  on  obtient 

Œ«[aiai]  — a3[asai]  =  0, 
ajlaïasj  — ai[aiaj]  =  0, 

,  ailaaai]  — ŒjIaias]  =  0, 
d'où  sui  t 

«1  :  «1  :  a3  =  [aia3]  :  [asaj  :  [ai a»]. 

Par  conséquent,  on  a  identiquement 

5«)  [aja3]a,-h[a3ai]a,-+-[aia,]a3  =  o. 

Par  multiplication  extérieure  et  intérieure,  on  en  tire, 
ai  étant  un  vecteur  quelconque, 

^9)    [ajasUai  aj -+- [a3a,][a,  a*] -f-[aia,][a3  a*]  =  o, 
("5)   [aia3][ai|a4j-+-[a,ai][ai|a4j-+-[aiasJ[a3|a*J  =  0. 

De  même,  si  Ton  multiplie  intérieurement  la  relation 

xi  ai  -f-  «i  at  -f-  23  as  =  o, 


ou  obtient 


(  260  ) 

ai[ai|ai]-i-ai[ai|aij-ha3[a3iai]  =  o, 
ai[ai!aï]  -+-  at[a,|as]  H-  «sLajlai]  =  o, 
ai[ai|a3l  -h  «îLailas]  -»-  «afasIaG]  =  o; 


d*où  suit 


(II) 


(ai|a,J  [a,|ai]  [as|at] 
[a,|a,]  [asiai]  [aalai] 
[ai|a3]    [ajlas]    [aslas] 


=  o 


ou 


(12) 


aîaîaf— aî[a,|a3]«  — aî[ajla,]> 

—  a3[ai|a,]*-+-'>-[as|a,][a3|ail[ai!at] 


=  0. 


6.  Expression  d'un  vecteur  au  moyen  des  deux 
vecteurs  unitaires  61  ef  ôa*  JVouucttes  expressions  des 
produits  extérieur  et  intérieur  de  deux  vecteurs,  — 
Soient  {fig*  7)  A  un  point  de  coordonnées  ai  et  a^  par 

Fig.  7. 


rapport  à  deux  axes  rectangulaires  d'origine  E;  61,  62 
deux  vecteurs  de  longueur  égale  à  Tunité  positive  et 
dont  les  directions  positives  sont  parallèles  aux  direc- 
tions positives  des  axes.  J'appelle  ces  vecteurs  6n  ^2 
vecteurs  unitaires. 
Alors  on  a 


A  -E  =  (A,  — E)-f-(A  — A,). 


(a6.  ) 

Comme 

Al  — E  =  816], 

A   —  A|=  8,6], 

on  obtient,  en  posant  A  —  E  =  a, 

(i3)  a  =  8161+ a«es. 

Donc 

VIIF.  Le  vecteur  a,  dont  les  projections  sur  deux  axes 
rectangulaires  sont  ai  et  ^2,  s^ exprime  par  l'égalité 

(i3)  a  =  aieiH- 8)61, 

où  01  et  63  sont  les  deux  vecteurs  unitaires. 

D'après  ces  définitions  et  les  définitions  générales  du 
n°  2,  les  vecteurs  61 ,  62  sont  soumis  aux  conditions 

ti4)       [e,  ei]  =  o,       [eiei]  =  o,  -     teie,]  =  i; 
«»5)       [ei|et]=i,       [et|ei]  =  i,       [e,le,l  =  o. 

Soit  un  autre  vecteur 

b  =  b|ei-+-  b^et. 

Si  Ton  multiplie  les  deux  vecteurs  a  et  b  en  tenant 
compte  des  conditions  (i4)  ou  (i5),  on  obtient  deux 
expressions  diirérentes,  savoir 

81  bj — a^bf     et     aibi-f-a^bt. 

Je  vais  démontrer  que  ces  expressions  sont  précisé- 
ment égales  à  [ab]  et  [a|b],  de  façon  que  Ton  a 

'•6)  fab]=a,bj— a,b,, 

'i;)  [a|bl=  aibi -hajbj. 

En  effet,  d'après  ïàjig.  8,  on  a 

\  81=  acos(ei,a),        b,  =  bcos(ei,  b\ 
(  aj=  asin(ei,  a),        b,  =  bsin(et,  b), 
Ann.  de  Mathémat..  l*  série,  l.  WIII.  (Juin  1899.)  17 


(  a62  ) 

d^où  il  suit 

aib,— a,bi=  ab  sinî(ei,  b)— (d,  a)î  =  ab  sin(a,  b)  =  [ab], 
ajbi-+-a,b,  =  abcost(ei,b)— (ei,a)!  =  abcos(a,  b)  =  [ajb]. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  Ton  n'a  pas  besoin  de 
figure  pour  établir  les  égalités  (i8).  Ces  égalités  se 
déduisent  immédiatement  si  Ton  multiplie  extérieure- 
ment et  intérieurement  par  61  les  expressions 

a  =  aïOi-f-  ajei, 
b  =  biei-f-bjej. 

De  cette  manière,  on  obtiendrait  par  exemple 

fe,|a]^a,[e,!e,]-+-a2[ei|ei] 

ou 

a  cos(ei,  a)  =  ai, 

et  de  même  les  autres  relations  (18)  (*). 

Remarque.  —  Entre  les  expressions  des  vecteurs  et 
des  points  il  y  a  une  liaison  étroite.  Si  l'on  donne  à 
l'expression  (i3)  du  vecteur  a 

A  —  E  =  aiGi-h  ajéj 
la  forme 

(19)  A  =  E-haiei-+-a,et, 

on  a 

IX.  Le  point  A,  dont  ai,  82  sont  les  coordonnées  par 
rapport  à  deux  axes  rectangulaires,  s'exprime  par 


(1)  Les  identités  qui  se  présentent  parfois  dans  les  problèmes  les 
plus  élémentaires  de  la  Géométrie  prennent  souvent  une  importance 
considérable  dans  les  problèmes  élevés  de  l'Analyse.  Ainsi  les  iden- 
tités obtenues  par  la  substitution  des  formules  (16)  et  (17)  dans  les 
identités  (9)  et  (10)  m'ont  permis  d'établir  des  relations  importantes 
pour  la  théorie  des  fonctions  thêta.  (Voir  Math.  Ann.y  t.  XWIII, 
p.  49-^ >  et  Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik, 
t.  Xcivr,  p.   183  et  3a/r,  l.  XCVII,  p.  i65). 


l'égalUé 

<'9) 


(   ^^^  ) 


A  =  K  -h  aidi  +  8262. 


où  E  esl  un  point  quelconque  et  61,  63  sont  les  deux 
vecteurs  unitaires  dont  les  directions  positix^es  sont 
parallèles  aux  directions  positives  des  axes. 

Dans  l'arlîcle  suivant,  je  ferai  usage  de  cette  expres- 
sion grassmanuietine  du  point  À. 

7.  Complément  d^un  vecteur.  —  Pour  réunît*  dans 
cet  article  toutes  les  notions  nécessaires  aux  applications 
des  vecteurs,  je  vais  encore  déûnir  le  complément  d*un 
vecteur.  Soit  m  un  vecteur  quelconque;  si  Ton  fait 
lourner  le  vecteur  XA  d'un  angle  droil  dans  le  sens  de 
rotation  fixé,  le  vecteur  ainsi  obtenu  est  le  complément 
du  vecteur  m.  Je  le  désigne  par  un  trait  vertical^ 
placé  devant  le  caractère  m,  c'est-à-dire  par  Im.  Donc 

X.  Le  complément  du  vecteur  ni)  désigné  pat  |m) 


€st  le  vecteur  que  l'on  obtient  en  faisant  touVnet  lé 
vectewBld'un  angle  droit  dans  le  sens  de  rotation 

fixé. 

De  cette  définition  Ton  déduit  immédiatement  que  le 


(  a64) 

vecteur  jm  a  le  inèmc  sens  que  m  et  la  même  longueur. 

mais  que  Tangle  (m,  jm)  est  égal  à  -H  -ir. 

Si  Ton  forme  le  complément  du  vecteur  |m,  c'est- 
à-dire  si  l'on  fait  tourner  d^un  angle  droit  le  vecteur  Im, 
on  obtient  le  vecteur  —  m.  Donc 

XI.  Le  complément  du  complément  de  m  est  égal 
à  —  m,  ou  en  form,ule 

im  =  —  m.  . 

En  appliquant  ces  définitions  aux  vecteurs  unitaii'es 
6i,  629  on  a  les  égalités 

,      •  )  iei=     e„ 


qui  changent  les  formules  (i4)  et  (i5)  les  unes  en  les 
autres. 

Plus  généralement,  le  produit  intérieur  peut  se 
déduire  du  produit  extérieur  :  c'est  le  produit  extérieur 
d'un  vecteur  quelconque  par  le  complément  d'un  autre 
vecteur. 

En  edet,  le  produit  extérieur,  formé  par  a  et  |b,  c'est- 
à-dire  [a(|b)]  est  égal  à  absin(a,  |b).  Or,  l'angle  (a,  |b) 

est  égal  à  -  Tî  -f-  (a,  b)  ;  donc 

sin(a,  |b)=  cos(a,  b), 

et.  par  conséquent, 

[aib]  =  [a(|b)]. 

De  même,  du  produit  intérieur  peut  se  déduire  le 
produit  extérieur. 

On  voit  par  là  que  le  trait  vertical  qui  apparaît  dans 
le  produit  intéri(»ur  et  celui  qui  représente  le  complé- 
ment sont  identiques.  Dans  certaines  applications,  cette 
identité  possède  une  importance  considérable. 


(  ^.65  ) 

8.  jépplicalions.  —  Les  notions  que  je  viens  d'ex- 
poser suflisent  pour  toute  application  des  vecteurs. 
Pour  en  donner  quelques  exemples,  je  vais  en  déduire 
les  éléments  de  la  Trigonométrie,  ainsi  que  quelques 
ihéorèiiies  géométriques. 

1.  Eléments  de  la  Trigonométrie,  —  Soient  a,  b,  C 
Irois  vecteurs  formant  un  triangle  et  liés,  couséqueni- 
iiient,  par  l'égalité 

'7)  a-+-l)-+-c  =  o. 

Eu  multipliant  cette  relation  extérieurement  par  a, 

ou  a 

jaaj  +-  [ab]  -h  [ac]  =  o. 
Comme 

faa]  =  o       et        facj=— [caj, 

ou  obtient 

<2i)  |ab]  =  [caj 

ou 

ab  sin(a,  b)  =  ca  sin(c,  a), 
ou 

'iii)  b!;in(a,  b)  =  c  sin(c,  a), 

ou,  d'après  les  formules  (2), 

^aij)  b  siny  =3  c  sin  ^. 

En  multipliant  la  formule  (y)  intérieurement  par  a, 
ou  a 

(22>  [a|a]-t-[a|bj-+-[a|c]=  o, 

ou 

a'  -h  ab  ces  (a,  b)  -+■  ac  cos  (a,  c)  =  o, 
ou 

(22|)  a -t- b  cos(a,  b) -I- c  cos(a,  c)  =2  o, 

ou,  en  vertu  des  formules  (a) 

^-i'-ij)  a  —  b  cos  Y  —  c  cos  3  =  o. 


(  766  ) 
Enfin,  si  l'on  donne  à  la  relation  (y)  la  forme 

a  -^b  = — c 

et  que  l'on  forme  le  produit  intérieur  des  deux  membres, 

on  obtiefit 

[(a-hb)|(a-i-b)J  =  [c(c], 
ou 

(23)  [alaj-+-[b;b]^u[a|bl=(c!cl, 

ou 

(*i3|)  ^*-4- b*-4- 'lab  cos(a,  b)  =  c', 

ou 

(23»)  a*-r-b' — îab  cosY  =  c*. 

Par  les  formules  précédenles  sont  établies  les  relations 
fqndanne^i taies  de  la  Xngonomëtrie,  hormis  les  relations 

,  X  ^  \  (b  — c)cos}a  =  a  Mnî(p-Y), 

(  (J)-i-o)  sip^a  =aoosi(p-r--(). 

Pour  établir  les  formules  grassmauniennes  qui  corres- 
pondent à  ces  relations,  je  fais  usage,  dans  ]a  démoos- 
tration,  de  la  même  figure  que  Ton  etupioie  en  Trigo- 
nométrie ordinaire. 

Soit  ABC  (//^.  g)  un  triangle  quel  conque^ 

DA  =  AS=  BC  =  c, 

Comme  le$    vecteurs   D  —  C  et  S  —  C  ont  la    même 
direction  que  le  vecteur  ^>,  on  a 

5  et  7  étant  des  coefficients.  Or,  de  ces  égalités  résulte 

CD  =  of). 
es  =  t1). 
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et  comme  CD  =  b  —  c,  CS  =  b  H-  c,  on  a 


donc 


b-c 
b  -h  c 


5b, 
ab; 


D— C 

S  — C 


b~c 
b 

b  -h  r 


b, 
b 


F'?-  9- 


Fip.  9  bis. 


Ru  substituant  ces  valeurs  dans  les  identités 


(B--D)-»-(D  — G)-+-(C-B)  =  o, 
(B-S)-h(S  -C)-h(C-B)  =  o, 


1*1  en  posant 


on  obtient 


(i4) 


B  —  D  =  m, 
B  —  S  =  n, 


b  —  C- 
mn i — b 


n  4 


b 
b  -f-  c 


-+-  a  ~  o, 


b-+-a  = 


=  o. 


f^n    multipliant  extérieurement  la  première  égalité 


(  ^68  ) 
par  m  et  la  seconde  par  n,  on  trouve 


(25) 


— j^[bm]  =  [ma]. 
-— ^[bn]  =  [na], 


d*où  suit 

(25.) 


(b  —  c)sin(b,  m)=  asin(m,  a), 
(b -4- c)sin(b,  n)  =  asin(ni  a). 

Ces  formules  se  transforment  immédiatement  en  les 
formules  (a5a),  si  de  la  fig,  g  bis  représentant  le  dia- 
gramme polaire  de  la^^*  9  et  des  formules  (2),  Ton 
déduit  les  relations  angulaires  suivantes  : 

1.  (b,m)  =  i(b, c)  =i^--;«, 

2.  (b,  n)=.iir-f-i(b,  c)  =    «--;«, 

^^    ^3.  (m,a)=  11 -ij(a,b)~(c,  a)j=    ^-{(p-^)' 
4.  (n,  a)  =  iT:- Jj(a,b)-(c,a)}  =  i7:-A(p-v). 

Si  l'on  ne  veut  pas  recourir  aux  diagrammes  polaires, 
le  calcul  grassmaunien  permet,  dans  tous  les  cas,  d'éta- 
blir directement  les  relations  angulaires.  Pour  montrer, 
à  titre  d'exemple,  la  manière  de  procéder,  je  vais  établir 
par  ce  calcul  les  relations  (26). 

Au  moyen  de  la  formule  (7),  les  égalités  (24)  se 
changent  en 

!bm  =  bc  -h  cb. 
K  k  K 

bn  =  bc  —  cb. 

En  multipliant  intérieurement  la  première  égalilé 
par  b  et  par  c,  on  a 

b[b|m]  =  b[b|c]  -f-  c[b!b],      b[c|m]  =  b[c|c]  h-  c[b|c], 

ou 

[b|ml  =  [b|c]-f-bc,        b[c|m]  =  c  jbc -+-[bic]|; 

donc 

c|bîm|  =  b|c|mj, 


(  2.69  ) 

OU 

cos(b,  m)  =  cos(c,  m). 

De  même  on  lire,  en  multipliant  extérieurement  la 
première  égalité  (27)  par  b  et  C 

[bm]  =  fbc],        b[mc]  =  c[bcj, 
Jonc 

c[bm]  =  b[moJ, 
ou 

$in(b,  m)  =  sin(m,  c). 
Comme 

siD(b,  m)=  sin(m,  c)        et        cos(b,  m)=  cos(m,  c), 

ou  a 

(b,  m)  =  (m,  c). 

Or,  on  a  l'identité  angulaire 

(b,  m)-f-(m,  c)  =  (b,  c); 
donc 

f26,)  (b,  m)  =  (m,  c)  =  4(b,  c). 

Si  Ton  multiplie  intérieurement  les  deux  égalités  (27), 
on  trouve  * 

b«[m|n]  =  b»[c|c]  —  c*[b|b]  =  b*c«—  c«b»=  o; 

par  conséquent  les  deux  vecteurs  m  et  n  sont  rectangu- 
laires Tuu  à  Tautre,  et  Tangle  (m,  n)=  .jTC  {y  oit  fi  g.  9 
el9iM). 
Or,  on  a  identiquement 

(b,  m)-+-(m,  ii)  =  (b,  n); 
doue 

'i6,)  (b,n)  =  }:r-+- J(b.c). 

De  plus,  on  a  identiquement 

(m, a)  =  (m,  c)-^-rc,a)  =  ii(b,  c)-+-(c.  a)-4-(c,  a)î. 


(  ^7«  ) 

ou,  comme 

(b,  o)-+-(c,  a)-f-(a,  b)  =  îTT, 

(a63)  (m,a)  =  'î:-ij(a,b)-(c,a)[. 

Enfin,  il  résulte  de  ridenlité  angulaire 

(m,ii)-*-(n,  a)  =  (m,  a), 
ou 

(n,  a)  =(iii,  a)-^!:, 

la  dernière  des  relations  (26),  savoir 
(•26^)  (n,a)=  Jir-  Jj(a,b)— (ca)]. 

p^  Tliéorème  de  Stewart  et  sa  généralisation. 
Soient  {fig*  10)  A,  B,  C  trois  points,  situés  sur  une 
Diëme  droite^  O  un  point  quelconque.  Si  Ton  désigne 

Fîg.  10. 


les  vecteurs  A  —  O,  B  —  O,  C  —  O  par  1,  m,  n  cl  Its 

segments  BC,  CA,  AB  par  a,  b,  c,  où  a  -h  b  -h  c  =  0, 

ou  a 

m  —  n-f-(C  —  B)  =  o. 

Comme  les  points  A,  B,  C  sont  situés  sur  la  même 
droite,  le  vecteur  C  —  B  coïncide  avec  le  vecteur  A— C; 
par  conséquent  on  a 

(C  — B)  =  X(A  -  C), 

BC  =  XCA, 

a  =  Xb 
cl 


(  »-'  ) 


donc 


m~xn-  ^(1  — ii)  =  o, 


ou 

(18)  al -H  bm-+-cn  =  o. 

Parmuhiplicalion  iiiténeiire  résulle 

(29)  a«[l|l]-Hb«[m|m]H-2ab[l|m]  =  c«[n|n]. 

Or  on  a 

(B  — A)  =  m  — 1; 

donc 

c«=  m*^l«— 2[l|m]. 

Par  conséquent  Téquaiion  (29)  prend  la  forme 

(30)  aM«-+- b«in*-»-  ab(in»-H  1«—  c*)  =  c»d*, 

ou 

a(a  -f-  b )!*-+-  b(aH-b)in«—  abc*=  c*b*. 

En  divisant  par  a  +  b  =  —  c  résulle  la  relation 

al*-f-  bin*-f-  cn*-+-  abc  =  a, 

d  où  suit  (')  : 

XII|.  Théoaème  de  Stewart.  —  Si  l'on  joint  un 
point  quelconque  O  aux  trois  points  A,  B,  C  situés  sur 
une  même  droite,  les  segments  AO,  BO,  CO  ;  BC, 
CA,  AB  sont  liés  par  la  relation 

BC.OA«-+-GA.OB*H-AB.OC«H-BC.CA.AB  =  o. 

Généralisons  le  théorème  :  Soient  {fig'  1  ï)  A,  B,  C. 
trois  points  absolument  quelconques^  1,  m,,  n  les  vec- 
teurs A  —  O,  B  —  O,  C  —  O  ;  1>  m,  u  leurs,  longueurs. 


(')  Voir  M.  Chasles,  Aperçu  histon'çuç,  Chap^  lY,  J28*  a'  édil., 
p.  i;^.  Paris:  1H7.S. 


(  27^  ) 
D'après  la  formule  (12),  on  a 

l«m«n«— l»[m|iip— in»[n|l]«— n»[l|m]« 

H-2[m|n]rn|l][lim]  =  o. 

Fig.  II. 


O 


r 


donc 


ii[m|  nj  =  m*-f-  n* —  a*, 
2  [  1  |m]  =  1*  -f-  m» —  c*  ; 


4l»in»n«  — l»(m«-hn«— a*)«— ni«(n«-+-l»— b>)* 

-f-(ni«-+-  n«—  a»)(n«-h  1«—  b«)(l»-f-  m»-  c»)=  0, 

d*où résulte  (*)  ; 

XIIj.  Théorème  de  Stewaht  généralisé.  —  Entre 
Uis  six  segments  qui  relient  quatre  points  A,  B,  C,  0 
absolument  quelconques,  existe  toujours  la  relation 
suivante  : 

4  O  A«.  0B«.  OC»  —  O  A«  (  0B>  -+-  OC»  —  BC«  )« 
—  OB«(OC«H-  0A«—  CA«)«—  OC«(OA»H-  0B>—  AB«)« 
(OB»H-OC*— BC»XOC*-+-OA«— CA«)(OA«-f-OB«— AB»)=o. 


En  développant  la  relation  (3i),  on  arrive  aux  deux 
formes  suivantes  dont  la  première  a  été  donnée  deniière- 

(')  Voir  L.-N.-M.  Carnot,  Mémoire  sur  la  relation  gui  existe 
entre  les  distances  respectives  de  cinq  points  quelconques  pris 
dans  l'espace;  p.  fi  cl  7  ;  1806.  Paris. 


(  »73  ) 
ment  dans  V Intermédiaire  des  Mathématiciens  (t.  IV, 
]).  26  et  aussi  p.  i63)  : 

(aM« -+- m«n*)  ( b« -4- c«— a« ) 

-+-(b«ni«-4-n«l«)(c«-+-a«— b») 
-f-(c«n«-hl«m«)(a«-f-b«  — c») 
=  a»l*  H-  h*  m*  -f-  c*  n*  -h  a»  b*  c* 


(3i,) 


et 


(3i,) 


aM«(m«-i-  n«  —  I«-f-  b«-h  c«—  a«) 

-f-  b« m*(  n«  -f- 1«  —  m»  -f-  c«  -f-  a«  —  b«  ) 
-+-c*n«(l«-+-iii« —  n«-i-  a*-H  b«  — c') 
=  a«b«c«-h  m«n»a«-h  nM«b«-i-  l«in«c«. 

Lcsapplicationsque  je  viens  de  donner  ont  pour  but 
(le  familiariser  le  lecteur  avec  l'usage  des  vecteurs  et  de 
lui  montrer  comment  certains  problèmes  peuvent  être, 
grâce  à  eux,  résolus  avec  une  remarquable  facilité. 

Il  me  reste,  dans  un  nouvel  article,  à  introduire  la 
droite  et  à  y  ajouter  des  applications  de  l'ensemble  des 
éléments  du  plan. 


[C2e] 

SUR  «DBLOUBS  ilVTÉGRALBS: 

■    Par   m.   le  Professeur  GENESE, 
De  rUniversité  du  Pays  de  Galles. 


Dans  le  Cours  d' Analyse  de  M.   Hermite,    édition 
de  1873,  p.  a6o,  Tauteur  dit  : 
«  En  posant 

M  =  arsinxH- cosar,         p  =  sin  a:  —  arcosar, 
on  n^a  aucun  procédé  pour  trouver  directement 

/x^  dx  ^  V  Ç  x^  dx  _^       u 

«*     ~  "  '         J       v'      ""       V  ' 
6ar'  €lx  u 


s 


^ous  pourrions  encore  ci  1er,  en  désignant  toujours  par 
a  cl  b  des  constantes,  celte  intégrale 

adx  tango; 


/ 


[a -h  (aa? -H  6)  tangx]*        a -h(aar-+- 6)  tangjr 


dont  on  ne  peut  vérifier  la  valeur  que  par  la  dîflféren 
tîation.   » 

Voici  comment  on  peut  combler  la  lacune  : 

En  posant  8  =  x  —  arc  taug x,  on  a 

x^dx  1  .  X 

aO  =  ri  cosO  =  cosjr  — -=. -h  smo: 


alors 

sec*0a8  = 


(cosjc  -f-opsinx)*' 
et  la  première  intégrale  égale 

tangO  = 


tang:r -^  ar         s\nx  —  rrcosx 


En  outre 


i-harianga:        cos-r -f- a:  sinar 


I  X 

sinO  =  sinar  — — ==  —  cosx 


/i  -i-  a-«  v^i-^ar* 

et  la  seconde  intégrale  est 


/ 


±=  — colO. 


sin«0 


y      •  «  »• 


La  troisième  se  change  en 

/bd^  _  r      />o?tangO 

(acos6-f-6sinO)*  "V   (a -h  6  tangO;*  "~      a-h6tangO 

La  quatrième  ne  présente  absolument  pas  de  ditGcullé. 
L'intégrale  est 

/acoX^xdx  _  r  — ad{cotx-^x) 

(a  cota? -f- a 07 -h  6)*  ~~J  {acolx 


ax'\-b)^ 
I 


a  cola:  H-  a  a* -h  6 


(  ^:^  ) 

[M>5a] 
POniT  RBVARQUABLB  DANS  LE  PLAN  DTN8  CUBIQUE; 

Par  m.  STUYVAERT, 
Professeur  à  T Athénée  royal  de  Gand. 


I. 

1.  SoilO  un  point  dans  le  plan  d'uni;  cubique  F;  une 
droite  quelconque  passant  par  O  rencontre  la  courbe 
aax  points  A,  B,  C  et  la  conique  polaire  de  O  aux 
points  R|  et  R2.  En  vertu  du  théorème  de  Côtes  gêné* 
ralisé,  on  a,  moyennant  une  démonstration  que  nous 
avons  exposée  ailleurs  (*), 


.  ÔRi.OR,  ~  OA.OB       OB.OC       OG.UA 
^'^        ^  OA-hOB-^-OC 


I 


OA.OB. OC 


Si  le  point  O,  non  situé  sur  la  courbe,  a  pour  conique 
polaire  uu  cercle,  le  premier  membre  de  Téquation  est 
constant;  donc  sur  tout  rayon  passant  par  O,  le  pro^ 
(fuit  des  segments  déterminés  par  la  cubique  est  à  la 
somme  algébrique  de  ces  mêmes  segments  dans  un 
rapport  constant. 

Dans  les  mêmes  conditions,  si  le  point  O  est  sur  la 
courbe,  son  conjugué  harmonique  sur  un  rayon  quel- 
conque  relutii^ement  aux  deux  autres  intersections  de 
ce  rayon  av^ec  la  cubique  est  la  projection  orthogonale 
d'un  point  fixe  sur  ce  rayon. 


(')  Voir  Mathesis,  a«  série,  t.  Vlll,  p.  ao;  1898;  la  proposition 
dont  il  s'agit  s'y  trouve  démontrée  pour  une  polaire  de  degré  quel- 
conque d'une  courbe  d*ordrc  n. 


(  ^1^  ) 

Ce  point  fixe  est  diamétralement  opposé  à  O  sur  le 
cercle  polaire;  il  est  donc  sur  la  normale  en  O  à  la 
cubique,  à  une  distance  quadruple  du  rayon  de  cour- 
bure de  r.  Cela  résulte  du  théorème  connu  :  la  cour- 
bure en  un  point  d 'une  cubique  est  double  de  la  cour- 
bure, au  même  point,  de  sa  conique  polaire  (  '  ). 

2.  Réciproquement,  si  un  point  O,  non  situé  sur  la 
cubique  F,  jouit  de  la  propriété  précitée,  sa  conique 
polaire  est  telle  que  la  puissance  d'un  point  relativement 
à  cette  conique  est  constante  :  c'est  donc  un  cercle. 

Si  le  point  O  est  sur  la  courbe,  la  réciproque  de  la 
propriété  ci-dessus  est  évidente. 

La  relation  segmentaire  (i)  étant  susceptible  de  géné- 
ralisation pour  des  courbes  d'ordre  /z,  et  leurs  polaires 
de  degré  quelconque,  on  peut  facilement  étendre  le 
théorème  du  n'*  1.  Remarquons  toutefois  qu'il  n'existe 
pas  de  cubique  telle  que  la  puissance  d'un  point  relati- 
vement à  la  courbe  soit  constante,  tandis  qu'il  existe 
des  quadriques  qui  jouissent  de  cette  propriété,  à  savoir 
celles  qui  ont  un  double  contact  avec  la  droite  de  l'infini, 
aux  points  cycliques;  la  démonstration  est  aisée  (*). 

3.  II  y  a  toujours,  dans  le  plan  d'une  cubique,  au 
moins  un  point  dont  la  conique  polaire  est  un  cercle, 
savoir  le  point  commun  aux  droites  polaires  des  deux 
points  cycliques;  en  général,  ces  deux  droites  sont  ima- 
ginaires conjuguées  et  ont  alors  un  seul  point  commun 
réel. 

(')  Ce  théorème  a  été  démontré,  pour  une  courbe  quelconque, 
par  M.  Moutard  {Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  i86o), 
par  MM.  Servais,  Dbmoulin  et  par  nous  dans  \t%  Recueils  de  V Aca- 
démie royale  de  Belgique. 

(')  RuFpmr,  Memoria  délia  B.  Accademia  délie  Sciense  deW 
Instituto  di  Bologna,  4*  série,  t.  X;  5"  série,  t.  I,  II. 


(  ^77  ) 

Si  ]a  cubique  F  est  circulaire,  le  point  en  question  est 
un  foyer. 

Soit  /=  o  Téquation  de  F,  les  coordonnées  X|,  Xa 
étant  rectangulaires  et  rendues  homogènes  par  Fintro- 
(laciion  de  la  troisième  variable  Xs  =  i . 

La  conique  polaire  du  point  O  (y^^yi^  y^)  est  repré- 
sentée par 

Cette  conique  est  un  cercle,  si  Fon  a 

\  ^'/ 

\        dyi  dyt 

Les  équations  (3)  représentent  deux  droites  passant 
par  0;  en  les  additionnant  et  les  soustrayant  membre 

à  membre,  après  avoir  multiplié  par  a  y/ —  i  les  termes 
de  la  seconde,  on  obtient  les  droites  polaires  des  deux 
points  cycliques. 

4.  Pour  certaines  cubiques  spéciales,  les  droites 
représentées  par  les  équations  (3)  peuvent  coïncider,  ou 
Tune  de  ces  deux  équations  peut  être  identique.  Analy- 
tîquement,  ces  deux  hypothèses  s'expriment  par  la 
relation 

dxx  dxf       \  dx\        dx\  J  * 

k  est  un  paramètre  arbitraire,  dont  les  valeurs  zéro  et  oo 
correspondent  au  cas  où  Fune  des  équations  (3)  est 
identique . 

Quand  la  condition  (4)  est  vérifiée,  et  dans  ce  cas 
seulement,   les  deux   points  cycliques   ont  une  même 
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(  =»78  ) 
droite  polaire  réelle^  dont  tous  les  points  jouissent  de  la 
propriété  énoncée  au  n°  1  ;  leurs  coniques  polaires  sont 
des  cercles  formant  un  faisceau,  et  possédant  donc  encore 
deux  points  communs  à  distance  finie  ;  si  la  cubique  est 
singulière,  le  point  double  est  un  de  ces  deux  points. 

La  condition  (4)  caractérise  une  classe  de  cubiques, 
dont  nous  exposons  quelques  propriétés  dans  le  para- 
graphe III. 

5.  Les  équations  (3)  peuvent  être  identiques  toutes 
deux  ;  l'équation  de  la  cubique  F  se  réduit  alors  à 

(xl  -h  x\)Xi-h{axi-^  bxt)xl'^  cxl  =  o; 

elle  représente  un  cercle  et  la  droite  de  Tinfini;  ce  cas 
particulier  est  donc  sans  importance. 

6.  Dans  la  parabole  semi-cubique^ 

pX\X%-=^    X\y 

tous  les  points  de  la  droite 

ont  pour  conique  polaire  un  cercle. 
Dans  la  parabole  cubique j 

p^xtx\  =  x\, 

ce  sont  les  points  de  Taxe  des  X2* 
Dans  la  cissoide, 

il  n'y  a  qu'un  point  jouissant  de  la  propriété  en  ques- 
tion ;  il  est  sur  Taxe  des  Xt  et  a  pour  abscisse r-* 

Dans  la  strophoïde  aussi,  le  point  est  unique  et,  eu 


(  '^79  ) 
outre,  situé  sur  U  courbe^  il  osl  à  la  fois  sommet  et 
foyer;  sa  conique  polaire  est  le  cercle  ayant  pour  dia- 
mètre la  distance  du  sommet  au  nœud. 

7.  Quand  la  cubique  se  réduit  aux  trois  côtés  d'un 
iiiangle  ABC,  il  existe  un  seul  point,  le  point  de 
Lemoine^  dont  la  conique  polaire  est  un  cercle;  celui-ci 
est  circonscrit  au  triangle  ÂBC. 

Donc,  si  y  par  le  point  de  Lemoine  K  d 'un  triangle 
ABC,  on  mène  une  sécante  variable  rencontrant  les 
côtés  en  des  points  M,  N,  P,  le  produit  des  segments 
KM,  KN,  KP  est  à  leur  somme  algébrique  dans  un 
rapport  constant. 

Ce  rapport  est  la  puissance  du  point  de  Lemoine 
relativement  au  cercle  de  Lemoine. 

Car,  pour  Tévaluer,  menons  la  sécante  parallèle  à  BC 
et  rencontrant  les  côtés  du  triangle  AB,  AC,  BC,  respec- 
tKeinent  en  R,  en  S,  et  à  rinfini;  le  rapport  considéré 
est  le  rectangle  KR .  KS. 

Remarquons  en  passant  que  si  Von  mène,  par  K,  des 
parallèles  aux  trois  côtés  du  triangle,  le  raisonnement 
(les  n°'  1  et  2  conduit  rapidement  à  la  propriété  fonda- 
mentale du  cercle  de  Lemoine. 

II. 

8.  Lorsque  le  point  O,  ayant  pour  conique  polaire  un 
cercle  est  unique,  il  jouit  de  quelques  propriétés,  que 
nous  allons  établir. 

Les  énoncés  nous  ont  été  communiqués  par  M.  Ser- 
vais, professeur  à  l'Université  de  Gand. 
Le  point  O  est  à  l'intersection  des  droites 

0  ~  -r — ^  =  o. 
cixi  axf 


(    280    ) 

Mais  rëqualion  de  la  poloconiqiie  de  la  droite  de  Tin- 
fini  est 

donc  S  est  la  corde  des  contacts  des  tangentes  D  et  Di  à 
cette  poloconique;  par  suite,  la  polaire  du  point  0  est 
la  conjuguée  harmonique  de  8f  relativement  aux  droites 
D  et  Diy  et  cette  polaire  de  O,  par  rapport  à  la  poloco- 
nique  de  la  droite  de  l'infini  est  représentée  par 

Mais  cette  égalité  exprime  la  condition  nécessaire  et 
suffisante  pour  que  la  conique  polaire  d'un  point 
(Xi  j  vTa,  Xz)  soit  une  hyperbole  équilatère;  elle  est  donc 
Téquation  du  lieu  des  points  dont  les  coniques  polaires 
sont  des  hyperboles  équllatères. 

Donc  la  polaire  du  point  O  par  rapport  à  la  polo- 
conique  de  la  droite  de  Vinjini  est  le  lieu  des  points 
dont  les  coniques  polaires  sont  des  hyperboles  équila- 
tères, 

9.  Les  termes  du  second  degré  en  x^ ,  xj  de  la  conique 
polaire  d'un  point  {ji^^i,  y^)  sont 

dy\  dyi  dyt  *  dyl 

Ils  déterminent  les  directions  asympto tiques,  réelles 
ou  imaginaires,  de  la  conique;  si  ces  directions  doivent 
faire  entre  elles  un  angle  V,  on  a 

/    dtf    y      d^f  d^l 

(8)  lang.V  =  4  W^i  ^W         dyj  dyl  ^ 


=  o. 


(  >8'  ) 

Ed  regardant,  dans  cette  équation,  les  y  comme  des 

variables,  on  a  le  lieu  des  points  dont  les  coniques  po* 

laires  sont  des  courbes  semblables.  La  forme  de  Tëqua- 

tion  montre  que  ce  Heu  est  une  conique  ayant,  avec  la 

courbe 

/    d^f    y      d\f  d^f 
\dyxdyx)         dy\  dy\ 

un  double  contact,  sur  la  droite 

Donc  le  lieu  des  points  dont  les  coniques  polaires 
sont  semblables  est  une  conique  ayant  un  double  con- 
tact avec  la  poloconique  de  la  droite  de  V infini,  sur 
la  polaire  du  point  O  relative  à  cette  poloconique, 

10.  Remarquons  ici  que  la  poloconique  de  la  droite 
deVinfini  partage  le  plan  en  deux  régions;  les  points  de 
Tune  ont  pour  coniques  polaires  des  ellipses,  ceux  de 
l'autre  des  hyperboles.  Par  chacun  de  ces  derniers 
points,  il  passe,  en  général,  deux  droites  réelles,  paral- 
lèles aux  asymptotes  de  la  conique  polaire,  et  telles  que 
leurs  points  d'intersection  avec  la  cubique  ont  pour 
centre  des  moyennes  distances  le  point  considéré  O.  En 
effet,  si  dans  la  relation  (i)  on  fait  OR|  =00,  on  doit 
avoir  OA  -^  OB  -+-  OC  ==  o,  à  moins  que  Tune  des  lon- 
gueurs OA,  OB,  OC  ne  soit  infinie.  Il  y  a  donc  exception 
pour  les  points  dont  la  conique  polaire  a  une  asymptote 
parallèle  à  une  asymptote  de  la  cubique;  ce  sont  les 
points  situés  sur  les  asymptotes  de  la  cubique. 

Cette  remarque  s'étend  sans  peine  à  des  courbes 
d'ordre  quelconque. 

11.  Une  question  qui  a  quelque  rapport  avec  celles 
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dont  noas  nous  occupons  ici  est  la  recherche  des  droites 
dont  les  poloconiques  sont  des  cercles. 
Etant  donnée  une  droite 


Ui  Xi  -h  Hja?!  -h  Uj xj  =  o. 


l'équation  de  sa  poloconique  est 

£/«/  rft/  rf./ 


(9) 


dx\ 


dxi  dx\ 


axi  dx^ 


dxx  dxi     dxf  dxi 


Ut 


«, 


dxi  dxj 

dx^dxj 

dxl 


M, 

«i 

"s 
o 


=  o. 


Les  coefûcients  de  cette  équation  contiennent,  au 
second  degré,  les  quantités  U| ,  U2)  Us  ;  la  condition  que 
la  poloconique  soit  un  cercle  s'exprime  par  deux  rela- 
tions qui  contiennent  ces  coefficients  au  premier  degré, 
et  qui  représentent  donc  deux  courbes  de  seconde  classe, 
si  Ton  y  regarde  les  u  comme  variables.  Les  droites  qui 
ont  pour  poloconiques  des  cercles  sont  les  quatre  tan- 
gentes communes  à  ces  deux  courbes  de  seconde  classe. 

Représentons  en  abrégé  par 


(10) 


E  =  o, 


F-G  =  o 


les  équations  de  ces  deux  dernières  coniques;  la  condi- 
tion que  la  poloconique  d'une  droite  («/<,  «2»  ""s)  soit  une 
hyperbole  équilatère  est 

(II)  F-+-G  =  o; 

c'est  aussi  Téquation,  en  coordonnées  tangentielles  u, 
de  l'enveloppe  des  droites  qui  ont  pour  poloconiques 
dés  hyperboles  équilatères;  la  courbe  représentée  pa«' 
Téquation  (i  i)  est  aussi  de  seconde  classe. 


(  'aS:\  ) 


III. 


12.  On  a  vu,  dans  le  §  I  qu'il  exisle  uue  infinité  de 
points  en  ligne  droite  dont  les  coniques  polaires  sont  des 
cercles,  dans  les  cubiques  caractérisées  par  la  relation 

(4)  *_^!/_^f^_^. 

Cette  relation  continue  à  être  vérifiée  si  Ton  passe  à 
d'autres  axes  coordonnés  rectangulaires,  car  les  condi- 
tions pour  qu'une  équation  du  deuxième  degré  représente 
un  cercle  ne  varient  pas  pendant  ce  changement. 

Les  directions  a sympto tiques  de  la  cubique  s'ob- 
tiennent en  égalant  à  zéro  l'ensemble  des  termes  du 
troisième  degré  en  x^  et  x^ .  Cette  équation  en  x^  :  x^ 
a  toujours  une  racine  réelle,  et,  sî  Ton  prend,  pour  axe 
des  T|,  la  direction  correspondante,  le  terme  en  x]  dis- 
parait; la  courbe  a  une  équation  de  la  forme  suivante  : 

(  -f-  3bix]Xi-h  3ciarja?|-4-  ^CfXixl-^  Cjar|  =  o- 

Les  directions  asymptotiques,  autres  que  Taxe  des  Xt , 
sont  données  par 

(,3)  /î?y^-3a,:fÎ4-3at=o. 

\Xi/  Xi 

Mais  la  condition  (4)  équivaut  h 

(.4)  II£J  =  fLZi  =  *içil  =  A. 

a^  ai  Of 

Appelons  tanga  et  tang^  les  racines  de  réquation(i3)', 
Tégalité  des  deux  premiers  rapports  (i4)  donne 

tanga-+-  tangp  _  3  —  tanga  langp 
tanga  tangp     ~~    tanga -4- tangP 
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OU,  après  quelques  calculs, 

(i5)  cota  —  cotp  =  cot(a — p). 

Celte  égalité  est  impossible  pour  des  valeurs  réelles 
de  a  et  |3;  d'ailleurs  ou  voit  directement,  en  vertu  de  la 
première  des  relations  (i4)>  <i^^  1^^  racines  de  l'équa- 
tion (i3)  sont  imaginaires. 

D'autre  part,  la  relation  (4)  exprime  que  la  poloco- 
nique  de  la  droite  de  l'infini,  représentée  par 


\  dxx  dxf  ) 


dx\  dx\ 

dégénère  en  deux  droites.  Donc  toutes  les  droites  po> 
1  aires  des  points  de  l'infini  passent  par  un  même  point 
et  les  asymptotes  de  la  cubique  sont  concourantes. 

Eu  résumé,  la  condition  (4)  exprime  que  les  cubiques 
considérées  ont  trois  asymptotes  concourantes,  dont 
une  réelle  et  deux  imaginaires  conjuguées,  ces  der- 
nières faisant  av^ec  la  première  des  angles  cl  et  ^  tels 

que 

cot(a  —  P)  ==  cota  —  col  p. 

13.  La  condition  (4)  n'exprime  rien  de  plus,  c^est- 
à-dire  que  les  cubiques  jouissant  des  propriétés  que  Von 
vient  d'énoncer  satisfont  à  ladite  condition  ou  aux 
relations  équivalentes  (i3). 

En  effet,  d'abord,  par  un  calcul  inverse,  l'égalité (i5) 
conduit  à  la  première  des  relations  (i3). 

Ensuite,  si  l'on  fait,  dans  l'équation  de  la  courbe, 
X2  =  /ri  J^^i  H- «1X3  et  .r2  =  /r2J:i -H  £2«^8î  A|  et  ij  étant 
les  racines  de  l'équation  (12),  on  sait,  d'après  la  théorie 
générale  des  asymptotes,  qu'elles  seront  déterminées 
par  les  valeurs  de  t^  et  t^  qui  annulent  le  terme  en  x\\ 
l'asymptote  réelle  est  X2=  t^x^^  et  ^3  se  détermine  àt 
la  même  manière.  Un  calcul  assez  long  montre  que  si  les 
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trois  asymptotes  concourent,  la  seconde  des  relations  (i  3) 
est  vérifiée  ;  on  simplifie  un  peu  les  écritures  en  prenant 
l'asymptote  réelle  pour  axe  des  Xi  ;  néanmoins  le  déve- 
loppement de  ce  calcul  est  sans  intérêt. 

14.  Les  cubiques   considérées   dans  ce   paragraphe 
jouissent  encore  de  la  propriété  suivante. 
Si  0  est  le  point  commun  aux  droites 

la  conique  polaire  de  ce  point  dégénère  en  deux  droites 
dont  Tune  est  à  Tinfinî,  et  dont  l'autre  est  Taxe  radical 
des  coniques  polaires  circulaires,  ce  qui  se  vérifie  par 
un  calcul  facile. 

Ensuite,  les  coniques  polaires  des  points  d'une  droite 
quelconque  passant  par  O  sont  homothétiques. 

Car  toute  droite  passant  par  O  est  la  polaire  de 
quatre  points  situés  sur  la  conique  polaire  de  O;  donc 
deux  de  ces  points  sont  a  l'infini  ;  les  coniques  polaires 
de  tous  les  points  de  la  droite  en  question  passent  donc 
par  les  deux  mêmes  points  à  Tinfini  et  sont  homothé* 
tiques. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES;  CONCOURS 
DE  1898.  -  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  DE  MATHÉMA- 
TIQUES SPÉCIALES  ('); 

Par  m.  Ernest  DUPORGQ. 


Désignons  par  o)  le  point  dont  les  trois  coordonnées 
sont  égales  à  l'unité  :  les  points  (o  et  P  sont  évidem- 

(')  Voir  l'énoncé,    1898,  p.  ^ifi. 
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ment  conjugués  par  rapport   à   toutes   \rs   quadriqucs 
(formant  un  réseau  ponctuel)  qui  divisent  harmoni- 
quement  le  segment  MM'  et  qui  admettent  les  axes  de 
coordonnées  pour  axes  de  sj^méirie. 

i^  Parmi  ces  quadriques,  il  en  est  une  qui  contient 
la  droite  A,  déterminée  par  M  et  M'  :  le  point  P  est  donc 
dans  le  plan  polaire  II  du  point  co  relativement  à  cette 
quadrique  ;  ce  plan  est  donc  le  lieu  du  point  P,  quand  M 
et  M'  se  déplacent,  indépendamment  Tnn  de  Tautre, 
sur  A. 

Si,  maintenant,  M  étant  fixe  sur  A,  M'  se  déplace 
seul  sur  celte  droite,  les  points  M  et  M'  ne  cessent  pas 
de  rester  conjugués  relativement  à  toutes  les  qua- 
driqucs tangentes  en  M  à  A-,  celles  de  ces  quadriques 
qui  sont,  de  plus,  symétriques  par  rapport  aux  axes  de 
coordonnées  forment  évidemment  un  faisceau  ponctuel  : 
le  plan  polaire  du  point  co  relativement  à  ces  quadriques 
passe  donc  par  une  droite  fixe,  D,  du  plan  II,  qui  con- 
stitue alors  le  lieu  du  point  P. 

A  deux  positions  M|  et  M^  de  M  sur  A  correspondent 
ainsi  dans  le  plan  II  deux  droites  D|  et  D^,  dont  le 
point  de  concours  correspond  précisément  au  système 
des  deux  points  M^  et  M2.  Si  M4  et  M2  tendent  à  se 
confondre,  il  en  est  de  même  des  droites  D|  et  D2,  dont 
le  point  de  rencontre  tend  ainsi  à  devenir  un  point  de 
l'enveloppe  des  droites  D.  Cette  enveloppe  est  doncle 
lieu  du  point  P,  quand  M  et  M'  décrivent  la  droite  D  en 
restant  confondus. 

Parmi  les  quadriques  tangentes  en  M  à  A,  et  admet- 
tant pour  trièdre  principal  celui  des  axes  de  coordon- 
nées, il  existe  un  cône,  et  la  droite  D  se  trouve  dans 
le  plan  polaire  du  point  co  par  rapport  a  ce  cône;  les 
diverses  droites  D,  correspondant  aux  diverses  posi- 
tions de  M,  sont  donc  les  traces  sur  le  plan  II  des  plans 
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polaires  du  point  o)  par  rapport  aux  cônes  qui  ont  pour 
axes  les  axes  de  coordonnées,  et  sont  tangents  au 
plan  OA;  ces  cônes  forment  évidemment  un  faisceau 
tangentiel,  et  l'enveloppe  des  plans  polaires  du  point  (o 
est  donc  un  cône  du  second  degré,  tangent  aux  plans  de 
coordonnées;  l'enveloppe  de  la  droite  D  est,  par  suite, 
une  conique  du  plan  II,  tangente  aux  traces  des  plans 
de  coordonnées ',  on  verrait  de  môme  qu'elle  touche  le 
plan  de  Tinfini,  en  considérant  les  cylindres  du  second 
degré  qui  touchent  la  droite  A  et  admettent  pour  plans 
principaux  deux  des  plans  de  coordonnées  :  cette  enve- 
loppe est  donc  une  parabole. 

a^  et  3^  Supposons  maintenant  que  M  et  M'  dé- 
crivent indépendamment  l'un  de  l'antre  une  môme 
conique  Û.  Considérons  un  plan  quelconque  Q  :  il 
n'existe  qu'une  quadrique  S,  symétrique  par  rapport 
aux  axes  et  telle  que  le  point  €o  soit  le  pôle  du  plan  Q  : 
aux  couples  de  points  M  et  M'  de  Û  qui  sont  conjugués 
à  S,  correspondent,  d'après  ce  qui  précède,  des  points  P 
du  plan  Q;  quant  à  l'enveloppe  des  cordes  MM' ainsi 
obtenues,  qui  doivent  être  divisées  harmoniquement 
parla  quadrique  S,  c'est,  comme  on  sait,  une  conique,  F. 
A  toute  section  plane  de  la  surface  S,  décrite  par  P,  cor- 
respond ainsi  une  conique  F;  aux  sections,  par  deux 
plans  Q  et  Q',  correspondent  ainsi  deux  coniques  F 
et  r,  qui  ont  quatre  tangentes  communes;  les  quatre 
systèmes  de  points  qu'elles  déterminent  sur  Û  four- 
nissent quatre  points  de  S,  situés  à  la  fois  sur  Q  et  Q', 
c'est-à-dire  sur  leur  droite  commune;  par  suite,  la  sur- 
face S  est  du  quatrième  degré. 

C'est  d'ailleurs  une  surface  de  Steincr,  car  il  suffit 
de  poser 

XX'  z=  U,        X  -h  X'  =  V 
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pour  voir  que  les  coordonnées  de  ses  points  sont  des 
fonctions  rationnelles  du  second  degré  de  ces  deux  nou- 
veaux paramètres.  A  toute  section  plane  de  S  corres- 
pondra une  relation  du  second  degré,  entre  u  et  (^,  qui 
exprimera  que  les  points  M  et  M'  sont  sur  une  même 
tangente  a  la  conique  F,  que  nous  avons  définie  géomé- 
triquement tout  à  l'heure. 

Les  diverses  coniques  F,  correspondant  aux  divers 
plans  de  l'espace,  dépendent  de  trois  paramètres  arbi- 
traires, et  sont  telles  que,  si  l'on  choisit  arbitrairement 
deux  d'entre  elles,  toutes  celles  du  faisceau  tangentiel 
qu'elles  déterminent  appartiennent  à  cette  famille  de 
coniques  (car  on  obtient  ainsi  les  coniques  qui  corres- 
pondent aux  sections  de  S  par  des  plans  issus  d'une 
même  droite).  L'équation  tangentielle  de  ces  coniques 
est  donc  de  la  forme 

XiT,  -i-x,rï-+-X5rs-t-X4rfc  =  o. 

Elles  sont  harmoniquement  inscrites  aux  coniques  d'un 
certain  faisceau  ponctuel.  Parmi  ces  coniques  F,  il  en 
existe  une  infinité  qui  se  décomposent  en  deux  points, 
deux  à  deux  conjugués  aux  coniques  du  faisceau  ponc- 
tuel envisagé  :  ces  points  se  correspondent  donc  deux  à 
deux  dans  une  transformation  du  second  ordre,  qui  est 
définie,  comme  on  sait,  par  la  donnée  de  quatre  couples 
de  points  homologues.  Or,  on  obtient  évidemment 
quatre  de  ces  couples  en  considérant  les  points  où  h 
conique  ù  coupe  les  plans  de  coordonnées  et  le  plan  de 
l'infini.  Si,  en  effet,  l'un  des  deux  points  M  et  M' qui 
définissent  le  point  P  vient  dans  un  des  plans  de  coor- 
données ou  dans  le  plan  de  Finfîni,  il  en  est  évidem- 
ment de  mênic  du  point  P  :  les  points  de  S  situés,  par 
exemple,  dans  le  plan  des  YZ  correspondent  donc  aux 
cordes  de  ù  qui  pivotent  autour  de  chacun  des  points 
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où  û  perce  ce  plan.  On  les  obtiendra  en  prenant  pour  \ 
les  racines  de  l'équation 

aj  A*  -h  aaj  X  -i-  a©  =  o 

et  en  laissant  X  arbitraire.  Leur  lieu  se  compose  donc 
visiblement  de  deux  coniques.  On  obtient  de  même 
deux  coniques  dans  les  autres  plans  de  coordonnées  et 
dans  le  plan  de  l'infini. 

Considérons  maintenant  deux  points  quelconques,  [x 
et  pi',  se  correspondant  dans  la  transformation  du  second 
ordre  définie  par  les  quatre  couples  que  nous  venons 
d'envisager;  aux  cordes  de  û,  passant  par  ces  points, 
correspondent  les  points  d'une  certaine  section  plane 
de  S.  Or,  si  la  droite  MM'  passe  par  \jl,  les  paramètres  X 
et  V  sont  liés  entre  eux  par  une  relation  bomographique 
involulive  ou,  ce  qui  revient  au  même,  u  et  (^  par  une 
relation  linéaire;  les  coordonnées  de  P  sont,  par  suite, 
des  fonctions  rationnelles  du  second  degré  d'un  seul 
paramètre,  et  il  décrit  donc  une  conique.  A  l'ensemble 
des  points  [x  et  tx'  correspond  donc  une  section  plane 
qui  se  décompose  en  deux  coniques. 

On  peut  cboisir  arbitrairement  le  point  [jl,  c'est-à-dire 
la  relation  involutive  entre  X  et  X'*,  le  point  [x'  est  alors 
bien  défini,  en  général.  Si  l'on  suppose  le  point  [x  sur 
la  conique  û,  il  lui  correspond  de  même  une  conique 
de  la  surface  :  nous  verrons  tout  k  Theure  à  quoi  elle 
est  assujettie. 

Dans  toute  transformation  du  second  ordre,  il  existe, 
comme  on  sait,  quatre  points  qui  coïncident  avec  leurs 
réciproques  ;  à  ces  couples  doubles  correspondent  quatre 
plans  tangents  à  S  en  tous  les  points  d'une  même  co- 
nique. 

Les  points  de  rencontre  des  côtés  opposés  du  qua- 
drangle   formé  par  ces  quatre  points  sont  tels  que  le 
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conjugué  de  chacun  d'eux  esl  indétcrininé  sur  la  droite 
qui  joint  les  deux  autres  :  soient  a,  ^,  y  ces  points,  et 
a!  un  point  quelconque  de  la  droite  py.  ATensemble  aa' 
correspond  une  section  plane  de  S,  et,  quand  a'  de'crit 
^Y  on  obtient  ainsi  diverses  sections  planes  ayant  une 
partie  commune  qui  correspond  au  point  a  :  cette  partie 
commune  ne  peut  être  qu'une  droite,  qui  est  une  ligne 
double  de  la  surface,  puisque  tout  plan  passant  parcelle 
droite  ne  coupe  en  outre  S  que  suivant  une  conique. 
Ainsi,  aux  points  a,  ^,  y  correspondent  trois  droites 
doubles  de  la  surface  :  elles  forment  les  arêtes  d*un 
trièdre  dont  les  faces  correspondent  aux  couples  (âe,  ^), 
({3,  y)  ^^  (Y)  ^)*  '^6  point  commun  à  ces  trois  droites 
est  un  point  triple  de  S. 

Les  tangentes  menées  de  a  aux  diverses  coniques  V 
forment  évidemment  une  involu lion,  puisque,  d'après 
leur  définition  même,  ces  coniques  doivent  être  con- 
juguées à  deux  droites  fixes  issues  de  a;  par  suite,  toules 
les  coniques  F  tangentes  k  une  même  droite  issue  de  a, 
le  seront  à  une  seconde;  or,  à  ces  coniques  correspon- 
dent sur  S  des  sections  planes  assujetties  seulement  à 
passer  par  un  certain  point  de  la  droite  double  A;  re 
point  correspond  donc  à  deux  cordes  distinctes  issues 
de  a  :  c'est  pourquoi  il  est  double.  De  même,  le  point 
triple  correspond  aux  trois  couples  de  points  interceptés 
sur  la  conique  Q  par  les  cotés  du  triangle  oL^y. 

On  peut  enfin  remarquer  que  deux  coniques  quel- 
conques de  S  ont  un  point  commun^  il  correspond  à  la 
corde  de  Û  qui  passe  par  les  deux  points  auxquels  cor- 
respondent ces  coniques. 

Si  les  points  M  et  M'  décrivent  û  en  restant  confon- 
dus, le  point  P  décrit  sur  S  une  courbe  gauche  du  qua- 
trième degré,  E  ;  en  ellel,  laconique  û  et  une  quelconque 
des  coniques  F  onl  quatre  tangentes  communes,  aux- 
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qaelles  correspondent  quatre  points  d^uu  même  plan 
situés  sur  celte  courbe.  Si  la  conique  T  touche  û,  deux 
de  ces  tangentes  communes  se  confondent,  et  par  suite 
aussi  deux  des  points  ou  le  plan  Q  coupe  la  courbe 
gauche.  Si,  en  particulier,  T  se  décompose  en  deux 
poinis,  dont  Tun  est  sur  Û,  la  conique  correspondant  à 
ce  dernier  est  tangente  à  la  courbe  E.  Celle-ci  est  donc 
bitangente  aux  plans  de  coordonnées  et  au  plan  de  Tin- 
G  ni. 

Si  r  est  bitangente  à  û,  la  relation  entre  X  et  )/  se  ré- 
duit, comme  on  sait,  à  une  relation  homographique  :  à 
ce  cas  correspond  la  section  de  S  par  un  plan  bi tangent 
à  E. 


BIBLIOGRAPBIE. 


Traité  de  Géométrie,  par  C.  Gmchard^  professeur 
a  l'Université  de  Clermont.  Première  Partie  :  Géomé- 

TBIE  PLAMB  ET  GÉOMÉTRIB  DANS  L^BSPACK. 

Le  Traité  de  Géométrie  de  M.  Guichard  se  distingue  des 
Ouvrages  analogues  par  plusieurs  innovations  qui  ne  peuvent 
avoir  qu*une  heureuse  influence  sur  l'enseignement  élémen- 
taire de  cette  partie  fondamentale  de  la  science  de  l'étendue. 

La  Géométrie  est  par  excellence  la  science  de  la  logique,  et 
son  étude  a  surtout  pour  but  de  donner  aux  élèves  le  souci  de 
la  précision  dans  les  définitions  et  de  la  rigueur  dans  les  rai- 
sonnements. L'une  des  idées  qui  ont  inspiré  l'Auteur  du  Traité 
actael  est  la  nécessité  de  mettre  en  garde  les  débutants  contre 
deux  tendances  également  fâcheuses  :  la  première  consiste  à 
admettre  a  priori  l'existence  de  figures  possédant  des  pro- 
priétés données,  la  seconde  à  déduire  de  la  seule  inspection 
de  figures  plus  ou  moins  exactes  les  propriétés  de  ces  figures, 
^ans  les  faire  découler  logiquement  des  définitions.  C'est  parce 
^ue  l'\nalvse  a  su  s'affranchir  de  ces  tendances  relativement  à 
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la  représentation  géométrique  des  fonctions  qu'elle  est  arrivée 
au  degré  de  rigueur  qu'on  lui  connaît. 

On  ne  peut  donc  qu'approuver  M.  Guichard  d'insister  sur 
ces  points  fondamentaux.  En  ce  qui  concerne  le  premier,  il 
indique  lui-même  dans  sa  préface  qu'il  faut  constamment  rap- 
peler aux  élèves  cette  règle  de  logique  :  chaque  fois  qu^on 
donne  une  définition,  il  faut  montrer  qu'il  existe  une  fig^ure 
possédant  les  propriétés  indiquées. 

En  ce  qui  concerne  le  second,  il  s'attache  à  tout  déduire  des 
définitions,  au  risque  d'introduire  quelques  longueurs:  les  pro- 
fesseurs, aussi  bien  que  les  élèves,  n'auront  qu'à  gagner,  à  ce 
point  de  vue,  à  la  lecture  des  Chapitres  relatifs  aux  polygones, 
aux  polyèdres  et  aux  propriétés  des  points  intérieurs  et  exté- 
rieurs à  ces  figures,  pour  ne  citer  qu'un  exemple  entre  plu- 
sieurs. 

Une  autre  innovation  est  apportée  dans  la  définition  de 
l'aire  intérieure  à  une  ligne  plane  fermée,  et  du  volume  inté- 
rieur  à  une  surface;  tous  ceux  qui  ont  réfléchi  à  ces  notions 
savent  que  le  Calcul  intégral  est  seul  capable  d'en  donner  une 
définition  précise;  l'Auteur  n'a  pas  reculé  devant  les  difficul- 
tés qu'il  y  a  à  présenter  ces  notions  aux  élèves  dans  un  ensei- 
gnement élémentaire;  les  définitions  d'aire  et  de  volume  y 
gagnent  ainsi  en  unité  et  en  précision. 

Les  qualités  de  clarté  et  de  précision  qui  distinguent  le 
Traité  actuel  lui  assurent  une  large  place  parmi  les  Ouvrages 
d'enseignement  et  font  désirer  l'apparition  prochaine  des  com- 
pléments annoncés  par  l'Auteur.  H.  Vogt. 


ERRATA. 


3*  série,  Tome  XVIII,  1899,  Lignes  arithmétiques,  par  M.  G.  Tarry  : 
Page  i5o,  la  fig.  i  doit  être  placée  à  la  page  i55,  à  côté  de  la  fig.  3, 

I  3 

Page  166,  ligne  7,  au  lieu  de  —  >  lisez  =-• 

Page  166,  ligne  9,  au  lieu  de  somme,  lisez  moyenne. 
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[H2ca]      ^>:;y  • 

,^,       L'BOllATION  B'ttMR  : 

^  ^-  \^^  '"V  1  y^Q  .  ) 

Professeur  adjoint  à  TUniversité  de  Naiiry 


1.  Expliquons  d'abord  sur  un  exemple  simple  la 
méthode  qui  sera  employée  pour  réquation  d'Ruler. 

Considérons  un  cercle  rapporté  à  deux  diamètres  rec- 
Ungulaires  Ox^  Oy\  un  point  M  de  ce  cercle  est  défini 
par  Tangle  '^  que  fait  le  rayon  OM  avec  Ox,  ou  encore 

par  la  valeur  du  paramètre  t  ==  tang  f-  •  Prenons  sur  le 

cercle  deux  points  M  et  M| ,  correspondant  à  des  angles  'f 
et  9,  et  à  des  valeurs  £  et  f ,  du  paramètre  /,  puis  écri- 
vons que  la  droite  MM|  est  tangente  h  un  cercle  ayant 
pour  centre  le  point  O  et  pour  rayon  une  longueur 
arbitraire  p. 

La  relation  entre  t  et  £4  ainsi  obtenue  est  évidemment 
équivalente  à  la  suivante  : 


©1  —  ^ 
•  *      I 


=  s 


1  étant  une  constante  convenablement  choisie;  elle  doit 

donc  conduire,  quand  on  la  dilTérentie^   à   Téquatioii 

diâfërentielle 

d(i  dt 


i-h  /f        I  -f-  /* 


=  o. 


ft,  comme  Téquation  finie  entre  t  et  l^  contient  une 
constante  arbitraire,  p,  c'est  l'intégrale  générale  de 
l'équation  différentielle  du   premier  ordre  considérée. 

Ann.  de  âfathémat.,  3- série,  t.  XVÏII.  (Juillet  1899.)  '9 
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La  véritication  de  ces  résultais  est  îuiinëdiate.  L'équa- 
tion de  la  droite  MMi  est  : 

si  l'on  suppose  que  le  rayon  du  cercle  donné  a  été 
pris  pour  unité.  La  condition  pour  que  cette  droite  soit 
tangente  à  un  cercle  de  centre  O  et  de  rayon  p  est 

ou  encore 

Elle  peut  s'écrire 

/,  — / 
=  consl. 

et  elle  donne,  par  dilFérentiation, 

Ou  a  donc  ainsi  une  méthode  géométrique  pour  inté- 
grer Téqualion  diflTérentielle 

df  dfi 


i-ht*       n-^î 


2.  Considérons  maintenant  la   conique  (S)  définie 
par  les  équations 

(S)  X  =  .r«,        ¥  =  13-,        (Yï  — 4X  =  o), 

où  X  désigne  un  paramètre  variable,  et  écrivons  que  la 
droite  joignant  les  points  M  et  Mi  de  celte  conique  est 
tangente  à  une  conique  fixe  (S) 

(I)     aa'  -ha'v^  H-a'w*  -\-ibvw  -h  2.  b'wu  -f-  2^'ap  =  o. 

On  trouve  ainsi  une  équation  doublement  quadra- 
tique et  symétrique  entre  les  paramètres  x  et  jti  des 
points  M  et  M|. 


(    ''9^  ) 
Le  premier  membre  de  celle  équation,  ordonné  suc- 
cessivement par  rapport  à  x^  et  par  rapport  à  jt,  peut 
s'écrire 

F  (  jr,  Xi)=  A  j*]  -I-  îBj-i  -^  C  =;  \|  j"*  -♦-  9. B|  r  -h  Ci  =  o  : 

A  ,    By   C  sont  des  fonctions  quadratiques  de  ar,  etA|, 
B|,  C|  les  mêmes  fonctions  de  ^4. 

Si   Ton  diffiérentie  cette  équation,  on  trouve 

(  Aia?-*-  Bi)  dx  -+■  (AiCiH-  B)dxi  =  o: 
puis,  en  tenant  compte  de  la  relation  entre  j:  et  Xi, 

^  B}  -  A,  C,  é^or  H-  /B«  —  A  G  dxi  =  o; 

uuiin,  en  posant 

W(x)  =  B«- AC, 
on   trouve 

dx  dx 


Le  polynôme  W(jc)  est  du  quatrième  degré  en  x  et 
Ton  passe  du  premier  terme  au  second  en  remplaçant  x 
par  jTi . 

Cette  équation  diilérentielle  du  premier  ordre  se 
nomme  une  équation  d'Euler  et  Ton  voit  que,  la  co- 
nique (S)  étant  donnée,  une  conique  (S)  conduit  à  une 
intégrale  particulière  d'une  équation  d'Euler  délinie  par 

le  polynôme 

W(x)  =  B»— AG. 

3.   Cela  posé,  la  question  à  résoudre  est  la  suivante  : 
Le  polynôme  W(x)  étant  donné,  savoir 

V(ar)  =  a^x'*-^  ^a^x^-^-  6ajar'-h  ^a^x  '\-  04, 

et  la  conique  (S)  étant  définie  comme  plus  haut,  déter* 
miner  la  conique  enveloppe  (S)  de  façon  que  Féquation 
d'Euler  correspondant  à  (£)  soit  précisément 

dx      __      dxi 
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On  va  voir  que  le  problème  ainsi  posé  est  possible  et 

que  la  solution  dépend  d'une  constante  arbitraire. 

Pour  cela,   il   suffit  d'interpréter  géométriquement 

l 'équation 

V(ar)  =  B«— AC  =  o. 

Cette  équation,  du  quatrième  degré  en  x,  donne  les 
valeurs  de  x  pour  chacune  desquelles  les  deux  valeurs 
correspondantes  de  X\  sont  confondues,  c'est-à-dire 
elle  détermine  les  points  de  (S)  tels  que  les  deux  tan- 
gentes menées  de  Tun  de  ces  points  à  la  conique  (I) 
sont  confondus  ou  enfin  les  points  où  (S)  est  rencontrée 
par  (S). 

Quand  W[x)  est  donné,  la  conique  (S)  est  assujettie 
à  la  condition  de  couper  (S)  aux  quatre  points  définis 
par  l'équation 

On  trouve  facilement  (*)  que  l'équation  générale  des 
coniques  (S)  satisfaisant  à  cette  condition  est 

aoX*-f-aa|XY-i-aiYï-f-2aiX-i-aa,Y-hafc-f-X(Y«—  4X)  =  o. 

La  conique  (2)  étant  ainsi  déterminée,  pour  avoir 
Tcquation  biquadratique  entre  a:  et  x, ,  il  faut  prendre 
l'équation  tangentielle  de  (S)  et  écrire  que  cette  équa- 
tion tangentielle  est  vérifiée  par  les  coordonnées  de  la 
droite 

X ~  Y  +-  xxi  =  o 

qui  joint  les  points  de  paramètres  x  et  X4. 


(  I  )  Voir    Beprésentation   géométrique    des    covariants   d'une 
forme  biquadratique  {Nouvelles  Annales,  p.  34 1  ;  1898. 


( 
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On  trouve  de 

celte  façon  réqualion 

ap 

«1 

rt,— 2X                1 

a, 

rtj-+-  X 

«1—  2X 

^i 

«V                          ^«^1 

I 

X  -H  J-| 

arxi                   0 

=  o, 


qui  conlient  une  constante  arbitraire  'k.  C'est  l'intégrale 
générale  de  l'équation  différentielle  donnée,  savoir 

dx  dx\ 


ou 


Cetle  forme  d'intégrale  a  été  donnée  par  Stieljes 
[Bulletin  des  Sciences  mathématit/ues^  année  1888, 
p.  22a).  Si  Ton  développe  le  déterminant  et  si  l'on 
cherche  à  mettre  en  évidence  des  invariants  et  des  cova- 
riants  du  polynôme  du  quatrième  degré  ^(x),  on 
trouve 

Dans  cette  équation,  S  désigne  l'invariant 

S  =  aoa^H-  la^ai—  3a|, 

'l'J  est  une  polaire  de  V(x),  savoir 

*'i  —  J'*  (  aox*  -+-  2  ai  37  -+-  rt,  ) 

-f-  2^(aia7»-4-  2ajjr  H-  a^)  -4-(fl,a?«-4-  la^x  -\-  a,,) 

[t  désignant  la  variable  d'homogénéité),  H^  se  déduit 
^uHessieu  H(x)  comme  ^^  se  déduit  de  V(x)  et 

H(j?)  =  (ao«t—  a})j?*-f-  «(aoaj—  aiai)a:' 
-h  (aoat-H  ->.aiâs —  3a|)jr' 
—  '2(/7ia4 —  aja.i),r  -i-  (a^av  —  a\). 
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4.   Le  discriminant  de  (!') 

a, 


«1  ^j—  'Jt  A 


développé  est 


-(U'-SX-T), 


S  et  T  désignant  les  invariants  de  ^"(x);  c'est  le  pre- 
mier membre  de  V équation  canonisante  relative  au 
polynôme  du  quatrième  degré  W{x),  Quand  \  annule 
ce  discriminant,  la  conique  (S)  correspondante  se  réduit 
h  deux  droites;  le  premier  membre  de  son  équation  tau- 
genlielle  est  le  carré  du  premier  membre  de  Téqualioii 
taugentielle  du  point  double. 

Donc  quand  \  est  racine  de  Inéquation  canonisante 


X3_SX  — T=:0, 


le  premier  membre  de  l'équation  biquadratique  en  x 
et  y  déifient  le  carré  d*une  expression  bilinéaire  en  i 
et  y.  La  relation  considérée  est  alors 


a, 


ai 


a^  —  '?.  X 


a, 


À     — 


y 


a- 


^y 


^r-.   <). 


5.   Cas  particulier  ou  W{x)  ^  4^^^  —  ffi^  ~  gi-  ~" 
Il  suffit  dans  les  résultats  précédents  de  faire 

ao=o,         «1  — I,         rtî=o,         «3  =  — {^,,         ai^^  —  gi'' 
Téquation  canonisante  devient 

■iX^  —  ^lX  —  ^"3=  O. 

L'intégrale  générale  de  Téquation  d'Ruler  correspon- 
dante 

d,r  dy 


\l  ^T^—  p:tr 


^^ 


>/\ 


_r  y 


v2--  fny  —  fi" 3 
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est 
où 

Désignons  par  <?i,  e^,  e^  les  racines  de  Téquation 

canonisante 

4Xï— ^,X  — ^,=  0. 

Lorsque  Ton  remplace,  dans  la  relation  Liquadratique 
entre  x  eiy,  X  par  l'une  de  ces  racines,  €^  par  exemple, 
nous  savons  que  le  premier  membre  devient  le  carré 
d'une  fonction  bilinéaire  de  x  et  de  j\  En  développant 
les  calculs  dans  ce  cas  particulier  et  en  tenant  compte 
(io  Tidentité 

ou  trouve  que  la  relation  bilinéaire  entre  x  et  y^  qui 
correspond  à  A  =--  <?| ,  est 

6.  La  relation  biquadratique  entre  x  et  y^  qui  con- 
tient au  second  degré  la  constante  X,  peut  être  consi- 
dérée comme  une  formule  d'addition  pour  la  fonction 
p(u]  g^2)grs)dont  les  invariants  g2  et ^3  sont  liés  d^une 
manière  convenable  aux  invariants  du  polynôme  biqua- 
dratique W{x). 

Dans  le  cas  particulier  considéré  au  n"  o,  si  Ton  pose 

IVqiiation  du  deuxième  degré  en  X 

Xî(^_^.^i_HXn-;H-n(.r,^) 

admet  comme  racine 

p(u  —  Ui)        et        p(if -r-Hi): 


(  3oo  ) 

on  le  vérifie  imniédialement  en  se  reportant  aux  for- 
mules qui  donnent 

/ï(a  —  lii) -4-/>(m -h  «t)        et        /?{«  —  ui)p{u-^  Ui). 

Dans  le  cas  général,  si  l'on  relie  les  invariants  de  U 
fonction  elliptique  aux  invariants  S  etTde  ^'(x)  par 
les  égalités 

OÙ  T  désigne  un  facteur  de  proportionnalité,  et  si  Ton 
définit  un  argument  i^  par  les  égalités 

'*  «0  -^^  V^ 

enfin  si  Ton  fait  correspondre  à  x  un  argument  uelkj 
un  argument  Ut  par  les  formules 

x     .                  .1   p'u—p'v 
(aoa^-Hai)=  - — > 


T  I    p'ux'-p'v 


v/ôi  ^    pui—pv 

les  racines  de  Téquation  du  second  degré  en  "k  sont 
-ip(u — ui)         et        -— /)(m -4- wj -+- i*). 

Ces  résultats  se  rattachent  de  très  près  à  Tin  version  de 
Tintégrale  elliptique 


/ 


dx 


)/W{x)* 


nous  renverrons  pour  leur  démonstration  dans  le  cas 
général  au  Traité  des  Jonctions  elliptiques  d'Halphen, 
a**  Volume,  pages  356  et  36o. 
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LUITES   DIS   RACINES   BTNE   ÉQUATION 
NAYANT  QUE  DES  RACINES  RÉELLES; 

Par  m.  Antoine  PLESKOT, 

Professeur  à  rÉcole  royale  de  PizeA  (Bohi^me). 


Nous  nous  proposons  de  montrer  dans  cette  Note 
comment,  a  Taîde  de  la  théorie  des  maxima  et  des  mi- 
nima,  on  {>eut  déterminer  les  limites  des  racines  d^une 
équation  qui  n^a  que  des  racines  réelles. 

Soit 

une  équation  n*ayant  que  des  racines  réelles. 

Désignons  la  somme  des  k^^^^*  puissances  des  racines 
Ti,  j:2)  X3,  .  • . ,  Xa  de  cette  équation  par  5a,  de  sorte  que 

On  sait  que  Sj^  peut  s'exprimer  rationnellement  en 
fonction  des  coefficients  ai ,  a^,  . . . ,  /i/i. 

Considérons  maintenant  n  —  2  racines,  à  savoir  0:29 
X3,  ...,X/i_f,  comme  des  variables  indépendantes,  et 
considérons  par  contre  les  deux  restantes  Xf  et  x„ 
comme  fonctions  des  autres,  définies  par  les  deux  équa- 
tions 

^ans  lesquelles  St  et  S2k  sont  des  constantes  données. 

Nous  allons  chercher  à  trouver  le  système  de  valeurs 
'ït' J^2»  -M  -^n-i  pour  lesquelles  la  fonction  dvxn  ainsi 
'{«'finie  (](fvient  un  maximum  ou  un  minimum. 


(     io'A    ) 

En  cHectuant  la  diÛerentialion,  on  aura 

r/.r,  -f-  djTi  -+-  dxz  -H ...  -4-  dxn  —  o, 
.rf^-'c/v^i  -i'Xl*''^dXf  -^xl^-^dxi  -+- . .  .-i- arj*"*  dx„  =  0, 

relations  d'où  l*on  déduit,  en  éliminant  dx^^ 

\  dXi( xl^-^  —  x]^-^)  -^  dxiixl''-^  —  x*^''-*)  -h. . . 

On  a  donc,  pour  le  système  spécial  de  valeurs  de  Xj, 
or,*  . . . ,  X/i_i  dans  lequel  JTn  devient  soit  un  maximum 
soit  un  minimum,  les  équations  suivantes  : 

OU,  puisqu'il  s'agit  de  valeurs  réelles,  les  équations 

(Y)  T,  =  .r,  =  :r3  —  . . .  =  Xn-i. 

On  doit  joindre  ces  n  —  2  équations  aux  deux  équa- 
tions (a)  pour  déterminer  les  quantités  encore  incon- 
nues JTi  et  x„  ;  de  là  suit  le  système 

i  (n-'^)x^     -{- Xn    =  5i, 

dont  on  peut  tout  de  suite  tirer  les  quantités  Xt  et  Xn- 

Il  reste  encore  à  montrer  quand  x„  devient  le  maxi- 
mum et  quand  il  devient  le  minimum.  Pour  cela  déter- 
minons d'Xn* 

Si  Ton  diflerentic  (,3),  on  aura 


%'  =in 


^{xl^-^-x\'"')d^x^ 

-4-  (7.k  —  i)  V  (arj^-*  dxv—  x\^-^-  dxx)  dx^.  =  o. 

Mais,  pour  le  système  spécial  .ri,   .  . .,  x„,  on  a 

dx„  —  o, 


(  :\o:\  ) 

et,  si  Ton  se  sert  des  équations  (y),  on  aura  tout  (Fa- 
bord  réquatiou 


t'      n   -  l  V       M  -~  I  \ 


-r-  (  .i/»  —  I  )  xf*  -  M        y     rir}  —  f/jTi     y    dj-i,  1  =  o. 


»• .-  *  v  -t 


Or,  à  cause  de  réqualioii 


n-l 


^^  rfjT,,  ^=  —  ^^-'"i, 


noire  résultat  doit  prendre  la  forme 

v:=n  —  l 


X   ''•^' 


•.=:1 


d*T„  -^  ~(M  -  o^î*-»  — ^_-^  — 


Le  numérateur  du  second  membre  est  toujours  positif; 
^^X/i  devient  donc  positif  quand 


t'St  négatif,  et  il  devient  négatif  quand 

"*  n  I 

est  positif. 

Il  s'ensuit  que  Xn  a  la  plus  grande  valeur  quand 
x„  >  jc,  et  la  plus  petite  quand  x,t  <C  X\  • 

La  résolution  de  Féquation  (S)  nous  donne  deux  sys- 
tèmes de  valeurs  des  quantités  X\  et  Xn,  comme  il  va 
être  démontré.  Pour  le  premier  système  on  a  Xn  >  x^^ 
et  alors  Xn  est  la  racine  la  plus  grande,  puisque  toutes 
les  autres  égalent  x,  ;  pour  la  deuxième  on  a  Xn  <  Xx , 
<^t  alors  Xn  est  la  plus  petite  racine. 

Il  nous  reste  encore  à  tirer  du  système  (o)  les  valeurs 
Je  X,  et  de  x,,.  Le  système  aura  une  forme  bien  simple 
si  5,  —  o. 


(  3o4  ) 
Transformons  donc  Téquation  (i)  en  faisant  la  sub- 
stitution 


«1 

X  —y 

Elle  deviendra 

Désignons  maintenant  la  somme  des  puissances  A*  des 
racines  de  cette  équation  par  <r;t,  le  systègie  (8)  se  trans- 
formera en 

(/i  — i)j^i     -+-^«    =0, 

(/l  — l)j^î*H-J'?/  =  <T,A, 

parce  que  Œi  =  o. 

II  résulte  de  ces  équations 


V   (n  — i)[i-H(/i-Hi)î*~» 


ri   ^H= 


i 


La  valeur  j^,i  est  donc  positive  pour  le  signe  supérieur 
et  négative  pour  le  signe  inférieur. 

La  valeur  positive  deyn  fait  atteindre  à  y^  son  maxi- 
mum et  la  valeur  négative  son  minimum. 

La  valeur  la  plus  grande  et  la  plus  petite  que  Xn 
puisse  atteindre  sont  donc 


) 


Le  signe  supérieur  correspond  au  maximum  et  le  signe 
inférieur  au  minimum. 

^2k  peut  aussi  s'exprimer  par  .ç^a.  On  a  les  équations 


ai 

y  —  ,r  -^ '1 

n 


(  :io.j  ) 

donc 

%j. _ . 

Eu  înlroduisant  les  valeurs  5a,  les  U miles  des  racines 
de  réquation  (i)  prennent  donc,  pour  la  limite  infé- 
rieure, la  forme 


-'ii-ÎLll./ 

n       n    y 


let,  pour  la  limite  supérieure, 


tt    n  y 


***îil-H/l**-K'A^)l«t*îA— l-^/»**"*(2^)t«?*lA-ï-'--  •-^'*^1^' 


Dans  le  cas  spécial  où  Xr  =  i ,  ou  aura  les  limites 


et 


n  n      Y     n  —  i 


n  n      y       n  —  i     ' 


qui,  si  au  lieu  de  5|  on  écrit  ai  et  a^  —  aaj  au  lieu  de  .r^, 
prennent  les  formes  connues 


cl 


n  n     y  n  —  i 


ai        n  —  I  ^  /   ,        xnat 
n  n      y      ^        71  — I 


Note.  —  L'auteur  a  publié  une  autre  méthode  élémentaire  qui 
akomtit  aux  mêmes  limites,  dans  des  Comptes  rendus  {Sitzungsbe- 
rkhte)  de  la  Société  royale  des  Sciences,  à  Prague,  en  1897. 
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SUR  LHOHOGRAPHIE  ET  LA  MIALITÉ 
APPLIQUÉES  AUX  PROPRIÉTÉS  MÉTRIQUES  DE  LESPACE  (M 

Par   m.  L.  RïPERT. 


I.  —  Gkomktrie  attour  nr  point. 

P  ré  tim  in  a  ires . 

1 .  Les  procédés  de  passage  de  la  Géométrie  plane 
(dans  un  plan  S)  à  la  (zéoméirie  autour  d'un  point  S 
ajant  été  indiqués ,  pour  les  propriétés  proj'ectives,  dans 
un  précédent  article  (Nouvelles  annales,  1898^  p.  44^)? 
il  suffira  de  donner  ci-après  un  nombre  de  définitions 
sudfisant  pour  montrer  que  leur  application  aux  pro- 
priétés métriques  n'ofire  aucune  difficulté. 

Pour  faciliter  la  comparaison,  j'emploierai  les  mêmes 
numéros  d* ordre  que  dans  Tarticle  relatif  aux  propriétés 
métriques  planes  (1898,  p.  446);  je  conserverai,  en 
outre,  les  mêmes  notations.  Il  doit  être  entendu,  sans 
qu'il  soit  besoin  d'en  faire  mention  dans  les  énoncés, 
que,  de  même  que,  dans  la  géométrie  du  plan  S,  tous 
les  éléments  sont  dans  S,  dans  la  géométrie  autour  du 
point  S,  tous  les  éléments  considérés  passent  par  S.  En 
Géométrie  plane  dans  S,  il  n'y  a  que  des  ]»oints  et  des 
droites,  le  seul  plan  déterminé  étant  S;  de  même,  dans 
la  géométrie  autour  de  S,  il  n'y  a  que  des  plans  et  des 
droites,  le  seul  point  déterminé  étant  S. 


(')  \ iûr  .\ouvelles  Annafes,  p.  101;  1^99. 


(    .ioj   ) 

t.  Les  bases,  îiidépendaiiiiiient  du  théorème  de 
Chasies,  sur  l'iuvariancc  du  rapport  anbarmonique, 
sont  :  1  ®  une  droite  n,  intersection  de  deux  plans  fixes  K  i 
et  Ns,  arbitrairement  cboisis  (/'  ou  i)  et  déterminant 
toute  une  famille  de  cônes  (du  2^  degré)  homoiangenls 
(c'est-à-dire  astreints  à  toucher  N|,  Nj);  2®  et  corréla- 
tivement, un  plan  N,  jonction  de  deux  droites  fixes  /Z| 
et  n^,  arbitrairement  choisies  (r  ou  1)  et  qui  déter- 
minent toute  une  famille  de  cènes  homolinéaires  (c'est- 
à-dire  astreints  a  avoir  pour  génératrices  /i|  vl  n^)  (*). 

Un  cône  homotangent  est  déterminé  par  la  donnée 
du  plan  polaire  de  n  et  d'un  plan  tangent,  ou  encore  de 
trois  plans  tangents.  Un  cône  homotinéaire  est  déter- 
miné par  la  donnée  de  la  polaire  du  plan  N  et  d'une  gé- 
nératrice, ou  encore  de  trois  génératrices. 

Dièdre  anharmonique  de  deux  plans. 

3,  4>.  Étant  donnée  une  droite  d^  par  laquelle  on 
mène  deux  plans  A  et  B  et  que  Ton  joint  a  /i  par  un 
plan  N</,  on  considère,  dans  la  famille  de  cônes  homo- 
tangents  (N|,  ^2)^  un  cône  V  qui  sera  dit  cône-unité, 
ayant  pour  plan  polaire  de  n  uii  pian  arbitraire  Q  ;  soit  R 
un  plant  tangent  à  V  mené  par  la  droite  QN^.  On  joint 
les  droites  QÂ  et  /i  par  un  plan  J,  qui  coupe  E  suivant 
la  droite  JE,  que  l'on  joint  à  £J  par  le  plan  D.  Le  rap- 
port anharmonique  (ABDNj)  sera  dit  le  dièdre  anhar- 
monique des  deux  plans  A  et  B  (les  mots  :  par  rapport 
à  n  et  au  cône-unité  F  étant  sous-entendus). 

5.  Si  la  fig.  2  bis  qui  résulterait  de  cette  construc- 
truction  est  la  corrélative  de  X^Jig.  2  (5),  tous  rapports 


(')  Le  mot  homoponctuel  serait  impropre,  puisque  la  géométrie 
autour  (Je  S  ne  comporte  pas  de  points. 


(  :5o8  ) 

ankarmoniques  coiTélatîi's  étant  égaux,  foute  relation 
entre  des  longueurs  ankarmoniques  y  exprimant  une 
propriété  de  la  fig.  2,  subsistera  entre  les  dièdres 
ankarmoniques  corrélatifs  de  S  bis  et  exprimera  une 
propriété  corrélative  de  cette  dernière  figure . 

6.  Applications.  —  1°  Un  cône  homotangent, 
ayant  O  pour  polaire  de  n  est  Teuveloppe  des  plans  M 
tels  que  le  drièdre  anliarmonique  (O,  M)  soit  constant: 
la  valeur  constante  de  ce  dièdre  sera  dite  le  dièdre 
anliarmonique  du  cône  homotangent. 

2^  Un  cône  non^komotangent  C  est  l'enveloppe  des 
plans  M  tels  que  la  somme  ou  différence  de  leurs 
dièdres  anharmoniques  avec  deux  plans  fixes  F  et  F', 
qui  seront  dits  plans  focaux  du  cône  (par  rapport  à  fi), 
soit  égale  à  la  valeur  anliarmonique  2a  du  dièdre 
focal  (S,  S'),  déterminé  par  F,  F',  c'est  à-dire  du 
dièdre  formé  par  les  plans  tangents  à  C  menés  par  FF'. 

Le  plan  polaire  O  de  ra  est  le  conjugué  harmonique 
du  plan  K  de  jonction  de  n  et  FF',  soit  par  rapport  au 
couple  (F,  F'),  soit  par  rapport  au  couple  (S,  S').  En 
désignant  par  R  et  R'  les  plans  tangents  menés  à  C  par 
la  droite  d'intersection  de  O  et  du  plan  L  passant  par  n 
qui  est  conjugué  de  K  par  rapport  au  cône-unité  F,  les 
dièdres  anharmoniques  (O,  S)  et  (O,  S')  ou  a,  (0,  R) 
et  (O,  R')  ou  A,  (O,  F)  et  (O,  F')  ou  c,  sont  respecti- 
vement égaux^  avec  la  relation  a^ip6*  =  c*.  Les  po- 
laires de  F  et  P  par  rapport  a  C  sont  les  directrices 
(par  rapport  à  a?)  correspondant  aux  plans  focaux,  etc. 

Angle  anharmonique  de  deux  droites  {par  rapport  à  N). 

7.  Etant  donné  un  plan  D^  jonction  de  deuï 
droites  a  et  i^  et  qui  coupe  le  plan  fondamental  N  sui- 


(3o9) 
vaut  une  droite  ^0,  ou  considère,  dans  la  Camille  de 
cônes  homolinéaires  (/i|,  /i^),  un  cône  y,  qui  sera  dit 
cône-unité^  ayant  pour  polaire  de  N  une  droite  arbi- 
traire q]  soit  e  une  génératrice  de  y  située  dans  le 
plan  f/i0.  Ou  mène  le  plan  qa^  coupant  le  plan  N  sui- 
vant une  droitey  qui,  jointe  à  c,  donne  le  plan  je^  cou- 
pant D  suivant  une  droite  d.  Le  rapport  anliarmonique 
[abdrif,) sera  dit  V angle anharmonique  des  deux  droites  a 
et  b  (les  mots  :  par  rapport  à  M  et  au  cône-unité  y  étant 
sous-entendus). 

8.  Si  la  Jig,  3  bis  qui  résulterait  de  cette  con- 
struction est  la  corrélative  de  W  Jig,  3  (7),  toute  rela- 
tion entre  des  angles  anharnioniqnes  {du  plan  S), 
exprinumt  une  propriété  de  la  fi  g,  3,  subsistera  entre 
les  angles  anharnioniques  corrélatifs  {autour  du 
point  S)  de  lafig,  3  bis,  et  exprimera  une  propriété 
corrélative  de  cette  dernière  figure. 

9.  Applications.  —  i**  Un  cône  honiolinéaire  ayant  o 
pour  polaire  de  N  est  le  lieu  des  droites  m  telles  que 
Taugle  auharmonique  (o,  m)  soit  constant.  Cette  valeur 
constante  sera  dite  V angle  anharmonique  du  cône 
homolinéaire. 

2**  Un  cône  non  homolinéaire  c  est  le  lieu  des 
droites  m  telles  que  la  somme  ou  différence  de  leurs 
angles  anharnioniques  avec  deux  droites  fixes /et/', 
qui  seront  àxies  focales  du  cône  (par  rapport  à  N)  soit 
rçale  à  la  valeur  anharmonique  a  A  de  V  angle  focal  {s^sf), 
formé  par  les  deux  génératrices  d'intersection  de  c  avec 
le  plan  de  jonction  de/et/',  etc. 

Laissons  au  lecteur  le  soin  de  traduire  les  numéros 
suivants  : 

Ann.  de  Mathémat.,  3- série,  t.  XVIII.  (Juillet  1899.)  20 
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10,  11,  12.  Angle  aiiharmonique  (par  rap|>ort  a  n) 
d'un  plan  et  d'une  droite. 

13,  14.  Angle  anharinonique  (par  rapport  à  N)  duDe 
droite  et  d'un  plan. 

15  à  18.  Division  anharmonique  des  dièdres  (de 
plans)  et  des  angles  (de  droites).  Plan  central  anharmo- 
nique d^un  dièdre  (par  rapport  k  n);  son  axe  anharmo- 
nique (par  rapport  à  N). 

19, 20,  21 .  Plans  conjugués  anharmoniques  ( par  rap- 
port à  /i)  et  droites  conjuguées  anharmoniques  (par  rap- 
port à  N). 

22,  23,  24.  Eléments  anharmoniques  des  dièdres  et 
des  angles  de  droites. 

25  à  28.  Bissectrices  anharmoniques  (par  rapport 
a  fi)  et  plans  bissecteurs  anharmoniques  (par  rapport 
à  N).  Cônes  homotangents  circonscrit  et  ex-circon- 
scrit;  cônes  homolinéaires  inscrit  et  ex-inscrits,  etc. 

Produits  et  sommes  anharmoniques. 

29.  J'appellerai  produit  anJiarmonique  S  {par  rap- 
port an)  d'un  trièdre,  le  produit  du  dièdre  anharmo- 
nique d'une  a  rôle  (c'est-à-dire  des  deux  faces  qui  la 
déterminent)  par  la  moitié  du  dièdre  anharmonique 
(11  bis)  de  cette  arête  avec  la  face  opposée. 

Corrélativement,  j'appellerai  produit  anharmonique^ 
{par  rapport  àN)  d'un  irièdrc  le  produit  de  l'angle 
anharmonique  d'une  face  (c'est-à-dire  des  deux  arêtes 
qui  la  déterminent)  par  la  moitié  de  l'angle  anharmo- 
nique (13  bis)  de  celte  face  avec  l'arête  opposée. 
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30.  Uy  by  c  étant  les  dièdres  aiiliarmoniques  des 
arêtes  et  Â,  B,  C  les  angles  anharmoniques  des  faces,  on 
peut  donner  à2/>  =  a-hA-l-cel2P=A4-B-hCles 
noms  de  sommes  anharmoniques  du  Irièdre  (par  rapport 
à  /2  ou  N). 

31,  32.  Il  est  alors  facile  d'interpréter,  pour  le 
Irièdre,  des  formules  telles  que 

aS  ^  6csin  A  —  2^p(p  —  a){p  —  à){p  —  c ) 

abc 


2R 


—  2/7r 


1 


is=  BCqusina  -r:  av/P(  P  —  A)(P  —  B)(P  —  C] 


Enfin  il  n*est  pas  difficile  de  trouver,  pour  un 
trièdre,  une  interprétation  quasimétrique  des  dièdres 
^t  des  angles  exprimés  en  degrés  et  subdivisions  de 
degrés,  et  d'une  manière  générale,  de  résoudre,  par 
corrélation,  toute  difficulté  qui  pourra  se  présenter. 


H.    —    GÉOMÉTRIE    DE    L^ESPACE. 


Prélim  in  a  ires . 


33.  Le  détail  des  procédés  d'application  de  l'homo- 
graphie et  de  la  dualité  à  la  Géométrie  de  l'espace  exi- 
gerait de  longs  développcinenis.  Je  nie  bornerai  ici  k 
indiquer  quelques  bases. 

L'existence  symbolique  du  plan  i  de  l'infini,  conte- 
nant le  cercle  imaginaire  Vi  de  l'infini,  qui  détermine 
la  famille  des  sphères  de  l'espace,  étant  admise,  les 
données  fondamentales  des  transformations  sont  :  i^un 
plan  fondamental  n,  contenant  une   conique  donnée 
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(/'  OU  /)  r,i,  qui  détermine  une  famille  de  r|uadriques 
homoponctuelles  (ou  aslreintes  à  passer  par  Vn)\  2**  et 
corrélativement,  un  point  fondamental  N,  sommet 
d'un  cône  donné  (r  ou  i)  ^^^  qui  détermine  une  famille 
de  quadriqucs  homotangentes  (astreintes  à  être  inscrites 

Toutes  les  quadriques  homoponctuelles  ou  homotan- 
gentes étant  ainsi  assujetties  à  cinq  conditions,  quatre 
conditions  restent  nécessaires  et  suffisantes  pour  en 
déterminer  une.  La  donnée  du  pôle  de  n  pour  les 
premières,  ou  du  plan  polaire  de  N  pour  les  secondes, 
équivaut  à  trois  conditions. 

Définitions  et  applications, 

34.  La  définition  de  la  distance  anharmonique  de 
deux  points  ou  longueur  anharmonique  d'un  segmcnt(4) 
s*étend  à  l'espace  en  remplaçant*  la  conique-unité  par 
une  quadrique  homoponctuelle  S  (quadrique-imité). 
Par  application  immédiate,  une  quadrique  homo- 
ponctuelle, ayant  O  pour  pôle  de  n  est  le  lieu  des 
points  M  tels  que  la  longueur  anharmonique  OM  {rayon 
anharmonique)  soit  constante  (*). 

35.  Si  Ton  considère,  dans  la  famille  de  quadriques 
homotangentes,  une  quadrique  0-,  dite  quadriquc'unité, 
ayant  pour  plan  polaire  du  point  fondamental  N  un 
plan  arbitrairement  choisi  q^  la  définition  [y)  se  mo- 
difie ainsi  :  étant  donnée  une  droite  D,  intersection  de 
deux  plans  donnés  aelb  et  dont  la  jonction  à  N  donne 
le  plan  Hp,  soit  e  un  plan  tangent  mené  à  la  quadrique- 


(*)  Voir  plus  loin,  pour  les  propriétés  des  quadriques  analogues 
à  celles  (6,2*  et  9,v)  des  coniques. 
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anité  t  par  la  droite  ^/t^.  On  joint  la  droite  qa  au 
point  N  par  le  plan  7,  qui  coupe  e  suivant  la  droite  ye 
que  Ton  joint  à  D  par  le  plan  rf  (*).  Le  rapport  anhar- 
monique  {abdn^)  sera  dit  le  dièdre  anharmonique  des 
deux  plans  a  et  ft  (en  sous-en tendant  :  par  rapport  à  N 
cl  a). 

Par  application,  une  quadrique  homotangente  est 
ren?eloppe  des  plans  m  tels  que  le  dièdre  anJiarmo' 
nique  (o,  m)  soit  constant. 

36.  La  dëânition  (34)  conduit  immédiatement  à  celles 
de  la  distance  anharmonique  d'un  point  A  à  un  plan  p 
et  de  la  distance  anharmonique  d'un  point  Â  à  une 
droite  D,  ces  distances  étant  celles  du  point  A  au  point 
d'intersection  de  p  ou  D  avec  la  droite  ou  le  plan 
passant  par  A  et  conjugué  (par  rapport  à  /i  et  F,,)  de  p 
ouD. 

La  déCnition  (35)  conduit  de  même  à  celles  de 
V angle  anharmonique  d'un  plan  a  et  d^un  point  P  et 
de  X angle  anharmonique  d 'un  plan  aetd  'une  droite  r/, 
car  ces  angles  sont  ceux  du  plan  a  avec  les  plans  de 
jonction  de  P  ou  rf  avec  la  droite  ou  le  point  situés 
dans  a  et  conjugués  (par  rapport  à  N,  y^)  ^^  P  o"  ^* 

Par  application,  une  quadrique  homoponctuelle  est 
Tenveloppe  des  plans  dont  la  distance  anharmonique  à 
un  point  fixe  (pôle  du  plan  n)  est  constante.  Une  qua- 
driqne  homotangente  est  le  lieu  des  points  dont  l'angle 
anharmonique  avec  un  plan  fixe  (polaire  du  point  N) 
est  constant. 

37.  La  (plus  courte)  distance  de  deux  droites  D  etiy 

(M  De  même  que,  dans  la  définition  (34  ),  les  droites  JE  et  d  sont 
dans  le  plan  (  A BN^),  de  même,  dans  la  définition  (35),  les  droites  ye 
et  D  passent  par  le  point  (abn^)* 
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est  celle  de  leurs  poîiils  d'intersection  avec  les  plans 
menés  par  chacune  d'elles  perpendiculairement  au  plan 
de  leurs  directions  communes  (plan  passant  par  leurs 
pieds  sur  le  plan  de  l'infini  ). 

La  distance  anharmonique  de  deux  droites  D  e£  IK 
est  donc  celle  de  leurs  points  d'intersection  avec  les  plans 
menés  par  chacune  d'elles  et  conjugués  (par  rapporta 
/2,  F;,)  d'un  plan  passant  par  la  droite  de  jonction  de 
leurs  points  de  rencontre  avec  /i. 

Corrélativement,  V angle  anharmonique  de  deux 
droites  d  et  d^  est  celui  de  leurs  plans  de  jonction  avec 
les  points  pris  sur  chacune  d'elles  et  conjugués  (par 
rapport  à  N,  v.^.)  d'un  point  pris  sur  la  droite  d'inter- 
section de  leurs  plans  de  jonction  avec  N. 

Par  application,  le  lieu  des  points  dont  les  distances 
anharmoniques  à  deux  droites  D  et  D'  sont  égales  est 
une  quadrique  réglée  Qi ,  tangente  à  /i.  L^enveloppe  des 
plans,  dont  les  angles  anharmoniques  avec  deux  droit(*s 
d,  d*  sont  égaux,  est  une  quadrique  réglée  Q2  passant 
par  N. 

38.  Les  définitions  et  applications  qui  précèdent  cor- 
respondent à  celles  du  précédent  article  (n°*  1  à  18).  Il 
serait  facile  de  faire  correspondre  de  niAme  des  déBni- 
tions  et  applications  (souvent  dédoublées)  à  celles  indi- 
quées sous  les  n"*  19  à  31. 

Laissant  au  lecteur  le  soin  de  poursuivre  cette  étude, 
dont  les  principes  et  le  mécanisme  sont  suffisamment 
indiqués,  il  me  semble  préférable  d'examiner  l'applica- 
tion des  notions  qui  précèdent  à  une  question  impor- 
tante :  celle  des  foyers  des  coniques  et  des  quadriques  et 
de  leurs  éléments  corrélatifs  (droites  focales  et  plans 
focaux). 

Pour  les  coniques,   la  question  a  déjà  clé  examinée 
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soniinaii*ement  ei  à  un  point  de  vue  spécial  (n°'6, 9 et  12). 
Mais  il  importe  de  rechercher  si  elle  pourrait  être  traitée 
par  généralisation  et  dualisation  des  définitions  usuelles 
d'Eiiler  et  de  Plùcker. 

En  ce  qui  concerne  les  qnadriques,  je  me  propose  non 
seulement  d'examiner  la  question  des  foyers  de  plans 
principaux,  dont  les  lieux  sont  les  focales,  mais  d^indî- 
quer  une  solution  d*une  question  posée  par  Chasles  en 
ces  termes  :  a  11  est  une  propriété  principale  des 
coniques,  qui  se  retrouve  dans  les  cônes  et  dont  nous 
n'avons  pas  encore  fait  mention  relativement  aux  sur- 
faces du  second  degré.  C'est  que  :  la  somme  ou  la  diffé- 
rence des  rayons  vecteurs  menés  d'un  point  d'une 
conique  aux  deux  foyers  est  constante.  Nous  avons 
fait,  pendant  longtemps,  des  tentatives  pour  trouver 
quelque  chose  d'analogue  dans  les  surfaces,  mais  sans 
obtenir  aucun  succès.  Aussi  désirons-nous  vivemenl  que 
celle  matière  oflre  assez  d'intérêt  pour  provoquer 
d'autres  recherches. ...»  (Chasles,  u4perçu  historique^ 
^oleXXXE,  p.  391,  1889,  Gauthier-Villars). 

Pour  pouvoir  étudier  ces  questions,  il  est  indispen* 
sable  d'examiner  d'abord  comment  Ton  peut  modifier 
les  systèmes  de  coordonnées,  de  manière  à  les  faire  cor- 
respondre aux  généralisations  et  dualisation  s  géomé- 
triques ci-dessus  indiquées.  Je  me  bornerai  au  système 
cartésien,  le  seul  en  cause  pour  les  questions  posées; 
mais  il  sera  facile  de  voir  que  des  généralisations  ana- 
logues s^étendent  aux  systèmes  trilatères  et  tétraédriques. 

Systèmes  de  coordonnées, 

39.  Dans  le  système  cartésien  plan,  un  point  M  est 
défini,  par  rapport  aux  axes  coordonnés  OX  et  OY  par 
les  longueurs  MP  et  MQ  des  segments  parallèles  à  OX 
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Cl  OY.  En  d'autres  termes,  oa  joint  le  point  IVl  aux  points 
X  et  Y  communs  à  la  droite  t  et  à  OX,  OY  et  l'on  pi'end, 
sur  les  droites  ainsi  obtenues,  les  longueurs  métriques 
(ou  par  rapport  à  I| ,  I2)  PM  et  QM  des  segments  compris 
entre  M  et  OY  ou  OX. 

Plus  généralement,  on  peut  considérer  (yîg^.  i)  le  sys- 
tème où  sont  donnés  :  1^  deux  axes  coordonnés  OX  et 
OY,  déterminant  le  point-origine  O;  a**  une  droite 
fondamentale  /i,  déterminée  par  deux  points  (r  oa  1) 

Fig.  1. 


N|  et  Na  et  coupant  OX  et  OY  en  X  et  Y.  Par  rapport 
à  une  conique-unité  F,  ayant  O  pour  pôle  de  n  et  pas- 
sant par  N|,  N2,  on  appellera  coordonnées  absolues 
d*un  point  M  les  longueurs  anharmoniques 

PM  =  OQ  =  ar,        QM  =  OP  =^, 

P  et  Q  étant  les  points  d'intersection  de  MX  et  MY 
avec  OY  et  OX.  La  coordonnée  d'homogénéité  de  M 
est  T|  M  =  t  et  l'équation  de  la  droite  fondamentale  n 
est  T  =  o. 

Si  les  coordonnées  sont  quasi-rectangulaires ,  c'est- 
à-dire  si  X  et  Y  sont  conjugués  harmoniques  par  rap- 
port  à    (N<,  N2),    les   équations   données  du   couple 

~  4-  j^  =  o,  T  =  o j,    l'équation 
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Y  -f-  Tr  =  )^  est  Tëquation  générale  des  coniques  ho- 

moponctuelles.  L'équation  x  "^  "fi"  ^^  ^  représente  une 

conique  C,  ayant  O  pour  pôle  de  /i  et  admettant  OX  et 
OY  pour  cordes  conjuguées  à  la  fois  par  rapport  à  F  et 
à  C  (ou  quasi-axes). 

40.  Corrélativement  {Jig>  at),  on  donne  :  i"  deux 
pôles  coordonnés  ou  et  ou,  déterminant  la  droite-ori- 
gine o\   a**  un  point  fondamental  N,  déterminé  par 

Fig.  1. 
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deux  droites  (r  ou  {)  Hi  et  n^,  et  dont  les  jonctions  à 
ou  et  ov  sont  u  et  <^.  Par  rapport  à  une  conique-unité  *^^ 
ayant  o  pour  polaire  de  N  et  touchant  /ii,  ^2,  on  ap- 
pellera coordonnées  absolues  d'une  droite  m  les  angles 
anharmoniques 

(/>,  m)  =  (o,  q)=Vy        (q,  m)  =  (o,/?)  =  V, 

p  et  q  étant  les  jonctions  de  mu  et  mi^  avec  ov  et  ou. 
L'équation  du  point  fondamental  M  est  r  =  o  et 

(r,,  m)  =  R 

est  la  coordonnée  d'homogénéité  de  m. 

Si  les  coordonnées  sont  corrélatis^es  des  quasi-rec- 
tangulaires, c'est-à-dire  si  u  et  i^  sont  conjuguées  har- 
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moniques  par  rapport  à  (fi|,  ^12),  les  équations  données 

du  couple  (fiif  rti)  étant  (-7-  H =  o,  r  =  oj,  Téqua- 

lion  -j-  -i =  ^  est  l'équation  générale  des  coniques 

homotangontes.  L'équation f-  -r-  =  i  représente  une 

conique  c,  ayant  o  pour  polaire  de  N  et  admettant  ou 
et  oi^  pour  points  conjugués  à  la  fois  par  rapport  à  y  et 
à  c  [quasiaxiaux), 

41.  Les  mêmes  principes  s'appliquent  aux  coor- 
données de  l'espace. 

Le  système  ponctuel  comporte  trois  plans  coor- 
donnés résultant  de  trois  axes  coordonnés  OX,  OY, 
OZ,  concourant  à  V origine  O,  X,  Y,  Z  étant  les  inter- 
sections de  ces  axes  avec  un  plan  fondamental  donné  /i, 
support  d'une  conique  donnée  F;,,  par  laquelle  on  fait 
passer  la  quadriquc-unité  S,  ayant  O  pour  pôle  de  n. 
Les  coordonnées  absolues  d'un  point  M  sont  les  dis- 
tances anharmoniques  de  M  aux  trois  plans  coor- 
donnés, comptées  à  partir  de  ces  plans  sur  les  droites 
MX,  MY,  MZ.  A  tout  point  M  correspond  une  coor- 
donnée d'homogénéité  'l\  M  =  f ,  comptée  sur  la  droite 
OM,  à  partir  du  plan  w,  dont  l'équation  est  T  =  o.  Si 
les  coordonnées  sont  quasirect angulaires,  c'est-à-dire 
si  le  triangle  XYZ  est  autopolaire  par  rapport  à  T„^  les 
équations  données  de  F/,  étant 

\i         \t        71 

1 — h  w-  4-  in-  =  X    est   l'équation    générale   des  qua- 

X*        Y*        Z* 

driques  homoponctuelles.  L'équation  t"  "^  B"  "^  "C  ^ * 

représente  une  quadrique  Q  ayant  O  pour  pôle  de  n  el 
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admeUaiil  les  Irois  axes  coordonnés  pour  quasi^axes, 
c'est-â-dîre  pour  cordes  conjuguées  à  la  fois  par  rapport 
à  Q  et  à  2. 

La  définliion  du  système  iangenlîel  corréladf,  par 
rapport  à  trois  pâles  coordonnés  ouj  ou^  ow  d'un  plan- 
origine  o  et  à  un  point  fondamental  N,  sommet  d'un 
cène  donné  Yj«,  résulte  immédiatement  de  la  précé- 
dente; il  me  parait  superflu  de  la  détailler  davantage. 

Foyers  dans  les  coniques, 

42.  On  appelle  foyer  (métrique)  d'une  conique, 
soit  :  1^  tout  point  F  tel  que  sa  distance  à  un  point 
quelconque  M  de  la  courbe  soit  une  fonction  ration- 
nelle et  linéaire  des  coordonnées  de  M;  soit,  a®  tout 
centre  F  d'un  cercle  de  rayon  nul  bitangent  à  la  co- 
nique, ou,  ce  qui  revient  au  même,  tout  point  F  par  le- 
quel on  peut  mener  à  la  conique  deux  tangentes  iso- 
tropes. 

La  définition  (i")  est  due  à  Eu  1er  et  la  définition  (a^) 
à  Plûcker.  En  appliquant  Tune  ou  l'autre  à  la  conique 

Y -h  -^  =  I ,  les  coordonnées  étant  rectangulaires,  on 

trouve  les  quatre  solutions  (dont  deux  toujours  réelles 
et  deux  toujours  imaginaires)  : 

(I)    Y  —  o,     ar  =  d=  /A  —  B  ;         a?  —  o,    y  —  b  y/B  —  A  . 

43.  Quelques  observations  sont  ici  nécessaires. 

1^  Dans  la  définition  d'Euler,  qui  se  symbolise  par 
l'expression  8  =  />,  5  est  une  distance,  comptée  sur  une 
droite  de  direction  indéterminée  (rayonnant  autour 
de  F)  et  que  Tou  considère  ordinairement  comme  tou- 
jours positive;  p  est  une  fonction  linéaire  qui,  selon  les 
coordonnées  de  M,  peut  êlre  positive  ou  négative.  Il  se- 
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rail  donc  plus  exact  d'écrire  8  =  di  j9,  oa  mieux  ù*  =  p^, 
et  par  suite  de  dire  :  «  On  appelle  foyer  d'une  conique 
tout  point  F  tel  que  le  carre  de  sa  distance  au  point 
quelconque  M  de  la  courbe  soit  égal  au  carré  d'une 
fonction  rationnelle  et  linéaire  des  coordonnées  de  M  ». 
Cette  rectification  de  détail  peut  paraître  subtile  au 
premier  abord  ^  il  n'en  sera  plus  de  même  si  elle  con- 
duit, pour  les  quadriques,  à  des  conséquences  utiles. 

2®  La  définition  de  Plûcker  est  belle  et  juste,  et  en 
outre  féconde,  car,  après  avoir  donné  les  foyers  des  co- 
niques, elle  permet  de  rechercher  ceux  des  courbes  de 
classe  supérieure.  Mais  elle  est  un  peu  déconcertante  et 
difficile  k  saisir  au  premier  abord  (*  ).  Dans  tous  les  cas, 
il  est  impossible  de  la  traduire  par  une  figure. 

3^  La  question  des  foyers  est  du  quatrième  degré,  ce 
que  montrent  les  quatre  solutions  (i),  ce  qui  résulte 
aussi  de  Téquation  du  problème  [c* —  (A  —  B)*=  o], 
où  c  désigne  la  distance  d'un  foyer  au  centre.  Cette 
équation  a  toujours  deux  racines  réelles  et  deux  racines 
imaginaires. 

Or,  il  est  de  principe  que  toute  question  générale 
doit  conduire  à  une  équation  générale.  Le  caractère 
d'une  équation  générale  du  quatrième  degré  est  de  pré- 
senter, selon  les  données,  soit  quatre  solutions  réelles, 
soit  deux  solutions  réelles  et  deux  imaginaires,  soit 
quatre  solutions  imaginaires. 


(1)  «...  Quaod  on  parle  d'une  droite  (isotrope)  qui,  en  chacun 
de  ses  points,  est  perpendiculaire  à  elle-même;  d'un  foyer  qui  n'est 
autre  qu'un  cercle  de  rayon  nul,  doublement  tangent  à  une  conique, 
toutes  ces  formes  de  langage  sont  faites  pour  surprendre  celui  qui 
en  ignorerait  l'origine  purement  algébrique;  et  elles  ne  prennent  une 
valeur  géométrique  que  par  extension,  et  aussi  parce  qu'elles  peu- 
vent conduire  à  d'utiles  résultats. . .»  (C.-A.  Laisant,  La  Mathéma- 
tique, p.  I2Î  ). 
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Pourquoi,  dans  la  question  des  foyers,  trouve- t-on 
toujours  deux  solutions  réelles  et  deux  imaginaires, 
jamais  quatre  solutions  réelles  ni  quatre  solutions  ima- 
ginaires? C'est  parce  que  la  question  n'est  pas  géné- 
rale; c^esi\a  question  spécialisée  par  rapport  k  (i\  I| ,  I2); 
elle  doit  être  susceptible  d^une  généralisation  par  rap- 
port a  (a,  Ni,  Na),  qui  fournira  les  trois  systèmes  de 
solutions  et  amènera  une  dualisation  par  rapport  à 
(N,n,,  /la). 

4t.  Ceci  posé,  par  rapport  a  (a,  N|,  N2),  j'appelle 
foyer  anharmonique  d'une  conique  C  soit  :  1*  tout 
point  F  tel  que  le  carré  de  sa  distance  anharmonique  à 
un  point  quelconque  M  de  C  soit  une  fonction  ration- 
nelle et  linéaire  des  coordonnées  de  M^  soit,  2°  tout 
pôle  F  de  n  par  rapport  à  une  conique  homoponctuelle 
de  dimensions  nulles  (c'est-à-dire  passant  par  F)  et  bi- 
tangente  à  C. 

i**  Les  équations  des  points  N|,  N2,  dans  le  système 
ponctuel  quasi  rectangulaire  (39)  étant 


et  l'équation  de  la  conique  C  étant  x  "*"  "5"  ^^  '  '  ^^  P*^^ 
blême  consiste  à  identifier  cette  équation  de  C  avec  la 
suivante  qui  résulte  de  l'une  quelconque  de  ces  défini- 
tions, a,  ^  étant  les  coordonnées  d'un  point  F, 

M(X-a)«-4-L(Y  — P)«  — {XX-4-jjlY-hv)«  =  o. 
On  trouve  les  quatre  solutions  : 


—  AM 


04=  o, 


P.-:^V/ïî 
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Imi  supposant  L  >>  o,  les  quatre  solutions  sont  réelles 
pour  BL  —  AM  >  o,  M  <C  o;  deux  sont  réelles  et 
deux  imaginaires  pour  BL  —  AM>o  et  M>o,  ou 
BL  —  AM  <  o,  M  >•  o  ;  enfin,  les  quatre  solutions  sont 
imaginaires  pour  BL  —  AM  <  o,  M  <  o. 

2^  Les  deux  droites  isotropes  de  F  étant  les  droites  FI| 
et  FI2,  tangentes  à  C,  la  définition  de  Flûcker  (deuxième 
forme)  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  :  «  On  appelle 
foyers  d*unc  conique  C  par  rapport  à  un  couple  de 
points  (/•  ou  i)  Nj,  N2,  les  quatre  sommets  (r  ou  i)  du 
quadrilatère  circonscrit  formé  par  les  quatre  tangentes 
menées  de  N<  et  Na  à  C.  » 

Il  suffit  de  regarder  la  fig,  3  pour  reconnaître  que, 
par  rapport  a  un  couple  de  points,  une  conique  peut 

Fig.  3. 


avoir  quatre  foyers  réels,  de  même  qu'elle  peut  avoir 
quatre  foyers  imaginaires  (dans  le  cas,  par  exemple,  où 
les  deux  points  Ni  et  N3  seraient  intérieurs  à  C). 

On  aperçoit  aussi  immédiatement  des  propriétés  (dif- 
ficiles à  constater  pour  les  foyers  métriques),  par 
exemple  celles  qui  résultent  du  quadrilatère  complet 
(N.NjFF'F'^F"). 

45.  Remarque.  —  La  généralisation  de  la  définition 
de  Plûcker  s^applique  avantageusement  aux  courbes  de 
toutes   classes.    En   appelant  foyer   d\inc   courbe  de 


(  ^^3) 
classe  My  par  rapport  h  un  couple  (>',,  Ns),  loul  point 
de  rencontre  d'une  tangente  issue  de  Ni  avec  une  tan- 
gente issue  de  Ms,  on  voit  {^g-  4)  que  toute  courbe 

Pig.  4. 


de  classe  M  a  M*  foyers  (r  ou  1),  situés  M  à  M  (et  de 
deax  manières)  en  ligne  droite. 

16.  Corrélativement  y  on  appellera  ybcrt/e  anharmo^ 
nùfue  d'une  conique  c,  par  rapport  à  un  couple  de 
droites  (/i|,  /?a)  toute  droite/* telle  que  le  carré  de  son 
angle  anharmonique  avec  une  tangente  quelconque  mkc 
soil  une  fonction  rationnelle  et  linéaire  des  coordonnées 
de  m;  ou  encore,  toute  polaîre^de  N  par  rapport  k  une 
conique  honiotangente,  touchant  la  polaire  de  N  par 
rapport  à  c  et  bitangente  à  c.  On  déduira  de  ces  défini- 
tions toutes  les  conséquences  corrélatives.  En  générali- 
sant, on  appellera  focale  d^une  courbe  d'ordre  m,  par 
rapport  h  un  couple  de  droites  (/ii,  112),  toute  droite  de 
jonction  d'un  point  de  rencontre  de  la  courbe  avec  /i| 
et  d'un  point  de  rencontre  avec  /i<|.  D'où  il  résulte  immé- 
diatement que,  par  rapport  à  tout  couple  de  droites,  une 
courbe  du  m**"*  ordre  a  m^  focales  concourant  m  k  m 
(de  deux  manières)  sur  la  courbe. 

Foyers  dans  les  qudriques. 

47.  Laissant  de  côté,  pour  les  surfaces,  la  définition 
de  Plûcker,  qui  donne  les  foyers  de  plans  principaux  (et 
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par  suite  les  focales)  des  (|uadi'iques,  et  à  laquelle  on 
pourra  appliquer  des  généralisations  ctdualisations  ana- 
logues à  celles  qui  viennent  d'être  indiquées,  re^iorfons- 
nous  à  1837,  date  de  la  publication  de  V Aperçu  histo- 
rique; la  définition  alors  en  vigueur  pour  les  foyers  des 
coniques  était  celle  d'Euler. 

Chastes,  n'apercevant  pas  sans  doute  le  moyen  de 
transformer  cette  définition  de  manière  à  obtenir  les 
points  de  ses  focales  [qu*il  n'appelait  pas  foyers  (*)],  a 
pris  un  autre  point  de  départ.  A  une  propriété  du  couple 
de  foyers  d^un  axe  de  conique,  il  a  fait  correspondre  la 
suivante,  qu'il  a  prise  pour  définition  :  a  La  normale  et 
le  plan  tangent,  menés  en  un  point  quelconque  d'une 
quadrique,  rencontrent  chacun  des  trois  plans  princi- 
paux en  un  point  et  suivant  une  droite;  le  point  est 
toujours  le  pôle  de  la  droite  par  rapport  à  une  certaine 
conique  (/*  ou  i)  située  dans  le  plan  principal  »^  et  qui  est 
la  (conique  excentrique  on)  focale  de  ce  plan  principal. 

On  sait  le  beau  parti  que  Chasles  a  su  tirer  de  celle 
définition;  mais  je  vais  essayer  de  montrer  que,  même 
en  1837,  ^^  définition  d'Euler,  convenablement  inter- 
prétée, était  celle  qui  conduisait  le  plus  naturellement 
et  le  plus  logiquement  à  la  définition  des  focales  comme 
lieux  de  foyers,  et  qu'elle  eût  même  pu  mettre  sur  la 
voie  de  la  solution  de  la  question  posée  par  Chasles  et 
ci -dessus  énoncée  (38). 


(')  En  lisant  la  Note  XXXI  de  V Aperçu  historique,  on  voit  aisé- 
ment que  la  découverte  des  coniques  excentriques  ou  focales  des 
quadriques  s'est  présentée  à  Chasles  par  ces  courbes  elles-mêmes, 
et  que  ce  n'est  que  plus  tard  qu'on  les  a  considérées  comme  lieux 
de  foyers.  Nulle  part,  Chasles  ne  donne  de  définition,  ni  géométrique 
ni  analytique,  des  foyers,  des  plans  cycliques  associés,  des  directrices 
correspondantes,  des  cylindres  directeurs.  Ces  définitions  et  les  pro- 
priétés qui  en  résultent  sont  postérieures. 
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_  « 

48.  La  définition  d'Eu  1er,  pour  les  coniques,  se  sym- 
bolise par  8^  =/>^.  Maisy  du  plan  à  Tespaee,  tout  se  dé- 
double. En  particulier,  un  axe  d'une  conique  corres- 
|>ond,  d'abord  à  un  plan  principal  d'une quadriquc,  puis 
(mais  moins  directement)  k  un  axe  de  quadrique.  De 
même,  une  formule  8^  =  />*  se  dédouble  en  A*  =  PP' 
et  A*  =  P*,  la  première  correspondance 

étant  la  plus  directe.  C'est  un  fait  qui  n'est  pas  nou- 
veau, que  Ton  a  pu  observer  dans  un  grand  nombre  de 
questions  et  dont  voici  un  exemple  caractéristique. 

La  parabole  correspond,  en  première  ligue,  aux  deux 
paraboloïdes;  en  seconde  ligne  seulement,  au  cylindre 
parabolique.  Une  conique 

[ç(X,  Y)  =  AX»-f-2BXY-+-GY«J-h...  =  o 

est  parabole  si  l'on  a  ç(X,  Y)  =/>=*.  Une  quadrique 

[*(X,  Y,  Z)  =  AX«  -H  A'Y«4-  A*Z« 

H- 2B  YZ -f- aB'ZX -+- 2B'XY]  H-. . .  =  o 

• 

est  paraboloïde  si  l'on  a  ^(X,  Y,  Z)  =:  PP';  elle  est  cy- 
lindre parabolique  (ou  variété)  si  l'on  a  <Ï>(X,  Y,Z)=P^. 
On  voit  encore  que  :  i°  dans  f  (X,  Y)  =  ^-,  />^=  o  est 
l'équation  (quadratique)  de  direction  de  Taxe;  dans 
<l»(X,  Y,  Z)  =  PF,  PP'=  o  est  l'équation  (quadratique) 
de  direction  des  plans  principaux,  dont  l'intersection 
est  l'axe;  dans  4>(X,  Y,  Z)  =  P^,  P^=o  est  l'équation 
de  direction  du  plan  principal  unique;  a^de  même,  dans 
o^=:p*,  p'^=  o  est  l'équation  quadratique  de  la  direc- 
trice; dans  A^=  PP',  PP=  o  est  Téquation  quadratique 
des  plans  associés  dont  l'intersection  est  la  directrice; 
enfin,  dans  A^=P^,  P^=:o  est  l'équation  du  plan 
directeur  unique  (quand  il  peut  exister). 
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49.  On  peul  donc  donner  les  déCnitions  métriques 
suivantes  : 

1**  On  dippeWe  fojer  {de  plan  principal)  d'une  qua- 
drique  tout  point  F  tel  que  le  carré  de  sa  distance  à  un 
point  M  de  la  surface  soit  égal  au  produit  de  deux  fonc- 
tions rationnelles  et  linéaires  (P  et  P')  des  coordonnées 
de  M.  Les  équations  P  =  o  et  P'=  o  sont  celles  de  deux 
plans  dits  associés  à  F  et  dont  Tintersection  est  dite 
directrice  correspondante  (de  F). 

En  appliquant  cette  définition  à  une  quadrique  non 
de  révolution,  on  trouve  les  équations  des  trois  focales, 
plus  simplement  et  plus  rapidement  qu'avec  la  définition 
de  Chasles.  Je  laisse  au  lecteur  le  soin  de  faire  cette 
vérification  et  d'examiner  les  généralisations  et  dualisa- 
tîons  que  Ton  peut  tirer  de  la  définition  (i®)  (*). 

(  '  )  Les  coordonnées  étant  quasi  rectangulaires  (41  )| 

X'        Y'        Z^ 

étant  les  équations  de  r^,  ^^  "T"  "^  "iT  "*"  7^  ~  *  ^^'^^  ^^  ^^  ^°*' 

drique  Q,  les  équations  de  la  focale  9  du  plan  des  YZ,  des  piaos 
quasi  cycliques  (PP')  associés  au  foyer  (o,  ^,  y),  de  la  directrice 
correspondante  D  et  du  cylindre  directeur  C    sont  respectivemeut 

Y'  Z'  I 

(?)  ttf  _  AM  "^  ri         an:  =  r»  Xr-o. 


(PP) 


BL  — AM        CL  — AN        L 

BL  -.  AM  CL  -  AN 

BM  CN 


Lp^         Ly^       j,        Lp=        Lv5 

—  2  — -  Y  —  2-   -Z-hAH î- } —  =rt  0, 

M  NMN 


^^^  ^-    BL^ÂM'         ^--CL-AN' 

,r  X  BL-AM        ,    CL-AN_, 

Ces  équations  vérinées,  on  peut  se  demander  et  trouver  aisémcnl 
ce  qu'elles  représentent  si  l'on  change  de  nom  les  coordonnées. 


(  3*7  ) 
2*  On  appelle  foyer  (d'axe)  d'une  (juadiique  tout 
|)oiut  F  tel  que  le  carré  de  sa  distance  à  un  point  M  de 
la  surface  soit  égal  au  carré  (P^)  d'une  l'onction  ration- 
nelle et  linéaire  des  coordonnées  de  M. 

30.  En  cherchant  d'après  cette  définition  (a**)  les 
foyers  qui  peuvent  se  trouver  sur  Taxe  OX  de  la  qua- 

X*        Y*        Z* 

(Irique  "T"  "^  IT  "^  T  ^^  "  '  ^^   trouve,  pour  condition 

nécessaire  B=C.  Ainsi  une  quadrique  non  de  révolution 
n  a  pas  de  foyers  d'axe  (ni  réels  ni  imaginaires).  Conti- 
nuant alors  le  calcul  pour  la  quadrique—  H ^---  =  1 1 

on  trouve  deux  solutions  (j  =  z  i=  o,  x  =  ±  y/ A  —  B) . 
Donc  une  quadrique  de  révolution  a,  sur  son  axe,  deux 
foyers  (réels  ou  imaginaires),  qui  sont  ceux  de  sa  sec- 
lion  méridienne  situés  sur  cet  axe,  et  ces  foyers  jouissent 
de  la  propriété  visée  par  Chastes  comme  principale  (38). 

Or,  une  quadrique  de  révolution  peut  être  définie  : 
Une  quadrique  Q  telle  que,  étant  associée  à  une  sphère  S, 
concentrique  et  bi tangente,  les  sections  de  Q  et  de  S  par 
des  plans  conjugués  du  diamètre  de  contact  (ou  axe) 
soient  des  cercles,  c'est-â-dire  des  coniques  homothé- 
tiques  (coupant  le  cercle  de  Tinfini  Yi  aux  deux  mêmes 
points  fixes). 

Cette  définition  est  un  cas  particulier  de  la  suivante  : 
On  appelle  quadrique  de  révolution  homologue  (par 
rapport  à  n,  T^),  une  quadrique  Q  telle  que,  étant 
associée  à  une  quadrique  homoponctuelle  £,  ayant 
nième  pôle  O  de  n  et  bi  tangente,  les  sections  de  Q  et  £ 
par  les  mêmes  plans  conjugués  de  la  corde  de  contact 
(quasi^axe)  soient  des  coniques  homoponctuelles  (cou- 
pant Ta  aux  deux  mêmes  points  fixes). 

Il  devient  dès  lors,  évident  géométriquement  que,  si 
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l'on  appelle  foyer  {de  quasi^axe)  d'une  quadrique  Q 
tout  point  F  tel  que  le  carré  de  sa  distance  anharmonique 
à  un  point  quelconque  M  de  la  surface  soit  égal  au  carré 
d'une  fonction  raiionnelle  et  linéaire  des  coordonnées 
de  M  :  une  quadrique  quelconque  Q,  rendue  de  révo- 
lution homologue  par  Tassociation  d'une  quadrique  ho- 
moponctuelle  2  convenablement  choisie^  a^  sur  son 
quasi-axe,  deux  foyers  F,  F',  qui  sont  ceux  de  sa  section 
quasi -méridien ne.  La  somme  ou  la  diOerence  des  lon- 
gueurs anharmoni.qncs  des  rayons  vecteurs  menés  d'un 
point  de  Q  aux  doux  foyers  F,  F'  est  constante. 

Par  rapport  à  tout  plan  donné  /i,  le  problème  a  une 
infinité  de  solutions.  11  suffit  en  efiet  (ce  qui  peut  se 
faire  d'une  infinité  de  manières)  d'assujettir  la  conique 

r„  ^^-j-  -f-  ^  -h  ^  =  o,  1  =  o j  a  la  condition  5f  =  jj» 

X*        Y*        Z* 

-r-  H-  -|r-  H-  -p  =  ï  étant  l'équation  de  la  quadrique  Q. 

Elle  est  alors  rendue  de  révolution  homologue  avec  quasi- 
axe  OX,  et  les  coordonnées  des  deux  foyers  (r  ou  i) 

,        /AM  —  BL 
sont  y=z  =  o,  :r=:±  y ^ 

51 .  Corrélativement,  j'appellerai  quadrique  de  révo- 
lution corrélative  (far  rapport  à  N,  Yn)  ^"^  quadrique  q^ 
telle  que,  éiant  associée  à  une  quadrique  homotan- 
gente  <t,  ayant  même  plan  polaire  o  de  N  et  bitangenle 
à  y,  les  cônes  circonscrits  à  ^  et  a  ayant  leurs  sommets 
aux  mêmes  points  conjugués  de  la  corde  de  contact 
(quasi^axe  corrélatif)  soient  des  cônes  bomotangents 
(touchant  Yn  suivant  les  mêmes  plans  fixes). 

Si  l'on  appelle  plan  focal  (de  quasi-axe)  d'une  qua- 
diique  q  tout  plan  /  tel  que  le  carré  de  son  dièdre  an- 
uarmonique  avec  un  plan  tangent  quelconque  m  kq  soit 
une   fonction    rationnelle  et  linéaire  des    cooixlonnées 
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de  m,  une  quadrique  quelconque  ^,  rendue  de  révolu- 
tion corrélative  par  rassociatioii  d'une  quadrique  homo- 
tangenle  convenable  9-,  a,  pour  quasi-axe  corrélatif, 
rinlersection  de  deux  plans  focaux  (r  ou  i)f^^f»  La 
somme  ou  la  différence  des  dièdres  auharmoniques 
formés  par  un  plan  tangent  à  q  avec  ces  deux  plans 
focaux  est  constante. 

Par  rapport  à  tout  point  donné  N,  le  problème  a  une 
infinité  de  solutions  correspondant,  pour  la  quadrique 

( k-  -j-  -\ =  ij,àun  cône  quelconque  de  la  famille 

(  T  -\ i =  0,  r=i:o),  avec  Tune  des  conditions 

\l        m         n  '  /  ' 

h        c      c         a  a         b     X  1  p  /  y  « 

—  =  — *--  =  -7-ou-7  =  -  *  les  plans  locaux  (  dans  le 
m       n     n         l  l        m  *  \ 

cas  de  —  =  —  j  ayant  pour  coordonnées  :  m  =  tv=  o, 


«=±^ 


am  —  bl 


m 


52.  Le  cadre  de  cet  article  ne  me  permet  pas  d'in- 
sister davantage.  Je  crois  avoir  démontré,  d'une  manière 
élémentaire,  que,  toute  propriété  métrique  pouvant  être 
ramenée  à  la  forme  projectîve,  les  principes  d'homo- 
graphie et  de  dualité  sont  d'une  généralité  absolue. 
Leur  application  est  féconde,  non  seulement  par  les 
généralisations  et  dualisations  qu'elle  donne  immédiaie- 
luent,  mais  aussi  parce  qu'elle  rend  les  propriétés  plus 
faciles  a  saisir,  en  permettant  de  substituer  des  élé- 
luenrs  réels,  nettement  visibles,  à  des  éléments  que, 
sans  elle,  on  ne  peut  considérer  que  comme  imaginaires 
et  qui,  par  cela  même,  restent  souvent  obscurs. 
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CONCOURS  GÉ^^ÉRAL  DE  1891. 


Composition  de  Mathématiques  spéciales. 

On  donne  une  courbe  G  qui  est  l'enveloppe  des  droites  D 
ayant  pour  équation 

ux  -h  vy  -^  w  =  o, 

les  coefficients  Uf  v^  w  satisfaisant  aux  relations 

u  V  w 


dans  lesquelles  t  est  un  paramètre  variable  et  R  une  constante. 

Gela  étant;  on  mène  à  la  courbe  G  six  tangentes  Ti,  T|,  T), 
T4,  Ts,  Tfi,  et  l'on  appelle  /i,  tx,  tz,  ^4,  ^c,  t^  les  valeurs  du  pa- 
ramètre t  qui  définissent  respectivement  les  positions  de  ces 
six  tangentes. 

1°  Trouver  la  relation  qui  doit  lier  les  six  paramètres  ti, 
i  =  (i,  2,  3,  4,  5,  6),  pour  qu'on  puisse  inscrire  uneconiqaeF 
dans  l'hexagone  ayant  pour  côtés  les  six  tangentes  T/. 

1"  Trouver  l'équation  générale  des  coniques  Fi  qui  touchent 
la  courbe  G  en  trois  points  distincts;  montrer  que  ces  coniques 
sont  des  ellipses. 

3°  Démontrer  que  la  somme  ou  la  différence  des  longueurs 
des  axes  des  ellipses  Vi  est  constante. 

Indiquer  les  régions  du  plan  où  se  trouve  le  centre  des 
ellipses  Ti  selon  que  la  somme  ou  la  différence  de  leurs  axes 
est  constante. 

4**  Parmi  les  ellipses  Vi  il  y  en  a  une  qui  est  une  circonfé- 
rence de  cercle.  Il  y  en  a  une  infinité  qui  se  réduisent  à  une 
portion  de  droite  AB.  Que  peut-on  dire  de  l'enveloppe  de  cette 
«Iroilc  et  du  lieu  des  points  A,  B? 
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CONCOURS  5'AMISSION  A  L'ÉCOLE  POLYTECHNIOl'E 

BN  1899. 


Mathématiques. 

I.  Indiquer  comment  «onl  situées  par  rapport  au  système 
Oxyz  des  axes  de  coordonnées  rectangulaires  les  droites  A 
et  B  qui  ont  pour  équations 

(A)  5  —  a,  j'  -H  j-  =  o» 

(B)  5  =  2,  y JT  —  O. 

Chercher  le  lieu  des  centres  S  des  sphères  tangentes  à  la 
fois  aux  droites  A  et  B.  Ce  lieu  est  une  surface  (S)  :  la  recon- 
naître, et  donner  ses  génératrices  rectilignes. 

II.  Constater  sur  Téquation  de  (S)  que  Oj*,  O^,  O-s  sont 
des  axes  de  symétrie  de  cette  surface,  et  montrer  que  ce  ré- 
sultat pouvait  être  prévu  par  la  seule  connaissance  des  données 
du  problème. 

m.  De  chaque  point  x,  y,  z  de  (S)  on  déduit  un  point  M, 

en  diminuant  l'ordonnée  y  de — ;  •  Ecrire  l'équation  de 

•^         ('i-r-f-i)*  * 

la  surface  (M)  ainsi  déduite  de  (S),  et  trouver  les  droites  de 
la  surface. 

IV.  Étudier  la  forme  et  les  transformations  successives  des 
sections  de  la  surface  (M)  par  des  plans  perpendiculaires  à 
0.3,  et,  en  particulier,  les  sections  faites  par  les  plans  ^  =  oet 
5  =  1,  cotte  dernière  aussi  complètement  que  possible. 


Epure, 

Un  cylindre  droit  a  pour  bases  deux  cercles  de  front  dont 
le  rayon  est  de  6'"",  et  la  hauteur  do  (i*^™  également.  Ce  solide 
supposé  opaque  c^x  pose  sur  le  plan  horizontal,    cl    surmonté 
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d'une  calotte  sphérique  opaque  SADB  dont  l'axe  SD  coïncide 
avec  la  verticale  du  centre  G  du  cylindre. 


Le  rayon  delà  base  de  la  calotte,  DA,  est  de  2'", 6. 

CS  =  8«'»,        CD  =  6*'",  3. 

Le  point  G  sera  placé  à  2.^  à  droite  de  l'axe  vertical  qui  di- 
vise la  feuille  en  deux  parties  égales  :  ses  projections  horizon- 
tale et  verticale  seront  à  lo*"  et  à  25*"  du  bord  inférieur  de  la 
feuille. 

On  demande  :  1°  De  représenter  par  ses  deux  projections  le 
système  GASDB  des  deux  solides. 

2°  De  représenter  par  une  teinte  noire  légère  les  ombres  dé- 
terminées sur  le  système  GASDB  et  sur  le  plan  horizontal  par 
un  point  lumineux  O  situé  à  8*""  à  droite,  à  8*^"  en  avant,  et  à 
16*'"  au-dessus  du  point  G. 

On  indiquera  en  traits  pleins  rouges  les  constructions  né- 
cessaires pour  déterminer  les  points  remarquables  de  Fépurc. 


CONCOURS  D'ADMISSION  A  L'fiCOLE  NORMALE  SUPÉRIEURE 

EN  1899. 


Mathématiques» 

On  donne  trois  axes  rectangulaires  Oxyz  et  l'on  considère 
les  surfaces  S  ayant  pour  équation  générale 


]  a  -h'ka'        /}-h\h'        c  -{-"kc' 
(  ^)  ' 
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a,  bf  c,  a'j  b\  c\  niy  n,  p  sont  des  constantes  données  et  y  un 
paramètre  variable. 

I.  i"  Soit  P  le  plan  polaire  d'un  point  S.{xo^yo,  z^)  par 
rapport  à  une  surface  S.  Lorsque  X  varie,  A  restant  fixe,  le 
plan  P  passe  par  un  point  fixe  B  et  enveloppe  un  cône  du  se- 
cond degré  C.  Ce  cône  peut-il  se  décomposer?  Soit  C  le  cône 
parallèle  à  C  et  de  sommet  O.  Que  peut-on  dire  de  commun 
au\  cônes  C  qui  correspondent  aux  divers  points  A  de  l'es- 
pace? 

2**  On  suppose  que  le  point  A  décrive  un  plan  II;  le  point  B 
décrit  une  surface  qui  est,  en  général,  du  troisième  degré;  ce 
degré  peut-il  s'abaisser  pour  des  positions  particulières  du 
plan  n? 

On  suppose  que  le  point  A  décrive  une  quadrique  Q;  le 
point  B  décrit  une  surface,  en  général  du  sixième  degré;  dans 
quel  cas  cette  surface  est-elle  une  quadrique  Q'?  Lorsqu'il  en 
est  ainsi,  si  Q  est  un  cône,  il  en  est  de  même  de  Q',  et  récipro- 
quement. 

3**  On  s'astreint  à  ne  considérer  que  des  quadriques  Q,  Q' 
ne  se  décomposant  pas,  et  dont  la  seconde  est  décrite  par  le 
point  B  quand  le  point  A  décrit  la  première;  soient  «>  le  centre 
de  Q,  (!>'  le  centre  de  Q'.  Lorsqu'on  donne  eu,  le  point  (i>'  peut- 
il  occuper  une  position  quelconque  dans  l'espace,  ou  est-il 
assujetti  à  rester  sur  une  courbe,  ou  sur  une  surface? 

II.  1*  On  pose  a  =  a*,  6  =  p*,  c  =  Y*>  ^'  =  '  »  ^'  =  '  »  c'  =  o, 
w  =  0,  n  =  o^  />  =  Y»  ^^  sorte  que  l'équation  des  surfaces  S 
devient 

les  résultats  des  paragraphes  précédents  sont-ils  modifiés? 

i"  Montrer  que  par  un  point  A  passent  deux  surfaces  £ 
réelles,  et  déterminer  leur  nature  suivant  la  position  de  A. 

3°  Étant  donné  un  plan  M,  il  existe  une  seule  surface  S  tan- 
gente au  plan  M;  soit  I  le  point  de  contact  :  par  le  point  1 
passent  deux  surfaces  S,  dont  l'une  est  tangente  au  plan  M,  et 
la  seconde  à  un  autre  plan  N.  Ce  plan  est  ainsi  déterminé 
lorsqu'on  donne  le  plan  [VI . 

On  suppose  que  le  plan  M  soit  assujetti  à  passer  par  un 
point  fixe  P;  lo  plan  >i  dépend  alor'*  de  deux  paramètres.  Lieu 
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du  pôle  du  plan  N  par  rapport  à  la  sphère  dont  réquation  est 
:r'  -H  y'  -+-  5'  —  1  =  0.  (  On  ne  demande  pas  de  discuter  ce  lieu, 
mais  d'indiquer  tout  au  moins  d'une  manière  précise  les  opé- 
rations à  faire  pour  avoir  son  équation.)  Quelle  position  doit 
occuper  le  point  P  pour  que  ce  lieu  se  réduise  à  un  plan? 

A^.  B.  —  Il   est   inutile   de   reproduire   cet   énoncé  5ur  le< 
copies. 


SOLUTIONS  DE  OUBSTIONS  PROPOSÊBS. 


Question  1739. 

(  IBM,  p.  39t.) 

On  donne  une  ellipse  de  centre  O.  On  mène  une  corde 
quelconque  ab  et  l'on  prend  son  pôle  c  par  rapport  à  Vel- 
lipse.  Le  point  p  étant  la  projection  sur  Oc  de  Vortho- 
centre  du  triangle  abc^  démontrer  que  le  produit  de  op 
par  oc  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de 
l 'ellipse  donnée,  (  IManmibim.) 

SOLUTION 

Par  M.  E.  Duporcq. 

Cette  propriété  est  une  conséquence  immédiate  du  théorème 
qui  fait  Tobjet  de  la  question  1659,  résolue  à  la  page  i5o  de 
ce  Recueil  :  le  point  c  et  l'orthocentre  h  du  triangle  abc  sont 
conjugués  par  rapport  au  cercle  orthoptique  de  Tellipse 
donnée. 

En  voici  une  autre  démonstration  : 

Considérons  les  triangles  ca\bx  et  ca^bx  formés  par  Ie« 
côtés  ca  et  cb^  et  par  les  tangentes  a\bx  et  a^b^  à  l'ellipse, 
parallèles  à  là  corde  ab\  soient  hi  et  k^  leurs  orthocentrcs. 
Les  points  A,  Ai  et  h^  sont,  sur  le  plan  de  la  figure,  les  projec- 
tions des  points  H,  Hi  et  Hj  d*oii  Ton  voit  respectivement 
sous  des  angles  droits  les  côtés  des  triangles  cabj  caib\  et 
ca^b^y  et  le  point  II  est  évidemment  le  conjugué  harmonique 
du  point  c  rapport  au  segment  HiHj.  D'autre  part,  d'aprè*  un 
ihcorôme   de   M.    Faur<\   le«*   cercles  conjugués   au\   triangle* 


(  335  ) 

caibt  et  catbi,  cercles  harmoniquement  circonscrits  à  Tel- 
lipse,  coupent  orthogonalement  son  cercle  orthoptique  :  ces 
cercles  ont,  d'ailleurs,  pour  centres  les  points  Ai  et  A),  et  les 
carrés  de  leurs  rayons  sont  égaux  et  de  signes  contraires  aux 
carrés  des  segments  Ai  Hi  et  As  H)  :  de  là  résulte  que  les  points 
Hi  et  Hi  se  trouvent  sur  la  sphère  qui  admet  le  cercle  or- 
thoptique pour  grand  cercle.  Le  plan  polaire  du  point  c,  par 
rapport  à  cette  sphère,  contient  donc  le  point  H,  et  le  point  A 
se  trouve,  par  suite,  sur  la  polaire  du  point  c  par  rapport  au 
cercle  orthoptique. 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Boulanger. 

L'ellipse  étant  rapportée  à  ses  axes,  soient  x,  jr  les  coor- 
données du  point  C.  L'orlhocentre  H  du  triangle  formé  par 
le-^  tangentes  à  Tellipsc  issues  de  C  et,  par  la  corde  des  con- 
tacts, a  pour  coordonnées 

(  Voir  par  exemple  :  Koehler,  Exercices  de  Géométrie,  pre- 
mière Partie,  p.  2g.) 

Le  produit  OP  x  OC  est  la  puissance  de  l'origine  par  rap- 
port au  cercle  décrit  sur  CH  comme  diamètre,  laquelle  a  pour 

valeur 

c'est-à-dire,  en  eiïectuant,  a*-\-  b*.  c.  q.  f.  o. 

Autres  solutions  de  MM.  E.-N.  Raiusien,  Dulimdert,  II.  Lez, 
E.  Malo,  a.  Provost,  E.  Taratte,  la  plupart  analytiques. 


QuesUoii  1740. 

(i»r>.  p.  391) 

tétant  donnée   une  quadrique,  trouver   les-  quadriques 
qui  la  coupent  orthogonalement.  (A.  Pbllet.) 

SOLUTION 

Par  M.  A.  Boulanger. 
Soit 
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l'équation  d'une  quadrique  orthogonale  à  Tellipsoïde  rapporté 

à  ses  axes, 

,    .  a?*        y*       z^ 

£n  exprimant  Torthogonalité  des  deux  surfaces  en  tous  les 
points  de  leur  ligne  commune,  il  vient  la  relation 

(3)  ^  +  y^^±ù  =  o. 

^  a^  b*  c* 

Les  points  communs  aux  quadriques  (i)  et  (2)  devant  être 
situés  sur  la  quadrique  (3),  on  a  l'identité 

t  désignant  une  variable  d'homogénéité  (théorème  d'Euler). 

Cette  identité  montre  de  suite  que  la  fonction  du  deuxième 
degré,  ^( a:,  ^,  5),  ne  contient  pas  de  termes  du  premier  degré 
ni  de  doubles  produits.  En  l'explicitant,  il  vient  de  suite 

—  1  =  0, 


011  Ton  a  posé 

a?*                V*               z^ 

1                   1 

Les  quadriques  orthogonales  sont  donc  les  quadriques  homo* 
focales  à  l'ellipsoïde  donné. 

Solution  analogue  pour  le  paraboloïde. 

Qaestion  1741. 

(  1896,  p.  39S.) 

Soit 

Inéquation  en  coordonnées  rectangulaires  d'un  hélicotde 
développable  quelconque  dont  le  cône  directeur  a  pour 
axe  oz\  démontrer  que  toute  surface-moulure  peut  être  re- 
présentée par  l'équation 

(Th.  Cabonnet.) 
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SOLUTION 

Par  M.  A.  Boulanger. 

Une  surface-moulure  S  dont  le  noyau  G  est  parallèle  à  os 
est  coupée  par  le  plan  ^  =  A  suivant  une  développante  D  de  la 
section  droite  de  G.  Soit  (  =  o(i)  l'équation  de  la  génératrice 
de  S,  rapportée  à  une  droite  de  son  plan  vn^  parallèle  à  o^et  à 
la  trace  de  son  plan  sur  a^oy,  trace  qui  roule  sur  la  base  de  G. 
Si  Ton  compte  les  arcs  9  de  cette  base  à  partir  du  point  où  a> 
vient  se  placer  dessus,  le  point  de  rebroussement  de  A  sera 
situé  sur  la  génératrice  de  G  défînie  par  ;p(a)  =  h. 

Un  hélicoïde  développable  H  dont  la  directrice  est  située 
sur  G  est  coupé  par  un  plan  s  ~  k  suivant  une  développante 
de  la  section  droite  de  G,  dont  le  point  de  rebroussement  est 
situé  sur  Thélice  directrice,  c*est>àHlire  sur  la  génératrice  de  G 
définie  par  afj  =  k(a  =  pas). 

Les  deux  sections  auront  même  projection  sur  xoy  si  les 
points  de  rebroussement  sont  situés  sur  la  même  génératrice 
de  G,  c'est-à-dire  si 

d'où  l'on  tire 

k-F(h). 
Dés  lors,  si 

est  l'équation  de  H,  la  projection  commune  des  deux  sections 
aura  pour  équation 

et  S  sera  représentée  par  l'équation 

/(^i  J^)=  ^(^)'  C.  Q.  F.  D. 

Question  1748. 

(  1896.  p.  4M.) 

Si  une  conique  est  inscrite  à  un  triangle  ABG  en  a,  p,  ^ 
Us  droites  Joignant  les  milieux  de  BG,  GA,  \B  aux  milieux 
rfe  Aa,  B^,  G^  concourent  au  centre  de  la  courbe.  Étant 
donnés  le  centre  d'une  conique  et  trois  tangentes^  trouver 
Us  points  de  contact,  (P.  Sondât.) 
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SOLUTION 

Par  M.  R.  Gilbert. 

Considérons  les  coniques  tangentes  aux  côtés  de  ABC,  tou- 
chant BG  en  un  point  fixe  a;  elles  font  partie  d'un  faisceau 
tan<7entiel,  donc  leurs  centres  sont  en  ligne  droite;  parmi  ces 
coniques  se  trouvent  les  coniques  aplaties  BC  et  Ax;  d'où  suit 
la  première  partie. 

Soit  O  le  centre  d'une  conique  inscrite  au  triangle  ABC  en 
a,  P,  Y  '•  '^  droite  MO  (M  étant  le  milieu  de  BC)  coupe  A  s  en 
son  milieu;  donc  la  parallèle  à  MO,  à  la  morne  distance  de  MO 
que  le  point  A,  coupe  BC  en  a. 

Autres  solutions  par  MM.  A.  Droz-Farxy,  E.-A.  Majol,  A.  Pnc- 

VOST. 

Question  1766. 

(IW7,  p.  143.) 

On  donne  un  cylindre  de  révolution  et  un  cône  dont 
l'axe  de  révolution  est  parallèle  aux  génératrices  du  cy- 
lindre. On  déplace  un  cône  de  /grandeur  constante,  dont 
Vaxe  de  révolution  reste  parallèle  aux  génératrices  du 
cylindre,  de  façon  que  son  sommet  décrive  la  courbe  dUn- 
tersection  du  cylindre  et  du  cône  donnés.  On  demande 
l*enveloppe  de  la  trace  de  ce  cône  mobile  sur  un  plan  de 
section  droite  du  cylindre,  (Mannheiii.) 

SOLUTION 
Par   M.   DULIMBERT. 

Je  prends  pour  axe  des  z  l'axe  du  cylindre,  pour  plan  des 
xy  le  plan  de  section  droite  du  cylindre  qui  passe  par  le  som- 
met du  cône,  pour  plan  des  zx  le  plan  des  axes  des  deux  sur- 
faces. Il  s'agit  de  trouver  l'enveloppe  de  la  trace  du  cône  mo- 
bile sur  le  plan  des  ocy. 

L'équation  du  cylindre  est 

ir»-i-^2  — R«  =o, 
celle  du  cône 

(x  —  rt )î  -4-  J^*  —  A* z^  =  o. 

Je  prends  un  point  M  cK*  la  section  du  cylindre  par  le  plan 
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des  JF/.  Les  coordonnées  de  ce  point  sonl 

a:  ^  R  cosoi, 
j^  =  R  sino), 
-5  —  o. 

II  est  la  projection  de   deux  points  de  la  courbe  d'intersec- 
tion situés  dans  les  plans  symétriques  par  rapport  aux  xy 

«'-+-  R'  —  xa  R  cosO 


5«  = 


/t« 


Donc  le  carré  du  rayon  du  cercle,  trace  du  cône  mobile  sur 
le  plan  des  xy^  est  égal  à 

X«(a»-HR»  — 2aRcos8), 

en  désignant  par  X  le  rapport  des  tangentes  des  angles  géné- 
rateurs du  cône  mobile  et  du  cône  fixe. 
L'équation  du  cercle  enveloppé  est  donc 

(r— Rcose)*-t-(j^—  RsinO)«=  X»(a«  4- R'  — îaRcosO) 

ou 

jr»  H_^î  —  2RcosO(a7  —  X'a)  —  i^y  sinO 

-f-R*  — X»(a*-HR*)  =  o. 

Il  est  évident  que  la  puissance  du  point  G  dont  les  coordon- 
nées sont 

X  =  X*a, 


r  =  o 


» 


par  rapport  à  un  cercle  quelconque  du  faisceau  est  constante 

et  égale  à 

(X«a«— R»)(X«  — I). 

Donc  l'enveloppe  cherchée  est  la  courbe  anallagmatique  en- 
veloppe d'un  cercle  dont  le  centre  décrit  le  cercle  de  section 
droite  du  cylindre  donné  et  qui  coupe  orthogonalement  le 
cercle  fixe  ayant  pour  centre  le  point  G  et  pour  rayon 


v/(X«--i)(Xïa«  —  R5). 

Pour  avoir  l'équation  de  la  courbe,  je  transporte  l'origine 
au  point  G.  L'équation  du  cercle  enveloppé  devient 

(x-4-X«a-.  R  cos 0 )î -f- (j^  —  RsinO)î 
=  X*(«*  -+-  R*  —  aa  R  cosO  ), 
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OU,  en  développanl  et  réduisant, 

a?* 4-^*  -h  iX^ax  —  aRar  cosO 

4-  (X*  —  i)  (X«a*  —  R« )  —  2  i\y  sin 0  =  o. 

En  coordonnées  polaires,  Féquation  du  cercle  est 

p*-f-  2X»ap  cosco  -f-(X«  —  i)(X«a»  — R*) 

—  2Rp  cos(o  cosO  —  aRp  sinu)  sînO  =  o. 

L'équation  de  l'enveloppe  s'obtient  immédiatement.  Elle  est 

pî  -I-  2p (X*a  cos<i)  d=  R)  4-  (X«—  i)(X«a*  —  R*)  =  o, 
ou  en  coordonnées  cartésiennes 
fa7«-+-^«— 2X«aar-i-(X»  — i)(X«a«~R»)]»  — 4R«(ir*-*-J^)  =  o. 


QUESTIONS. 


1824.  Démontrer  qu'une  fonction  entière,  à  coefficients  en- 
tiers, de  la  forme 

qui  ne  s'annule  pas  pour  a7  =  i,   ~f,   ne  peut  avoir  que  les 
diviseurs 

x^-\-ax  —  i,    a:*-4- p^r -H  I, 

a  étant  un  diviseur  commun  au\  nombres 

i-hat-ha^,     at-i-aa-hi, 
et  p  un  diviseur  commun  au\  nombres 

I  —  ajH-a^,    ai  —  a^-^i. 

On  voit  que  ce  théorème  donne  une  mélhode  simple  pour  dé- 
composer une  fonction  (i)  en  ses  facteurs  irréductibles. 

(P.    BURGATTI.) 

1825.  Les  côtés  BG,  CA,  AB  d'un  triangle  ABC  sont  coupés 
en  A',  B',  C  par  les  bissectrices  extérieures  des  angles  oppo- 
sés et  en  A',  B".  G'  par  la  droite  /•  sur  laquelle  se  trouvent  le 
centre  du  cercle  inscrit  et  le  centre  du  cercle  circonscrit.  Dé- 
montrer que  les  trois  cercles  A  A' A",  BB'B",  CG'C'  se  coupent 
sur  la  droite  r.  (G.  Gallucci.) 
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[K7a] 

SUR  LE  RAPPOIIT  AXHARMO.YIQIIE  ; 

Par  m.  Lkox  AUTONNK. 


i.  On  sait  que  le  rapport  anharinotiiquc;  K  <Ie  quatre 
quantités  jr/  (i  =r  i,  2,  3,  4)  t*st  susceptible  de  six  va- 
leurs K.y  (y  rrr  o,  .  .  .,  5),  cu  général  difiereiites,  toutes 
fonctiotis  d'uue  quelconque  d'entre  elles.  On  trouvera 
dans  Clebsch  {Leçons  sur  la  Géométrie^  traduction 
A.  Benoisty  t.  I,  p.  49  <^t  suiv.)  une  discussion  des  rela- 
tions qui  existent  entre  les  Ry.  Je  me  propose  de  re- 
prendre la  question  en  insistant  sur  les  liens  qui  unissent 
la  théorie  ;i  celle  des  groupes  de  substitutions  entre 
quatre  lettres.  La  terminologie  et  les  notations  seront 
relies  de  M.  Jordan,  classiques  en  matière  de  substi- 
tutions. 

« 
2-    Soit  (i  le  groupe  des  a4  substitutions  entre  4  lettres. 

On  peut  se  représenter  comme  suit  la  constitution  de  (i. 

L  n  groupe  g  contient  les  quatre  substitutions 

1,  a=(i^)(3n,         p--(i3)(2l),         a3r:=par.  (i,^)(.jt:;). 


S 


est  permutable  à  o  =  (4)(ia3).  Combinant  g  et  o,  on 
a  le  groupe  alterné  G'  de  i  a  substitutions.  C'est  per- 
mutable à  £  =  (i)(4)(a3).  G'  et  e  l'ournissent  G.  g  est 
permutable  à  e.  ^  et  e  fournissent  un  groupe  h  d'ordre 
huit.  Il  existe  trois  pareils  groupes  //,  h\  h"  que?  o  per- 
mute circulairement. 

3.    Désignons  par  (ij)  la  diflérence  Xi — x'j  et   po- 

Ann.de  Afathemat., '6"  r>ér\e,  l.  XVHI.  (Voùl   1899.)  22 
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sons(GLEBSCH,  loc.  cU.,  p.  49) 

(3i)(42)      ^  .  (n)(43)     „       K. 


=  '^o  ;  rr^rrrrr:  =  Ki  = 


(32)(4i)         "•  (i3)(42)        '         K 


(a3)(4i)_„  _       I       .  (ai)(43)_       _ 


I 

(i3)(42)_       _    I    ^     Ko     .      (32)(4i)_y  __2- 
(i2)(43)~    '      Kl      Ko-i'      (3i)(42)      '^•~Ko' 

Les  déplacements  des  six  lettres  Ky  forment  un 
groupe  (^,  lequel  est  isomorphe  à  G  avec  hémiédrie.  A 
la  substitution  unité  de  ^  correspond  dans  G  le 
groupe  g'^  à  S  et  e  correspondent  respectivement  dans  «il 

D  =  (oia)(543), 
E  =  (o3)(i4)(25). 

Jl  est  d'ordre  six,  car  E~*DE  =  D*,  le  groupe  des  puis- 
sances deD  est  permutable  à  E. 

g  est,  comme  il  le  faut,  contenu  dans  G  et  permu- 
table à  ses  substitutions. 

4.  Â  ^  est  isomorphe  holoédriquement  un  groupe  A 
linéaire  binaire.  Posons 

T,=  (23)(l4),  T,=  (3l)('24),  T,=  (I2)(34) 

(d'où  T|  -f-  T2  +  Ts  =  o,  Ko  = ~)  ^^  ensuite 

Xi=Xj ÔTi.  XiSTS^j —  6'Xi. 

6  =  racine  primitive  cubique  de  Tunité.  A  dérivera 
des  deux  substitutions  linéaires  homogènes  binaires 

d  =  \\i      X,  e«x,      ex,|, 

c  =  I X,        X,  X,  Xj  I, 

qui  correspondent  respectivement  à  D  et  E.  On  voit 
que  d  est  mise  sous  forme  canonique. 
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5.  dominons  X  Téqualion  du  quatrième  degré 


dont  les  x  sont  racines.  Tant  que  les  jr  et  K  sont  quel- 
conques, G  est  le  groupe  de  X.  Introduisons  (Clebsch, 
loc.  cit.,  p.  284)  l<^s  deux  invariants 

I  =  ^(a^ —  4<ïi«j-+-  3a|), 

J  =  6(^)04+ a^ias^s— a|  —  a|  —  a\a^) 

et  Tinvariant  absolu  û  =  PJ~*  du  poljnomey(j').  On 
aura  (Clebsch,  loc.  cit.,  p.  297)  les  équations 

l  F(û,K)  =  U[(K+i)(K-2)(i-2K)]« 
^     I  _-9.4(K«— K-hi)3=o, 

ou  encore 

Pour  Ù  donné,  les  six  racines  de  O  sont  les  Ky.  oA.  est  le 
groupe  de  O.  Toutes  les  substitutions  de  Si  déplacent 
toutes  les  racines;  cela  devait  être,  car  tous  les  Ky  s'ex- 
priment rationnellement  en  Kq.  La  connaissance  des  Ky, 
c'est-à-dire  la  résolution  de  O,  réduit  le  groupe  G  de  X 
aux  substitutions  qui  laissent  tous  les  K  invariables, 
c'est-à-dire  au  groupe  g. 

Quand  une  figure  de  géométrie  P,  composée  de  quatre 
éléments,  est  définie  par  le  rapport  anharmonique  K,  il 
est  eu  général  inutile  et  gênant  quelquefois  d'avoir  à 
distinguer  les  six  valeurs  de  K.  On  opérera  de  préfé- 
rence sur  Tin  variant  absolu  û,  qui  donne  la  véritable 
mensuration  de  P. 

6.  Les  considérations  précédentes  subissent  de  sen- 
sibles modifications  pour  des  valeurs  particulières  des  K. 
Pour    faire    la    discussion,   j'examine   la  structure   du 
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groupe  A  et  ce  qu'elle  peut  éveuluelleuieiit  devenir. 
A  dérive  de  D  et  E.  Peut-il  perdre  D  ou  E?  Autrement 
dit,  D  ou  E  peuvent-elles,  pour  un  choix  approprié 
des  K,  se  réduire  à  Tunîté. 

Cela  ne  serait  pas  difficile  à  exprimer,  mais  il  est 
encore  plus  rapide  d'opérer  sur  le  groupe  A  (4),  c'est- 
à-dire  sur  les  substitutions  d  ei  e,  et  d'exprimer  que 
d  =z  i  et  e  =  I . 

7.  Pour  que  d  =  i ,  il  faut  et  il  suffit  que  X|  =  o  ou 
X2=  o.  Si  ^1  =  o,'t2=  ÔT|,  Ko= —  —  = —  6;  si  Xj  =  o, 
de  même  Ko  =  —  B^.  Dans  les  deux  hypothèses 

KJ  —  Ko-f- 1  =0. 
On  sait  que  c'est  le  cas  dit  équianharmonique.  Alors 
Ko  =  Kl  =  Kf  =  —  6,        Kj  r-T  K4  =  K5  =  —  6'. 

Les  Ky  se  répartissent  en  deux  systèmes  de  trois  valeurs 
égales. 

8.  Pour  que  e  =  i ,  il  faut  et  il  suffit  que  ou  X|  -h  ^j  =  0 
ou  X<  —  X2=  o.  Si 

Xi-i-Xî  =  o  =  axjH-  T,,         Ko  = ^  =  -, 

alors 

Ko  =  Kj  =  j ,         Kj  =  K^  =  —  I ,         Kf  =  K|  =  '}.. 

Les  six  Ky  se  répartissent  en  trois  couples  de  valeurs 
égales.  On  sait  que  c'est  le  cas  dit  harmonique. 
Si 

Xi—  X,  =  ^1  =  o,  Ko  =  —  —  =  00,  T,  =  (23)(l4)  =0, 

deux  des  quatre  Xi  sont  égales.  Alors 

Ko  =  K3  =  00,         Kj  =  K4  =  j ,         K)  =  Ki  =  o. 
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\ous  dirons  que  c'est  le  cas  d'égalité.  Les  Ky  se  répar- 
tissent comme  dans  le  cas  harmonique. 

9.  Dans  les  cas  harmonique  et  d'égalité,  ^  se  réduit 
à  D  et  cesse  d'être  transitif.  O  devient  réductible.  Effec- 
tivement, dans  le  cas  harmonique  (5), 

J  =  o,         12  =  a>,         F  =  [(K-f.i)(K  — 2)(i  — aK)]«, 

les  racines  sont  bien  ^,2,  —  1 ,  chacune  double.  Dans  le 
cas  d'égalité,  le  discriminant  P  —  6J^  de  X  est  nul, 
ûz=  6,  l'équation  W  (5)  devient 

Les  valeurs  racines  de  Kq  =  —  'Ztl  "ïi  sont  bien  00,  1,0, 

chacune  double. 

Dans  le  cas  équianharnionique,  êi  se  réduit  à  E  et 

cesse  d'être  transitif.  X  est  encore  réductible.  Alors  en 

effet 

F:^  (K«-K-hi)»=o, 

car  I  ^=:  û  =:  o,  .les  deux  racines  — 8  et  —6*-^  sont 
triples. 

10.  Dans  les  trois  cas  particuliers  (équianharmo- 
nique,  harmonique,  d'égalité)  les  quatre  x  ne  sont  plus 
simultanément  arbitraires.  Le  groupe  de  Téquation  X 
du  5  n'est  plus  le  groupe  général  entre  quatre  lettres. 

Pareillement,  il  n'est  plus  licite  d'opérer  entre  les  x 
tous  les  déplacements  possibles.  Soit  S  le  système  des 
relations  qui  existent  entre  les  x;  on  ne  pourra  opérer 
sur  les  X  d'autres  déplacements  que  ceux  vis-à-vis  des- 
quels S  possède  la  propriété  de  l'invariance.  Soit  Gi, 
contenu  dans  G,  le  groupe  de  ces  déplacements;  nom« 
mens  encore  /R  le  groupe  des  déplacements  des  Ky.  Les 
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relations  nitre  G|  el  A  seront  lout  autres  quau  nu- 
méro 3. 

H.  Cas  équianIiannoni(/ue.  —  Le  système  S  est 
formé  (n°  7)  par  Tunique  équation  X,  =  Ta  —  ÔTi  =  o. 
e  changeant  X|  en  X-j,  on  devrait  avoir  aussi 

x,  =  x,  — e«T,  =  o, 

d'où  Ti  =  T2=o,  c'est-à-dire  le  cas  d'égalité.  Gela  est 
absurde;  €  est  exclue  de  Gi,  qui  se  réduit  au  groupe 
alterné  G'.  Il  n'existe  dans  G'  aucune  substitution  qui 
fasse  passer  de  Ko  à  K3.  Au  contraire,  cï{  se  réduit  à  la 
substitution  (KoK3)ou  E. 

12.  Cas  harmonique.  —  Le  système  S  est  forme  (8) 
par  l'équation  ax^  -|-  t«  =  o,  c'est-à-dire  t*.  =  ?$.  0  per- 
mute circulaircment  les  t  et,  si  Ton  admettait  S  dansGi, 
on  aurait  Ti  =  Tj  =  T3 ,  c'est-à-dire,  en  vertu  de 
'^1  -H  ta  -f-  T3  =  o,  Ti  =  Ta  =  T3  =  o  ;  c'est  le  cas  d'égalité'. 
Ainsi  S  est  exclue  de  Gi,  qui  dérive  de  g  et  de  e,  cVst- 
à-dire  coïncide  avec  h  (2).  Au  contraire,  A  se  réduit  à 
D  =  (KoK.K,)  =  (i,-i,,)(8). 

13.  Cas  d'égalité.  —  Le  système  S  comprend  par 
exemple  (8)  l'équation  (i4)  =  X4  —  x«  =  o.  Gi  ne  peut 
provenir  que  des  transpositions  (i4)(a3),  c'est-à-dire 
des  substitutions  a^  et  e  (2).  Au  contraire,  A  se  réduit 

à  D=(KoK«R,)  =  (x,  1,0). 

14-.  Je  n'approfondirai  pas  davantage  la  présente  dis- 
cussion, laquelle  se  confond  désormais  avec  celle  de 
l'équation  du   quatrième  degré,   matière  bien  connue. 
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[J4f] 

:VOTIO\S  ÉLÉMENTAIRES  SLR  LES  GROUPES 
DE  TRANSFORMATIOKS; 

Par    m.    COMBEBIAC. 


La  théorie  des  groupes  de  transformations  finis  et 
continus,  fondée  par  M.  Sophus  Lie,  a  été  exposée  par 
son  génial  auteur  dans  un  Ouvrage  (  *  y  qui  n^est  pas 
traduit  dans  notre  langue  et  qui  d'ailleurs  peut  rebuter 
par  sa  richesse  même. 

^ious  croyons  être  utiles  à  un  certain  nombre  de  lec- 
teurs en  exposant,  réunies  par  un  lien  logique  et  élé- 
mentaire, plusieurs  des  notions  principales  mises  en 
œuvre  dans  les  travaux  de  M.  Sophus  Lie  et  de  ses  con- 
tinuateurs. 

1.  —  Transformatioivs. 

On  appelle  transformation  Tensemble  de  n  équations 
à  72  variables  de  la  forme 

1  -y^ ' 

que  nous  représenterons,  pour  simplifier,  par 

(0  x'^f{xy 


(')  s.  LiB,  Théorie  der  Transformations  Gruppen  T.  in  3,  Ab- 
'ckniiten,  gr.  in-S,  Teubner,  Leipzig.  —  I  Abschoitt  (X,  63a  S.), 
AUgemeine  Eigenschafften^  i888.  —  II  Abschnitt  (VIII,  555  S.), 
Btruhrungs  Transformationen,  1890.  —  III  Abschnitt  (  XVII, 
S3i  S.  ),  1893. 
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Si  les  variables  x  représentent,  par  exemple,  un  point 
de  l'espace,  une  transformation  fait  eorrespondrc  à 
chaque  point  x  un  point  or'.  Telles  sont  une  inversion, 
une  homothétic,  une  translation,  etc. 

Si,  à  la  suite  d'une;  transformation  S,  on  ellertue  mit! 
autre  transformation  S',  on  obtient  évidemment  une 
nouvelle  transformation,  que  Ton  désigne  par  S'S.  Il  est 
facile  de  se  rendre  compte  que  S'' (S' S)  est  identique  à 
(S''S')S,  c'est-à-dire  que  la  composition  des  transforma- 
tions est  soumise  k  la  loi  associative  et,  par  suite,  que 
Texpression  S" S' S  a  une  signillcatioii,  sans  qu'aucune 
parentliùse  soit  nécessaire. 

Les  équations  (i)  sont  solubles  par  rapport  à  .r^ 
0:2,  ...,  Xfi^  pourvu  qu'il  n'existe  pas  de  relations 
Y{x')  -^  o  entre  .r', ,  .r.,,  ...,j'',^,  c'est-à-dire  pourvu 
que  les  fonctions  /{tf^f  ••••>///  soient  indépendantes, 
ou  encore  que  le  déterminant  fonctionnel  de  ces  fonc- 
tions ne  soit  pas  nul.  Il  (»xiste  donc  généralement  une 
transformation 

X  ~  o  (  .r'  ) 

telle  que  l'application  successive  de  /'  et  de  0  ail  pour 
résultat  la  transformation  idenlique. 

En  continuante  assimiler  la  composition  des  transfor- 
mations à  la  multiplication,  il  est  naturel  de  représenter 
par  l'uni  lé  la  transformation  identique  et  par  S"'  U 
transformation  inverse  de  S. 

Il  est  clair  (|ue,  dans  un  produit  de  transformations. 
Tordre  des  facteurs  ne  peut  pas  être  changé. 

Si  les  n  variables  x  sont  les  coordonnées  d'un  élément 
ayant  une  existence  réelle,  tel  qu'un  être  géométrique  : 
point,  plan,  droite,  sphère,  etc.,  une  transformation 
etfectuée  sur  ces  vai  iables  peut  être  inter[)rérée  de  deux 
façons  : 

Elle  peut  être  en  effet  interprétée  comme  un  cliange- 
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lïieiil   (le    coordonnées,    rëlémenl   rcprcsenlé    d'abord 
par  j:  l'élanl  ensuite  parf{x). 

Elle  peut  aussi  être  interprétée  comme  une  transfor- 
mation réellement  ellcctuée  sur  Télénient  même  repré- 
senté par  x. 

Soit  une  transformation 

x'  —  T(x). 

Applî(|uons  aux  deux  éléments  x  et  x'  la  transfor- 
mation 

On  a 
ou 

y=STS-t(j^). 

Si  Ton  considère  S  comme  représentant  un  change- 
mont  de  coordonnées,  STS"*  est  l'expression  de  T  dans 
le  nouveau  système  de  coordonnées. 

Si  S  représente  une  transformation  ellcctuée  sur  tous 
les  éléments  P  du  domaine  considéré,  STS"*  représente 
te  (jue  devient  T  par  suite  de  celte  transformation. 

On  peut  retrouver  cette  expression  par  une  voie 
plus  intuitive  : 

Cherclions,  pour  cela,  l'élément  en  lequel  se  trans- 
forme Féléoient  P  dans  les  nouvelles  conditions. 

L'élément  P,  avant  l'application  de  S,  se  trouvait  en 
S^*(P),  et  par  suite  se  transformait  par  T  en  TS~*(P). 
Par  l'application  de  S  à  tout  le  domaine,  ce  dernier  élé- 
ment devient  STS~*(P).  La  transformation  T  est  donc 
devenue  STS  •  par  Tapplication  de  S. 

Si  Ton  a 

S'I>-»r-:   T, 


r  n'est  pas  changée,  el  l'on  dit  que  ï  admet  S. 
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On  a  alors 

ST  =  TS, 

c*csl-à-<Iire  que  les  transformations  S  et  T  sont  commu- 
tât wes. 

La  propriété  est  réciproque,  c'est-à-dire  que  si  T 
admet  S,  S  admet  T. 

IL  —  Séries  de  transformations. 
Paramètres  essentiels. 

Si,  dans  les  équations  (i),  les  fonctions  f  dépendent 
de  r  paramètres  e^^  Cz-,  -  • .,  6?^,  dont  nous  désignerons 
Tenscmble  par  e,  ces  équations  représentent  une  série 
composée  généralement  de  oo'"  transformations.  Le 
nombre  des  transformations  différentes  serait  diminué, 
s'il  était  possible  de  faire  varier  les  paramètres  e  sans 
changer  les  x'.  Dans  ce  cas,  il  serait  possible  de  rem- 
placer les  paramètres  par  d'autres  en  nombre  moindre, 
et  Ton  dirait  alors  que  les  r  paramètres  e  ne  sont  pas 
essentiels. 

Â  moins  de  mention  contraire,  nous  supposerons  que 
les  paramètres  sont  essentiels. 

111.  —  Groupes  de  transformations. 

Considérons  une  série  de  oo''  transformations.  Si  le 
produit  e^'  de  deux  transformations  successives  e  et  e 
appartient  encore  à  la  série,  on  dit  que  celle-ci  est  un 
groupe. 

Le  groupe  est  continu,  si  chaque  transformation  est 
inGniment  voisine  de  certaines  autres  et  si  le  groupe  ne 
se  divise  pas  en  séries  discrètes. 

Le  groupe  est  fini,  si  la  détermination  d'une  transfor- 
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malioli  dans  \c.  groupe  déjMMul  d'un  nombre  fini  de 
paramèlres. 

Il  ne  sera  question  dans  ce  qui  va  suivre  que  des 
groupes  finis  et  continus. 

La  composition  de  deux  transformations  dans  un 
groupe  de  transformations  est  représentée  par  r  relations 
de  la  forme 

^  e^^^  Oj{€\,  e^,  . . . ,  Cf'y  e^t  e.2y  •  •  •  t  ^ri* 

j ' 

dont  nous  représentons  Tensemble  par 

(i)  e''=©(e,e'). 

Un  exemple  de  groupe  de  transformations  est  fourni 
par  Tensettible  des  mouvements  euclidiens  (mouvements 
sans  déformation).  En  effet,  la  succession  de  deux  de  ces 
mouvements  peut  être  réalisée  par  un  seul  mouvement. 

Les  équations  (2)  représentent  une  opération  sur  e 
et  e'  donnant  pour  résultat  e". 

Cette  opération,  se  confondant  avec  la  multiplication 
des  transformations,  admet  la  loi  associative,  c'est- 
à-dire  que  l'on  a 

o[cp(e,  e'),  e']  =  {p[e,  ç>(e',  e")]. 

Réciproquement,  la  condition  précédente  exprime  que 
les  équations  (2)  sont  celles  d'un  groupe  où  les  variables 
sont  e  et  les  paramètres  e\ 

En  effet,  la  transformation  résultant  de  Tapplicalion 
successive  des  deux  transformations 

jr'='^(x,e')         et         x"  —  t^ ( x\  e"  ) 
ost 
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ou 

La  condilîoii  est  doue  suffisaule  pour  que  les  équa- 
lions  (2)  soient  les  é(|uations  de  composîliou  d'un 
groupe. 

IV.   —  SoUS-r.ROUPES. 

Si,  dans  uu  groupe,  00"*  transformations  forment 
entre  elles  un  groupe,  eelui-cî  est  dit  uu  sous-gronpe  du 
premier. 

Le  groupe  euclidien  comprend  notamment  L*s  sous- 
groupes  suivants  : 

Rotations  autour  d'un  point  donné  (00'  transfor- 
mât ion  s)  ; 

Translations  (oo^  transformations); 

Rotations  autour  d*un  axe  (oc'  transformations). 

V^.  —  Famille  de  variétks. 

Considérons  les  m  équations 
Mi(a7)  =  consl.,        Wj(t)  =  const.,        ...,        w,„(j:)  =  consl. 

Elles  représentent  une  variété  à  /i  —  m  dimensions. 

Si  Ton  considère  les  valeurs  des  m  constantes  comme 
des  paramètres,  ces  équations  représentent  (»"•  variétés, 
dont  l'ensemble  s'appelle  une  famille.  Comme  le 
nombre  des  paramètres  est  égal  à  celui  des  équations, 
chaque  variété  est  déterminée  dans  la  famille  par  la  con- 
naissance d'un  des  éléments  x  qu'elle  contient. 

Les  m  quantités  if,,  Uj*  •••;''/»  peuvent  être  consi- 
dérées comme  les  coordonnées  de  la  variété.  Ces  coor- 
données sont  évidemment  en  nombre  inférieur  à  n, 
puisque  n  —  m  est  le  nombre  des  dimensions  de  la 
variété. 
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En  Géométrie,  une  famille  de  surfaces  comprend 
X*  surfaces;  une  famille  de  lignes  comprend  oo'^  lignes. 
Une  famille  de  lignes  s'appelle  aussi  congruence. 

Les  sphères  concentriques  forment  une  famille  de 
surfaces.  Il  en  est  de  même  des  quadriques   confocales. 

VI.  —  TnA>siviT^..  Lnv\riants. 

Ou  appelle  transitif  un  groupe  comprenant  des 
transformations  susceptibles  de  faire  correspondre  à  un 
élément  quelconque  un  élément  arbitrairement  choisi. 

Tel  est,  en  Géométrie,  le  groupe  des  translations.  Ce 
groupe  sera  dit  simplement  transitif,  parce  qu'il  n'existe 
qu'une  translation  transformant  un  point  en  un  autre. 

Tout  groupe  intransitif,  c'est-à-dire  ne  possédant  pas 
la  propriété  qui  vient  d'être  indiquée,  présente  des  inva- 
riants,  c'est-à-dire  des  fonctions  de  variables  dont  la 
valeur  ne  change  pas  quand  on  applique  à  ces  variables 
les  transformations  du  groupe. 

Soit  U|(x),  Ui{x)f  ...,  Um(x)y  m  invariants  indé- 
pendants les  uns  des  autres. 

Lorsqu'on  applique  à  l'élément  Xq  les  transformations 
du  groupe,  cet  élément  reste  sur  la  variété  représentée 
par  les  m  équations 

On  peut  donc  dire  qu'a/z  groupe  intransitif  laisse 
ini^ariantes  des  variétés  formant  une  famille. 

Un  exemple  de  groupe  intransitif  est  donné  par  les 
rotations  autour  d'un  point.  Chaque  point  de  l'espace 
se  déplace  en  restant  sur  une  sphère  ayant  pour  centre 
le  point  fixe.  En  prenant  ce  point  pour  origine  d'un 
système  de  coordonnées  rectangulaires,  la  famille  des 
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surfaces  invariantes  a  pour  équation 

t'  -^^*  -+-  3*  =  roiiPl . 

Le  groupe  ne  présente  qu'un  invariant  :  x^ -\- y- -i- z- . 

Le  groupe  des  rotations  autour  d'une  droite  est  égale- 
ment intransitif.  Il  présente  deux  invariants  qui  sont, 
en  prenant  l'axe  de  rotation  pour  axe  des  z,  jc^-t-j)  '4-5* 
et  z.  La  famille  des  variétés  invariantes  se  compose  des 
circonférences  parallèles  au  plan  des  xy. 

Il  ne  suffit  pas,  pour  qu'un  groupe  soit  transitif,  que 
le  nombre  de  ses  paramètres  soit  égal  ou  supérieur  à 
celui  de  ses  variables. 

C'est  ainsi  que  le  groupe  des  rotations  autour  d'un 
point  a  trois  paramètres  et  est  pourtant  intransitif. 

VIL  —  Primitivité.  Covariants. 

On  appelle  iniprimitif  un  groupe  conservant  uue 
famille  de  variétés,  c'est-à-dire  transformant  ces  variétés 
l'une  dans  l'autre. 

Soit 

Wi(a:)  =  consl.,        u%{x)  =  con^l.^        ...,        w,„(;r)  =  const. 

les  équations  de  la  famille  invariante. 
On  aura,  par  hypothèse, 

(3)  ;  "*  ^^'^  ^  ^*  ["i(^)>  wj^ar),  ...,  Un,(x)]. 

\  Um{x  )  =-.  F,„[Ui(x),  Wî(ar),  ...,  u,„(x)] 
ou 

(3;  u'^-F(ui 

Ainsi,  tandis  qu'un  groupe  intransitif  conserve 
chaque   variété  d'une    famille,   un    groupe  imprimitif 


(  355  ) 

conserve  i ensemble  des  variélës  cl*une  famille.  Un 
groupe  î  11  transitif  est  donc  n  plus  forte  raison  i  m  pri- 
mitif. 

Nous  dirons  qu'un  groupe  intransitif  admet  une 
famille  de  variétés  invariantes  et  qu*u»  groupe  im pri- 
mitif admet  une  famille  de  variétés  covariantes. 

On  ob lient,  par  exemple,  un  groupe  imprimitif  en 
adjoignant  aux  rotations  autour  d*un  point  les  homo- 
théties  par  rapport  a  ce  point.  Les  sphères  ayant  le 
point  iixe  pour  centre  ne  sont  plus  alors  invariantes, 
mais  seulement  covariantcs.  On  a,  en  effet,  en  désignant 
par  K  le  coefficient  dMiomotliétie, 

Ce  groupe  conserve  aussi  la  famille  des  droites  isêues 
du  point  iixe,  c'est-à-dire  que  ces  droites  sont  aussi 
covariantes. 

VIII.    —  ISVARIÀIHTS  ET  COVÀRIAMTS  SIMULTANÉS. 

L'ensemble  de  deux  éléments  n  n  variables  peut  être 
considéré  comme  un  élément  à  2/1  variables,  et  eu  ap- 
pliquant les  transformations  d*un  groupe  G  à  chacun  des 
deux  éléments,  on   obtient  un  groupe  k  un  variables. 

On  trouvera  généralement  ainsi  des  invariants  et 
des  covariants  qui  ne  se  présentaient  pas  quand  on  ne 
considérait  qu'un  seul  élément. 

C'est  ainsi  qu'un  point  n'admet,  par  rapport  au 
groupe  euclidien,  ni  invariant,  ni  covariant,  tandis  que 
deux  points  présentent  par  rapport  à  ce  groupe  un 
invariant,  qui  est  leur  distance,  et  un  covariant,  qui  est 
la  droite  qui  les  joint. 

Trois  points  présentent,  en  plus,  un  covariant  :  le 
plan  qu'ils  déterminent. 
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En  prenant  un  nombre  suffisant  d'éléments,  on  arri\e 
forcément  a  un  ensemble  qui  acquiert  par  le  groupi* 
oc''  positions  diirérentes.  A  partir  de  ce  moment,  l'ad- 
jonction d'un  nouvel  élément  ne  peut  rien  donner  de 
nouveau,  puisque  sa  position  sera  déterminée  par  la 
connaissance  de  la  positioli  des  autres  éléments. 

C*est  ainsi  que,  par  rapport  au  groupe  euclidien, 
pour  avoir  tous  les  invariants  et  covariants  indépendants, 
il  suffit  de  considérer  trois  points.  Si  Ton  flxe,  en  effet, 
leurs  positions,  aucun  mouvement  n'est  possible,  car  on 
a  épuisé  la  transit! vite  du  groupe.  En  eUVa,  un  point 
peut  acquérir  oo'  positions;  une  fois  celle-ci  (ixée,  un 
second  point  peut  acquérir  oo^  positions  sur  une  sphère 
ayant  le  premier  point  pour  centre.  Enfin  la  position  de 
ce  second  point  étant  fixée,  un  troisième  ne  pourra  plus 
que  tourner  autour  de  la  droite  déterminée  par  les  deux 
premiers.  L'ensemble  des  trois  points  pourra  donc 
acquérir  oo*  positions.  Le  nombre  de  paramètres  du 
groupe  étant  six,  la  transitivité  est  épuisée. 

Pour  tout  groupe  à  r  paramètres,  r  est  une  limite 
supérieure  du  nombre  des  éléments  à  considérer  pour 
obtenir  tous  les  invariants  et  covariants  simultanés  in- 
dépendants. 

Pour  que  cette  proposition  soit  prouvée,  il  sullit  de 
démontrer  que  les  oo'"  transformations  du  groupe  donnent 
toujours  à  cet  ensemble  de  /•  éléments  oo'"  positions  dif- 
férentes. 

En  effet,  un  élément  quelconque  peut  acquérir  au 
moins  oo*  positions  différentes,  soit  oo/',  et  il  existe  aloi*s 
Qfj^'P  transformations  qui  donnent  à  l'élément  une  même 
position.  Ces  cc^~P  transformations  donneront  k  un  se- 
cond élément  quelconque  (si  /*  —  /'>o)  au  moins 
oc'  positions,  de  sorte  que  ronsemble  de  deux  éléments 
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pourra  acquérir  au  moins  oo^  positions.  D'une  façon  gé- 
nérale, un  ensemble  de  m  points,  m  étant  inféneur  à  /% 
peut  acquérir  au  moins  cc^  et  au  plus  oc'*  positions. 

Un  ensemble  de  r  éléments  acquiert  donc  sûrement 
^positions, 

IX.    —  ISOMORPHISME. 

Les  équations  (3)  expriment  la  manière  dont  sont 
transformées  l'une  dans  Tautre  les  variétés  covariantes  u, 
lorsqu'on  applique  à  l'élément  x  une  transformation  du 
groupe  G. 

Chaque  transformation  du  groupe  G  détermine  une 
des  transformations  (3),  et  ces  dernières  forment  évi- 
demment un  nouveau  groupe  g^  dans  lequel  les  va- 
riables sont  M|,  W2,  . . . ,  Um  {^fi  <C  /i). 

Mais  deux  transformations  du  groupe  G  peuvent  ne 
pas  donner  lieu  à  des  transformations  du  groupe  g  dif- 
férentes entre  elles,  de  sorte  que  g  peut  présenter  un 
nombre  de  paramètres  essentiels  inférieur  à  celui  de  G. 

Supposons,  en  effet,  que  p^  transformations  de  G 
conservent  chacune  des  variétés  u.  A  chacune  de  ces 
transformations  2  correspondra,  dans  le  groupe  g",  la 
transformation  identique. 

Par  exemple,  le  groupe  des  similitudes  (*)  autour 
d*ttn  point  admet  comme  covariant  la  droite  qui  joint  le 
point  variable  au  point  fixe.  Chacune  de  ces  droites 
reste  invariante  par  les  transformations  homothétiques, 
de  sorte  que  les  points  de  l'espace  sont  transformés  par 
un  groupe  à  quatre  paramètres  essentiels,  et  les  droites 


(')  Nous  appelons  similitude  une  transformation  composée  d'une 
homothétic  et  d'une  rotation  autour  du  centre  d'homothétie.  Les 
similitudes  forment  un  groupe  à  sept  paramètres,  qui  comprend, 
comme  sous-groupe,  le  groupe  euclidien. 
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en  question  par  un  groupe  h  trois  paramétres  essentiels. 

Si  S  est  une  transformation  du  groupe  G  ne  laissant 
pas  invariantes  les  variétés  u,  les  p^  transformations  de 
la  forme  S  S  donneront  lieu  à  la  même  transfonuatiou 
du  groupe  g.  Le  nombre  des  paramètres  essentiels  du 
groupe  g  est  /•  —  5.  De  plus  les  p*  transformations 
forment  un  groupe,  cV*st-à-dire  un  sous-groupe  de  G. 

Il  est  évident  que  Ton  peut  utiliser  pour  le  groupe  g 
les  paramètres  e  et  les  équations  de  composition  (3)  du 
groupe  G,  en  tenant  compte  toutefois  de  ce  que  ces  pa- 
ramètres peuvent  ne  pas  être  essentiels. 

Le  groupe  g  est  dit  isomorphe  au  groupe  G. 

D'une  manière  générale,  lorsque  à  toute  transforma- 
tion e  d^un  groupe  G  à  r  paramètres  essentiels  corres- 
pond une  transformation  73  {^fût-ce  la  transformation 
identique)  d'un  groupe  g  possédant  un  nombre  égal 
ou  inférieur  de  paramètres  essentiels,  de  manière 
quau  produit  de  deux  transformations  du  premier 
groupe  corresponde  le  produit  des  deux  transforma- 
tions correspondantes  du  second,  celui-ci  est  dit  iso- 
morphe au  premier,  L'isomorpliisme  sera  dit  holoè- 
drique^  lorsque  le  nombre  des  paramètres  essentiels 
sera  le  même,  et  mériédrique  dans  le  cas  contraire. 

L'isomorpliisme  holoédrique  est  une  propriété  réci- 
proque, de  sorte  que  Ton  peut  parler  de  deux  groupes 
isomorphes  hoioédriques.  Il  n'en  est  pas  de  même  de 
l'isomorphisme  mériédrique.  On  dit  dans  ce  cas  que  le 
groupe  qui  a  le  plus  petit  nombre  de  paramètres  est  iso- 
morphe mériédrique  à  l'autre  groupe. 

Deux  groupes  isomorphes  holoédrique^  peuv^ent  être 
amenés  par  un  changement  de  paramètres  à  avoir  les 
mêmes  équations  de  composition.  En  cdet,  par  déliiii- 
tion,  à  toute  transformation  r»  du  second  correspond 
une  transformation  e  du   premier  de  la  manière  indi- 


(^59) 

quée,  et  cette  correspondance,  que  Ton  peut  représenter 
par  r  relations 

permet  de  donner  au  second  groupe  les  mêmes  para- 
mètres qu'au  premier. 

Si  l'isomorphisme  était  mériédrique,  on  pourrait  bien 
exprimer  les  y\  en  fonction  des  p,  mais  on  ne  pourrait 
pas  faire  l'inverse. 

Il  est  évident  que,  dans  deux  groupes  isomorphes,  les 
sous-groupes  se  correspondent. 

Nous  citerons,  comme  exemple  d'isomorphisme  ho- 
loédrique,  le  cas  des  trois  groupes  géoméiriques  sui- 
vants : 

Groupe  projectif  sur  la  droite^ 

Groupe  linéaire  homogène  spécial  dans  le  plan  ; 

Groupe  des  rotations  autour  d'un  point  dans  Tespace. 

On  dit  aussi  que  deux  groupes  isomorphes  holoé- 
driques  ont  la  même  structure. 

Pour  nous,  les  équations  de  composition  seront  la  ca- 
ractéristique de  la  structure,  en  ne  considérant  pas 
comme  différentes  les  structures  résultant  de  systèmes 
d'équations  susceptibles  de  se  transformer  Tun  dans 
l'autre  par  un  changement  de  paramètres. 

X.  —  Similitude. 

Un  cas  important  d*isomorpIiisme  holoédrique  est 
celui  de  la  similitude. 

Deux  groupes  ayant  le  mènie  nombre  de  variables  et 
le  même  nombre  de  paramètres  sont  semblables,  quand 
ils  peuvent  se  transformer  \\\\\  dans  Tautre  par  un 
(liangement  de  paramètres  et  un  changement  de  va- 
riables. 
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Deux  groupes  semblables  sont  donc  isomorphes  lio- 
loédriqucs.  Mais  celle  condition  ne  suffit  pas. 

Soient  G  et  G'  deux  groupes  isomorphes  holoédriques 
ayant  le  même  nombre  n  de  variables. 

Soit  7/2  le  nombre  des  invariants  indépendants  dans  G, 
ni  pouvant  être  nul.  Un  élément  Xq  peut  prendre 
Q^n-m  positions  diil'érentes,  c'est-à-dire  qu'il  existe 
ûc'*"^''"'"^  transformations  transformant  Télément  jtq  en 
un  élément  donné,  et,  en  particulier,  en  lui-même^  ou, 
d'une  manière  plus  précise,  qu'on  peut  écrire,  entre  les 
paramètres  e  du  groupe,  n  —  m  relations  exprimant  la 
condition  pour  que  la  transformation  e  laisse  invariant 
Télément  Xq.  Ces  relations  contiennent  évidemment  les 
coordonnées  deTélémcnt  j*©* 

Ces  co^-^n-m)  transformations  S  forment  évidemment 
un  groupe,  qui  est  un  sous-groupe  de  (j.  A  ce  sous- 
groupe  correspond  dans  G'  un  sous-groupe  composé 
d'un  même  nombre  de  transformations  £^ 

Supposons  maintenant  que  les  deux  groupes  G  et  (/ 
soient  semblables,  et  soit  y^  l'élément  correspondant 
à  Xq,  Les  transformations  £'  conservent,  dans  ce  cas,  j«. 
Il  est  donc  nécessaire  qu'au  sous-groupe  de  G  conser- 
vant l'élément  x©  corresponde  dans  G'  un  sous-groupe 
conscrvanl  un  élément  y^. 

Je  dis  que  celle  condition  est  suffisante  pour  que  G 
cl  G'  soient  semblables. 

En  eifel,  si  S  est  une  des  transformations  de  G  ame- 
nant Télément  Xq  en  Xj  toutes  les  transformations  réali- 
sant celle  condition  sont  de  la  forme  S  S.  Si  S^  est  la 
transformation  de  G'  correspondante  à  S,  S' S'  est  la 
forme  générale  des  transformations  de  G  transformant 
l'élément  y^  en  un  certain  élément  y.  On  établit  ainsi 
une  correspondance  entre  les  éléments  x  et  les  élé- 
ments y  y  correspondance  qui  peut  être  exprimée  par 
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n  relations  j  =  W(a:)y  par  lesquelles  le  groupe  G' 
s^  identifiera  au  groupe  (j. 

Ainsi  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qw. 
deux  groupes  holoédiiques  isomorphes  à  un  même 
nombre  de  variables  soient  semblables  est  qu'au  sous- 
groupe  de  l*un  conser\/ant  un  élément  corresponde  un 
sous'groupe  de  l'autre  consers^ant  aussi  un  élément. 

Moyennant  cette  condition,  parmi  les  correspondances 
en  nombre  généralement  infini  que  Ton  peut  établir 
entre  les  transformations  de  deux  groupes  isomorphes, 
il  en  existera  au  moins  une  permettant  d'établir  entre 
les  éléments  une  correspondance  ayant  les  propriétés 
indiquées. 

Il  résulte  de  tout  cela  que  deux  groupes  holoédriques 
isomorplxes  à  un  même  nombre  de  variables  sont  tou- 
jours semblables^  s'ils  sont  simplement  transitifs.  Dans 
ce  cas,  la  seule  transformation  laissant  invariant  un  élé- 
ment de  position  quelconque  est  la  transformation 
identique. 

Dans  ce  cas  à  un  élément  x  d*un  des  groupes  an  peut 
faire  correspondre  un  élément  y  arbitrairement  choisi 
dans  Tautre.  Ensuite  à  tout  élément  S(x)  correspondra 
Télément  ^'{j)i  S'  étant  la  transformation  correspon- 
dante à  S. 

Soit 

un  changement  de  variables  identifiant  les  deux  groupes, 
c'est-à-dire  transformant  chaque  transformation  S'  en 
sa  correspondante  S.  On  a  alors,  d'après  ce  qui  précède, 

d'où 

S'W(a7)  =  ^rS(.r). 

La  transformation  W  satisfait  donc  à  la  condition 
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Il  est  facile  de  voir  que  toute  trausforEnation  W  satisfai- 
sant à  cette  condition  identifie  le  groupe  en  y  au  groupe 
en  X. 

Cherchons  pour  les  transformations  W  un  critérium 
plus  précis. 

Les  2/'  équations 

(  x'=S(xh 
(4) 

représentent  une  transformation  à  2  r  variables. 

Supposons  qu'on  ait  opéré  un  changement  de  para- 
mètres convenable  de  manière  que  S  et  S'  aient  les 
mêmes  paramètres.  Les  transformations  formées,  comme 
(4);  de  deux  transformations  correspondantes,  forment 
un  groupe.  Car  le  produit  de  deux  de  ces  transformations 
(S,  S')  et  (S|,  S',  )  sera  formé  des  deux  transformations 
S|  S  et  S',  S',  qui  se  correspondent  par  définition  deTiso- 
morphisme. 

Ce  groupe  à  a  r  variables  et  à  r  paramètres  présente 
r  invariants 

Egalons  ces  invariants  à  des  constantes,  et  résolvons  par 
rapport  aux  r  variables  y  les  r  équations  ainsi  obtenues. 
On  obtiendra  ainsi  une  transformation 

dont  la  propriété  caractéristique  sera  de  rester  inva- 
riante par  la  transformation  (4),  c'est-à-dire  que  l'on 
aura 

et  par  suite 

Les  transformations  W  ainsi  obtenues  sont  donc  celles 
qui  identifient  les  deux  groupes. 
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Elles  dépendent  de  r  constantes  arbitraires  que  nous 
pouvons  écrire 

^ous  {K>uvons  nous  donner  x^  et  donner  à  j'o  toutes  les 
positions  possibles,  soit  oc^,  et  nous  retrouvons  ainsi 
une  propriété  déjà  énoncée. 

XI.  —  Groupes  paramétbaux. 
Dans  les  équations  de  composition  d*nn  groupe 

considérons  les  e  comme  variables  et  les  e'  comme  para- 
mètres. Les  équations  (2)  sont  celles  d'un  groupe  sim- 
plement transitif  à  r  paramètres,  qui  est  dit  groupe  pa- 
ramétrai du  groupe  considéré. 

En  désignant  par  x  la  transformation  variable,  par  x' 
la  transformée  et  par  a  la  transformation  qui  sert  de 
paramètre,  les  équations  du  groupe  peuvent  être  repré- 
sentées par 

Ce  groupe  est  évidemment  isomorphe  à  tous  les 
groupes  par  rapport  auxquels  il  joue  le  rôle  de  groupe 
paramétrai . 

Il  existe  un  second  groupe  paramétrai  jouissant  des 
mêmes  propriétés  que  le  premier  : 

Les  deux  groupes  paramétraux  sont  isomorphes.  Fai- 
sons, en  efTet,  correspondre  à  chaque  transformation  a 
du  premier  la  transformation  b  du  second  déterminée 
par 
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Aux  deux  transformations  du  premier  groupe 


a:'=  aXy        x*  =  a' a?, 


correspondent,  dans  le  second  groupe, 

Le  produit  des  deux  premières  est  la  transformation 

x'  —  {a'a)x. 
Le  produit  des  deux  secondes  est. 

ou 

C'est  bien  la  transformation  correspondant  k  a'a. 

Les  deux  groupes  étant  tous  les  deux  simplement 
transitifs  sont  semblables. 

Pour  les  transformer  Tun  dans  l'autre,  il  suffit  d*opérer 
les  changements  de  variables  et  de  paramètres  suivants  : 

y  =  ar~*,         b  =  a-*. 

Ce  que  nous  venons  d'exposer  suppose  que  le  groupe 
considéré  comprend  les  inverses  de  toutes  ses  transfor- 
mations. 

Nous  ne  nous  occuperons  pas  des  groupes  ne  présen- 
tant pas  cette  propriété.  Un  de  ces  groupes,  par  exemple, 
est  le  groupe  à  une  variable  et    à  un  paramètre  qui  a 

pour  équation 

x'  =  ûr  x, 

avec  la  condition  a  >- 1 . 

Chacun  des  groupes  paramétraux  est  évidemment 
simplement  transitif. 

Réciproquement,  tout  groupe  simplement  transitif 
peut,  par  un  simple  changement  de  variables,  être  mis 
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sous  la  forme  d'un  groupe  paramétrai.  Un  groupe  sim- 
plement transitif  est,  en  effet,  semblable  (X)  à  son 
groupe  paramétrai,  auquel  il  est  isomorphe. 

Appliquons  les  deux  groupes  paramétraux  au  même 
système  de  variables  z,  c'est-à-dire  prenons  les  équa- 
tions des  deux  groupes  sous  la  forme 

z' =^  (zz        et        z'=.sb. 

Eu  appliquant  successivement  ces  deux  transforma- 
tions, on  obtient,  quel  que  soit  Tordre  adopté,  la  traus- 
formation  suivante 

z'  =  azb. 

Les  deux  transformations  sont  donc  commutatives, 
c'est-à-dire  (I)  que  chacune  d'elles  admet  l'autre. 

Réciproquement  y  on  démontre  qu'une  transforma- 
tion commutative  à  toutes  les  transformations  de  Tun 
des  groupes  fait  partie  de  Tautre. 

D'une  façon  générale,  les  transformations  commuta- 
tives à  toutes  celles  d^un  groupe  simplement  transitif 
forment  également  un  groupe  simplement  transitif. 

La  relation  entre  les  deux  groupes  étant  réciproque, 
on  qualifie  ces  deux  groupes  de  réciproques. 

Dans  un  groupe  simplement  transitif  G,  un  sous- 
groupe  g  à  m  paramètres,  c'est-à-dire  composé  de  oo'" 
transformations,  donne  à  l'élément  variable  co"*  posi- 
tions différentes  et,  par  suite,  laisse  invariantes  oo'*"*'" 
variétés  à  m  dimensions. 

Il  résulte  de  ce  que  chaque  transformation  d'un  groupe 
simplement  transitif  admet  le  groupe  simplement  transi- 
tif réciproque,  que  les  variétés  invariantes  par  rapport  à 
un  sous-groupe  g  de  l'un  G  sont  transformées  l'une  dans 
l'antre  par  le  groupe  réciproque  G',  et  réciproquement 
un  covariant  de  l'un  caractérise  une  famille  de  variétés 
invariantes  par  rapport  à  un  sous-groupe  de  l'autre. 
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On  a  donc  la  proposition  : 

Étant  donnés  deux  groupes  G  et  G'  simplement 
transitifs  réciproques ,  les  sous-groupes  de  l'un  et  les 
covariants  de  Vautre  se  correspondent . 

XII.  —  Groupes  de  structure  donnée. 

Pour  connaître  tous  les  groupes  semblables  entre  eux, 
il  suffit  d'en  connaître  un,  car  tous  les  autres  seront 
obtenus  par  des  changements  de  variables  et  de  para- 
mètres. 

II  est  facile  de  voir  qu'un  groupe  intransitif  peut  tou- 
jours être  obtenu  au  moyen  d'un  groupe  transitif  iso- 
morphe, en  adjoignant  aux  équations  de  ce  dernier  un 
certain  nombre  d'autres  équations  formées  de  variables 
égalées  à  des  constantes,  et  en  opérant  ensuite  un  chan- 
gement de  variables.  Les  variables  égalées  à  des  con- 
stantes seront  les  invariants  du  groupe  intransitif. 

Les  groupes  intransitifs  sont  donc  déterminés  quand 
on  connaît  les  groupes  transitifs  de  même  structure. 

Je  dis  que  tout  groupe  transitif  est  semblable  à  un 
groupe  transformant  un  coçariant  du  groupe  paramé- 
trai. 

Soit  G  un  groupe  transitif  à  n  variables  et  à  r  para- 
mètres. 

Nous  avons  vu  (VIII)  qu'il  existe  un  nombre  p</' 
tel  qu'un  ensemble  de  p  éléments  x  prend  par  le 
groupe  00''  positions  différentes. 

On  peut  représenter  les  oo'*  transformations  de  G 
par  les  oo'*  positions  d'un  de  ces  ensembles.  Ces  oo'*  po- 
sitions forment  une  variété  à  r  dimensions  dans  la  va- 
riété knp  dimensions  qui  comprend  la  totalité  des  en- 
sembles de/>  éléments. 


(  '^67  ) 

Ces  00''  positions  sont  transformées  par  un  groupe  F 
simplement  transitif,  isomorphe  lioloédrique  à  G  et 
semblable  aux  groupes  paramétraux  de  G;  et  chaque 
groupe  relatif  à  un  covarîant  de  F  sera  semblable  à  un 
groupe  dérivant  d^une  manière  analogue  de  chaque 
groupe  paramétrai  et  réciproquement. 

Nous  pouvons  choisir  pour  les  variables  du  groupe  F 
un  système  comprenant  les  coordonnées  x  de  Félément 
de  G.  Ces  coordonnées  caractérisent  une  variété,  savoir 
celle  qui  est  formée  par  les  ensembles  comprenant  Félé- 
luent  x. 

Cette  variété  est  covariante  dans  le  groupe  F,  de  sorte 
que  le  groupe  par  lequel  elle  est  transformée,  c'est- 
à-dire  le  groupe  G,  doit  Être  semblable  à  un  groupe 
relatif  à  un  covariant  de  chacun  des  groupes  paramé- 
traux de  G. 

En  résumé,  tons  les  groupes  de  structure  donnée  se- 
ront déterminés,  si  l'on  connaît  tous  les  groupes  tran-, 
sitifs,  et  Von  obtiendra  ceux-ci  en  recherchant  les  co- 
variants  d'un  des  groupes  paramétraux.  Enfin  (XI), 
chacun  de  ces  coi^ariants  est  déterminé  par  un  sous- 
groupe  du  groupe  paramétrai  réciproque. 

Remarquons  que  cette  marche  peut  donner  lieu  à  des 
groupes  isomorphes  mériédriques  aux  groupes  cher- 
chés. 

XIII.  —  Groupe  adjoint.  Transformations 

DISTINGUÉES. 

Les  propriétés  suivantes  ne  dépendent  que  de  la 
structure. 

On  pourra  donc  faire  abstraction  des  éléments  aux- 
quels s'appliquent  les  groupes  et,  par  suite,  identifier 
les  groupes  isomorphes  holoédriques. 


(  Jt)8  ) 

JNous  savons  ([)  que  STS"*  représente  la  Iransfor- 
inalîon  en  laquelle  est  transformée  T  par  TefTet  de  S. 

Si  S  et  T  appartiennent  à  un  groupe  G  à  /•  para- 
mètres, la  transformation  précédente  fera  aussi  partie 
du  groupe,  de  sorte  que  Téquation 

r  r=  STS-» 

représentera  une  transformation  à  r  variables,  qui  seront 
les  paramètres  de  T. 

Ces  transformations  forment  un  groupe  isomorphe 
à  G.  Cela  résulte  de  Tidentîté 

S'STSS'-*  =  S'ST(S'S)-». 

Ce  groupe  s^appelle  le  groupe  adjoint  k  G. 

On  appelle  transformations  distinguées  du  groupe  G 
les  tran/iformations  commutatives  avec  toutes  celles  du 
groupe.  Les  transformations  distinguées  forment  elles- 
mêmes  un  groupe,  car  le  produit  de  deux  transforma- 
tions distinguées  présente  évidemment  la  même  pro- 
priété. 

Â  chaque  transformation  distinguée  du  groupe  G 
correspond  dans  le  groupe  adjoint  la  transformation 
identique,  de  sorte  que,  si  ooP  est  le  nombre  des  trans- 
formations distinguées,  le  groupe  adjoint  a  seulement 
oo'""?  paramètres  essentiels. 

XIV.  —  Types  de  sous-groupes. 

Une  transformation  du  groupe  adjoint  transforme  un 
sous-groupe  en  un  autre  sous-groupe.  Cela  résulte  de 
l'identité 

STS-isrs-î  =  STrs-*. 

Le  groupe  adjoint  transforme,  en  général,  un  sous- 
groupe  en  une  infinité  de  sous-groupes. 


(  36y  ) 

Ces  sous- groupes  sont  dits  du  même  type. 

Les  sous-groupes  conservés  par  le  groupe  adjoint 
sont  dits  groupes  invariants.  Un  sous-groupe  invariant 
est  donc,  par  définition,  le  seul  de  son  type. 

On  peut  considérer  une  transformation  comme  un  cas 
particulier  de  sous-groupe  et  appeler  du  même  type  les 
transformations  que  le  groupe  adjoint  transforme  les 
unes  dans  les  autres. 

Les  transformations  d'un  même  type  forment,  d'après 
la  définition  même,  une  variété  invariante  par  rapport  au 
groupe  adjoint. 

Nous  ferons  l'application  de  celle  terminologie  au 
groupe  des  similitudes,  dont  il  a  déjà  été  question  (IX). 

Une  transformation  de  ce  groupe  conserve  un  point 
de  l'espace  à  distance  finie  ou  infinie  et  une  droite  pas- 
sant par  ce  point.  Elle  est  déterminée  par  la  connais- 
sance du  point  fixe,  de  la  direction  de  la  droite  fixe,  du 
coefficient  d'homothétie  et  de  Tangle  de  rotation. 

Le  groupe  ne  comprend  pas  de  transformations  dis- 
tinguées; aussi  le  groupe  adjoint  a-t-il  le  même  nombre 
de  paramètres  que  le  groupe  lui-même,  c'est-à-dire  lui 
est  isomorphe  lioloédrique. 

Le  coefficient  d'homothétie  et  Tangle  de  rotation  sont 
des  invariants  du  groupe  adjoint.  Le  point  et  la  direc- 
tion fixes  en  sont  des  covarianls. 

Le  centre  de  similitude  considéré  comme  covariant 
relatif  au  groupe  adjoint  est  transformé  par  un  groupe 
à  sept  paramètres,  qui  n'est  autre  que  le  groupe  de  si- 
militude lui-même. 

La  direction  fixe  est  transformée  par  un  groupe  qui 
n'a  que  trois  paramètres  essentiels. 

Les   sous-groupes    invariants    sont    le   groupe   eucli- 
dien et  le  groupe  des  homothéties,  qui  ont  en  commun 
-les  translations. 


(  i7«) 

Les  iiivarianls  du  groupe  adjoint  déteruiiueiil  les 
types  de  transformations,  de  sorte  que  les  transforma - 
lions  d'un  même  type  sont  celles  qui  ont  le  même  coeffi- 
'  cient  d'homotliétic  elle  même  angle  de  rotation. 

Citons  les  sous-groupes  suivants  : 

Similitudes  concentriques; 

Similitudes  coaxiales; 

Homolhéties  concentriques; 

Rotations  coaxiales; 

Etc. 
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NOTE  SUR  UNS  SURFACE  ÉTUDIÉE  PAR  PAINVffl; 

Par  m.  O.  BÔKLEN. 


Painvin  a  examiné  le  premier  {ISIoui^elles  Annales^ 
i864y  p-  481)  le  lieu  des  foyers  des  sections  centrales 
d'une  surface  du  second  ordre.  On  peut  construire  celte 
surface,  qui  est  du  huitième  degré,  de  la  manière  sui- 
vante : 

Il  y  a  une  infinité  d' ellipsoïdes  qui  ont  même  section 
centrale  (ou  (jui  passent  par  la  même  ellipse)  et  dont 
la  longueur  du  grand  axe  est  constante  ;  les  foyers  des 
petits  axes  de  ces  ellipsoïdes  sont  situés  sur  la  su/face 
de  Painvin, 

On  peut  ajouter  :  Les  deux  foyers  du  grand  axe  de 
ces  ellipsoïdes  sont  situés  sur  une  surface  de  l'onde. 

Si  a'^Y-^'^  sont  les  demi-axes  d'un  ti-1  ellipsoïde 
avec  le  cenlre  O,  vX  que  F|  et  Fa  soient  les  foyers  du 
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grand  axe  et  F3  celui  du  petit  axe,  on  a 

OF,  =  /a»^~jj[«,       OF,  =  /ô^^^rS       OFt  =  yjs,^  —  ^\ 

le  dernier  foyer  est  donc  imaginaire,  mais  ou  détermine 
sa  place  sur  le  petit  axe  comme  sMI  était  réel. 

La  démonstration  de  ces  deux  propositions  est  fondée 
sur  un  théorème  de  Chasies  et  en  est  une  conséquence 
immédiate  (Aperçu  historique,  1837,  Notes  XXV 
et  XXXI*). 

Etant  donnés  un  ellipsoïde  (E')  -z  h-  4^  h — -  =  i  et  un 

point  quelconque  M  de  (E),  on  construit  un  second 
ellipsoïde  (E')  sur  les  normales  de  (E)  et  des  deux  sur- 
faces homofocales  ([x)  et  (^)  qui  se  coupent  au  point  M  ; 
rt,  [1,  if  sont  les  demi-axes  de  (E').  Ce  second  ellipsoïde 
touche  le  plan  (yz)  à  l'origine  O,  et  sa  section  centrale, 
menée  par  le  point  M  et  parallèle  au  plan  (^X^))  est  Une 

ellipse  (e)  avec  les  axes  ^/a^  —  &■*  et  ^/a'^  —  c'^^  paral- 
lèles aux  axes  des  coordonnées  j  et  z. 

Cela  posé,  transportons  Tellipsoïde  (E')  de  manière 
que  son  centre  parcoure  la  droite  MO  et  que  ses  axes 
restent  toujours  parallèles  à  eux-mêmes.  Dans  cette  non- 
\elle  situation,  Tellipse  (E)  viendra  dans  le  plan  (yz)^ 
et  son  équation  est 

a'  —  6*        a*  —  c* 

A  chaque  point  M  sur  (E)  correspond  un  autre  ellip- 
soïde (E')  qui  peut  être  transporté  au  point  O  de  la  même 
manière  et  passera  par  la  même  ellipse  (e),  qui  est  la 
section  centrale  commune  à  tous  les  ellipsoïdes  trans- 
portés. Leurs  foyers  sont  F|,  F2,  F3,  auxquels  corres- 
pondent les  valeurs 
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Menons  par  le  point  O  un  plan  P  parallèle  au  plan 
tangent  de  (R)  au  point  M.  Ce  plan  coupe  (E)  dans  une 
ellipse  dont  les  demi-axes  soient  OA  ^  OB;  ils  sont  pa- 
rallèles aux  tangentes  des  deux  lignes  de  courbure  qui 
se  croisent  au  point  M,  et  leurs  valeurs  sont  : 


(3)  OA  =  y/a*  —  r*,         OB  = /a»  —  {jl»  ; 
d'où  

Fo  est  le  foyer  réel  de  cette  ellipse  et,  par  suite,  un 
point  de  la  surface  de  Pain  vin  appartenant  à  la  section 
centrale  de  (E)  qui  correspond  au  plan  P. 

Mais,  d'après  l'équation  (2),  on  a  OF3  =  y/i'^  —  ul^ 
c'est-à-dire  le  foyer  imaginaire  F3  de  l'ellipse  aux  axes  jjl 
et  V  coïncide  avec  le  foyer  réel  Fo  ;  cette  ellipse  est  la 
section  principale  de  (E'),  qui  contient  l'axe  moyen  2u. 
et  le  petit  axe  2  i^.  Il  résulte  alors  de  ce  qui  précède  que 
son  foyer  imaginaire  F3,  situé  sur  le  petit  axe  iv^  appar- 
tient à  la  surface  de  Painvin. 

D'après  les  équations  (2)  et  (3),  on  a 

(4)  0.\  =  0F„         OB  =  OF,  ; 

les  foyers  F|  et  F2  sont  donc  situés  sur  la  surface  de 

l'onde  dérivée  de  rellipsoïde  — t-t-ttH — :  —  î  =  o.  Celte 

seconde  partie  de  ma  proposition  a  été  déjà  publiée  daus 
ma  Dissertation  sur  la  surface  de  Ponde  (Reutliiigeo, 
1881),  que  M.  Cornu  a  bien  voulu  ciler  dans  Vlntefvié- 
diaire  des  Mathématiciens,  T.  I,  p.  10^  je  l'ajoute  à 
cause  de  son  rapport  intime  avec  la  première  Partie. 
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[02b] 
LIS  MIIRBBS  IMAGES  ET  LES  COURBES  SYMÉTRIOUES; 

Par  m.  g.  DE  LONGGHAMPS. 


1.  Le  Volume  des  Sitzungsberichfe  der  Kônigel 
Bohmischen  pour  Tannée  1898  contient  une  Note  de 
M.  Michel  Petrovilch  intitulée  :  Sur  un  système  de 
coordonnées  semi-curvilignes,  dans  laquelle  il  préco- 
nise, pour  certaines  recherches,  le  système  suivant  (  *  )  : 

Soit  C  une  première  courbe  donnée.  Sur  C,  on  prend 
un  point  A.  comme  origine.  En  un  point  M,  mobile 
sur  C,  on  trace  la  normale  et,  sur  celte  normale,  à  par- 
tir de  M,  on  prend  un  point  B,  tel  que  MB  =  /i  ait  une 
relation  déterminée  avec  Tare  AM  =  t.  Le  lieu  de  B  est 
une  courbe  C,  que  M.  Petrovilch  appelle  V image  (^) 
rfeC. 

On  peut  porter  la  longueur  /i,  sur  la  normale,  en 
deux  sens.  On  obtient  ainsi  deux  courbes  C,  C^,  asso* 
ciées  à  C,  comme  il  vient  d'être  dit.  Ces  deux  courbes 
C,  C*  sont  dîtes  courbes  symétriques  relativement  à  C. 

Le  tracé  des  tangentes  à  ces  courbes  peut  se  faire  très 
simplement,  comme  nous  allons  Tindiquer;  nous  trou- 
verons ici  une  application  nouvelle  du  principe  dont 
nous  avons,  à  plusieurs  reprises,  montré  la  fécondité  : 
le  principe  des  transversales  réciproques. 


C)  L'idée  générale  à  laquelle  est  empruntée  Tidée  particulière 
que  nous  allons  indiquer  se  trouve  exposée,  comme  l'on  sait,  dans 
i'Oayrage  de  Tabbé  Aoust. 

C)  Si  notre  mémoire  est  fidèle,  ce  mot  a  été  pris  déjà  et  dans  tM 
autre  sens. 
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2.   Nous  démon Ircrons  d'abord  le  ihëorème  suivant  : 

Théorème.  —  Si  l'on  sait  construire  les  tangentes  à 
l'une  ries  courbes  C,  C,  on  saura  tracer  la  tangente  à 
la  courbe  symétrique. 

Soît  C  la  courbe  proposée;  sur  G,  prenons  deux  points 
înfiDÎnient  voisins  M,  N;  puis,  ayant  tracé  les  normales 

Fig.  I. 


en  ces  points,  prenons  MB  =  MB',  ND  =  ND',  les  lon- 
gueurs MB)  ND  étant  calculées  conformément  à  la  con- 
dition imposée  à  l'arc  AM  =  a-  compté,  sur  C,  à  parlir 
de  A  et  à  la  longueur  n  de  la  normale  MB. 

Les  normales  MB,  ND  se  coupent  en  un  point  a)  qui 
est,  à  la  limite,  le  centre  de  courbure  de  C,  au  point  iM. 

Prenons  o)B"=MB,  coD^=ND.  Dans  le  triangle 
o)BD,  les  droites  MN,  B"D"  sont  deux  transversales  réci- 
proques; elles  coupent  BD  en  deux  points  isoto- 
miques  R,  R'  (*). 

D'autre  pari,  dans  le  triangle  (oMN,  B'^D''  et  B'D' 
sont,  aussi,  deux  transversales  réciproques  ;  elles  coupent 
MN  en  deux  points  isotomiques  S,  S'. 


(')  La  figure  est  légèrement  inexacte. 


(  ^7'>  ) 

Si  nous  passons  à  la  limite,  il  vsl  facile  de  voir  (|ue  la 
connaissance  de  la  tangente  en  B  entraîne  celle  de  la 
tangente  en  B',  et  réciproquement. 

Supposons  connue  la  tangente  en  B  à  la  courbe  C; 
alors  on  connaît  la  position  limite  /*'  du  point  R',  point 
de  rencontre  de  la  tangente  en  B,  à  C,  avec  la  tangente 
en  M,  h  C.  Le  point  R  a  pour  position  limite  un  point  /*, 
symétrique  de  r'  par  rapport  àB.  Ainsi  B"D"  a  une  po- 
sition limite  déterminée  par  le  point  /*  et  par  B'^.  On 
connaîtra  donc  le  point  s,  position  limite  de  S,  et,  par 
suite,  celle  de  s\  position  limite  du  point  S'.  Finalement, 
on  connaîtra  la  position  limite  de  S'B';  la  tangente  en  B' 
se  trouvera  ainsi  construite. 

Réciproquement  y  la  connaissance  de  la  tangente  enB' 
à  la  courbe  C  entraîne  celle  de  la  tangente  en  6  à  la 
courbe  C.  On  connaîtra,  en  eilet,  la  limite  du  point  S'; 
par  suite,  celle  de  S.  Les  deux  droites  B'D',  B'^D"  ayant 
des  positions  limites  bien  définies,  il  restera  h  mener 
par  B  une  droite  partagée  en  deux  parties  égales  par  le 
point  et  parles  droites  en  question. 

3.  Cela  posé,  considérons  une  courbe  C  et  l'une  de 

Fig.    9. 


ses  images,  au  sens  attribué  tout  à  Tbeure  à  ce  mot,  la 
tourbe  C 


(  ^76  ) 
Sur  les  normales  infiniment  voisines  Mco,  Nco  pre- 
nons 

En  posant 

AM  =  j,         BM  =  /i,        QtoP  =  t,        QPB  =  ©, 

avec  la  condition 

le  triangle  coPQ  donne 

fa>P        _  ">Q  _         cuQ— (oP 
sin(<p  —  e)        sino  ~~  sintp  —  sin(ç  —  e) 
ou 

f{s-hds)—/(s)  ds 
/(*)  f(s-hds)  ds  e 


sin(o  —  6)  sinco  .    e 

^  '  '  sin  - 


2 

—  cos 


e 


(.-;) 


En  passant  à  la  limite,  p  désignant  le  rayon  de  cour- 
hure  en  M  à  la  courbe  C,  on  a 

fis)  _    P  ds 
sintp         cos^p 
ou,  enfin, 

(•otangç  =  p^p^. 

Cette  formule  permet  de  résoudre,  dans  tous  les  cas, 
le  problème  des  tangentes  pour  la  courbe  C.  Elle  per- 
met, en  eflet,  de  construire  Tangle  cp  que  fait,  avec  la 
normale  coM,  la  limite  de  PQ.  Or  PQ,  MN  sont  deux 
transversales  réciproques  du  triangle  (oBD;  la  tangente 
à  C,  en  B,  limite  de  BD,  s^obtiendra  donc  en  menant, 
par  B,  une  droite  partagée  en  deux  parties  égales  par  la 
tangente  en  M  à  la  courbe  C  et  par  la  droite  qui,  passant 
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par  P,  fait  avec  coM,  dans  un  sens  déterminé,  un  angle  c» 
correspondant  à  la  formule  que  nous  avons  établie. 

4.  Supposons,  pour  indiquer  une  application  simple, 
que  Ton  prenne,  à  chaque  instant,  MB  =  arc  AM. 
L'équation  de  C,  dans  le  système  proposé,  est  5  =  /i,  et 
Ton  a 

cutangtp  =  —  • 

Elevons  (ol  perpendiculaire  a  coM  et  prenons 
h)I  =  MB,  (o  étant  le  centre  de  courbure,  en  M,  à  la 
courbe  C.  Alors  Tangle  coMI  est  égal  à  o  (*).  Il  reste, 

Fig.  3. 


pour  avoir  la  tangente,  en  B,  à  l'image  de  C,  à  mener 
par  B  une  droite  partagée  en  deux  parties  égales  par  IM 
et  par  la  tangente  en  M  à  C.  On  construit  le  parallélo- 
gramme B  a  M  y,  comme  Tindique  la  figure;  la  tangente 
en  B,  à  Timage  de  C,  est  la  droite  A,  menée  par  B, 
parallèle  à  ay. 

Dans  le  cas  particulier  où  la  courbe  C  que  l'on  trans- 
forme est  une  circonférence,  Timage  G',  en  supposant 
S  =  n,  a  pour  équation  polaire 

p  =  R  -h  Rw. 


C)  Les  points  K,  ?  sont  confondus  avec  M:  la  figure  est  inexacte. 


(  'i:»  ) 

C'est  une  conchoïde  par  rapport  à  la  spirale  d'Arclii- 
raède,  etc. 

Mais  nous  n'insisterons  pas  sur  les  exemples  divers 
que  Von  peut  rattacher  au  cas  général  que  nous  avous 
examiné  ici;  noire  intention  était  simplement  d'appeler 
Patteiition  sur  un  système  de  coordonnées  qui  parais, 
par  la  lecture  du  Mémoiie  de  M.  Pelrovitch,  Mémoire 
auquel  nous  renvoyons  le  lecteur  pour  plus  de  détails, 
appelé  à  quelques  applications  intéressantes. 


AGRÉGATION  DES  SCIENCES  MATIIÉMATIOUES. 
CONCOURS  DE  1899. 


Mathématiques  élémentaires. 

1**  On  considère  les  coniques  ayant  une  directrice  fl\e  D  et 
passant  par  deux  points  fixes  A  et  B.  Deux,  de  ces  coniques 
passent  par  un  point  donné  M  et  se  coupent  en  un  nouveau 
point  M'  qui  est  dit  associé  au  point  M. 

On  demande  d'étudier  cette  association  et  plus  particulière- 
ment : 

a.  De  déterminer  les  points  M  tels  que  les  points  M'  associés 
soient  indéterminés; 

h.  De  trouver  le  lieu  des  points  M  tels  que  chacun  d'eux  soil 
confondu  avec  son  associé. 

'2"*  Montrer  que  si  le  point  M  décrit  une  droite  quelconque  A, 
le  point  associé  M'  décrit  en  général  une  hyperbole  F  dont  on 
cherchera  les  asymptotes.  Indiquer  les  régions  de  la  droite  A 
qui  correspondent  aux  deux  branches  de  Thyperbole. 

3°  On  suppose  que  la  droite  Â  est  placée  de  telle  sorte  que 
la  conique  T  devienne  une  parabole  et  Ton  propose  de  trouver 
le  lieu  du  foyer  de  cette  parabole  lorsque  A  se  déplace  en  sa- 
tisfaisant à  celte  condition. 

4"  On  suppose  que  la  droite  A  se  déplace  de  telle  sorte  que 
les  hyperboles  V  correspondanles  aient   une   asymptote  com- 
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niuoe.  On   demande,  dans  ces   conditions,    de   déterminer   la 
courbe  enveloppe  des  axes  de  symétrie  de  la  conique  F. 

Mathématiques  spéciales. 

On  considère  tous  les  paraboloïdes  ayant  les  mêmes  focales 
qu'un  paraboloïde  P  dont  Féquation,  en  coordonnées  rectangu- 
laires, est 

t. .  —  2J?  =  O. 

P  P 

Od  mène  à  ces  paraboloïdes  des  normales  parallèles  à  un 
plan  Q  ayant  pour  équation 

ux  -h  vy  -h  wz  =  o. 

• 

i**  Démontrer  que  la  surface  S,  lieu  des  pieds  de  ces  nor- 
males, peut  être  considérée  comme  engendrée  par  une  parabole 
variable  dont  le  plan  enveloppe  un  cylindre  parabolique  C. 

2*  Démontrer  que  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  M 
de  la  surface  S  peuvent  être  exprimées  rationnellement  en 
fonction  de  deux  paramétres  p,  pi  qui  fixent  la  position  des 
plans  tangents  menés  par  le  point  M  au  cylindre  C. 

Montrer,  à  l'aide  des  expressions  ainsi  trouvées,  que  le 
cylindre  G  touche  la  surface  S  en  tous  les  points  d'une 
cubique. 

Montrer,  à  Taide  des  mêmes  expressions,  que  S  est  une  sur-* 
face  réglée  du  troisième  ordre,  dont  les  génératrices  rectilignes 
sont  parallèles  à  celles  d'un  cône  de  révolution. 

3"  La  surface  S  admet  une  droite  double  A  dont  on  demande 
les  équations. 

4''  Démontrer  que  les  génératrices  rectilignes  de  la  surface  S 
rencontrent,  en  dehors  de  la  droite  double  Â,  une  autre 
droite  Ai  avec  laquelle  elles  font  un  angle  constant.  Trouver 
les  équations  de  cette  droite  Ai. 

Remarque.   —   Parmi   les   résultats  énoncés,  quelques-uns 
peuvent  être  établis  facilement  par  la  Géométrie;  on  saura  gré 
aux  candidats  qui  ajouteront  ce  mode  de  démonstration. 
Composition  sur  V Analyse  et  ses  applications  géométriques. 

On  donne  les  deux  équations 

(\)         )    (-r  —  «)(/''3?-hy/  — 23)  — (3  — C)(/?  — X)=0, 

(  iy —  b)i px-Jrfjy —  'iz)  —  {z  -c){q  —y)  —  o^ 


(  38o  ) 

où  z  désigne  une  fonction  de  x  eiy,  p  et  q  les  dérivées  par- 
tielles de  z  par  rapport  à  x  tly. 

i'*  Les  quantités  a,  b^  c  étant  supposées  constantes,  trouver 
les  intégrales  communes  aux  deux  équations  (i). 

2°  On  suppose  que  les  quantités  a,  by  c  soient  des  fonctions 
données  d'un  même  paramètre  "k,  c'est-à-dire  que  le  point  M 
dont  les  coordonnées  sont  a,  bj  c  décrive  une  courbe  C  :  daos 
ces  conditions,  en  éliminant  X  entre  les  deux  équations  (i),  on 
obtient  une  équation  aux  dérivées  partielles 

(2)  F(x,y,z,p,q)  =  o. 

Comment  peut-on  intégrer  cette  équation? 

3"  Démontrer  que  les  courbes  caractéristiques  de  l'équa- 
tion (2)  sont  des  coniques,  et  que  les  développables  caracté- 
ristiques sont  des  cônes  du  second  degré;  indiquer  les  princi- 
pales propriétés  de  ces  systèmes  de  coniques  et  de  cônes. 

4*"  Soient  A  un  point  d'une  surface  intégrale,  B  le  pôle  du 

plan  tangent  en  A  à  cette  surface  par  rapport  au  paraboloîde  P 

ayant  pour  équation 

x^-hy^ —  23  =  o; 

démontrer  que  la  droite  AB  rencontre  la  courbe  C. 

5°  Sur  la  droite  AB  on  prend  un  point  N,  tel  que  le  rapport 
anharmonique  des  points  A,  N  et  des  deux  points  de  rencontre 
de  la  droite  AB  avec  le  paraboloîde  P  soit  constant;  démon- 
trer que  le  point  N  décrit  une  surface  intégrale  de  l'équa- 
tion (2). 

6°  La  courbe  G  étant  donnée,  déterminer  les  surfaces  inté- 
grales telles  que  les  plans  des  coniques  caractéristiques  passent 
par  un  point  fixe;  déterminer  les  surfaces  intégrales  dont 
toutes  les  caractéristiques  ont  un  système  de  deux  droites. 

Mécanique  rationnelle. 

Une  sphère  homogène  pesante,  sans  élasticité,  de  rayon  pet 
de  masse  /n,  repose  immobile  sur  un  plan  horizontal  fixe  par- 
faitement poli. 

Un  point  matériel  pesant,  de  même  masse  m  que  la  sphère, 
vient  choquer  celle-ci,  sous  une  incidence  non  nulle,  avec  une 
vitesse  horizontale  connue  de  grandeur  et  de  direction,  puis 
s'incruste  dans  la  sphère,  au  point  où  il  l'a  frappée,  de  façon  à 
faire  corps  avec  elle. 
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i*"  Trou\er  l'état  des  vitesses  des  divers  points  du  système 
immédiatement  après  le  choc:  déterminer  la  région  dans  la- 
quelle le  projectile  doit  frapper  la  sprhère  : 

a.  Pour  qu'elle  quitte  le  plan  après  le  choc; 

b.  Pour  qu'elle  reste  en  contact  avec  le  plan. 

1**  Calculer,  dans  l'un  et  l'autre  cas,  la  perte  de  force  vive 
du  système. 

V  Trouver  le  mouvement  ultérieur  du  système,  dans  le  cas 
où  la  sphère  reste  en  contact  avec  le  plan. 


ÉGOLB  GE.\TRALE  IBS  ARTS  RT  MAXUrACTURES. 
CONCOURS  RE  1899  (PREMIÈRE  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  deux  a\es  rectangulaires  Ox,  O^,  une  droite 
iD)a?-4-a  =  o,  un  point  A( jr  =  —  a,^=  —  6).  Sur  AO  on 
prend  deux  points 

tels  que  OP.OF=  OA*  =  rf«. 

I**  Former  l'équation  du  lieu  (F)  du  foyer  correspondant  à  la 
droite  (D)  des  coniques  admettant  cette  droite  pour  directrice 
et  passant  en  outre  par  les  points  P  ou  P'.  Construire  ce  lieu* 

2°  Démontrer  que,  par  les  points  P  et  P',  on  peut  faire  passer 
deux  coniques  d'une  excentricité  donnée,  admettant  pour  direc- 
trice la  droite  (D);  et  déterminer  sur  AO  les  positions  des 
points  P  et  P'  par  lesquels  on  peut  faire  passer  deux  parallèles 
réelles,  dont  on  fera  la  construction  pour  une  position  particu- 
lière des  points  P  et  P'. 

3**  Pour  des  positions  successives  de  P  sur  la  droite  AO,  on 
distinguera  les  points  du  lieu  (F)  qui  sont  des  foyers  d'ellipses, 
de  ceux  qui  sont  des  foyers  d'hyperboles. 

Enfin  on  étudiera  les  modifications  des  résultats  précédents 
en  supposant  que  la  droite  AO  s'applique  sur  l'axe  des  x  et  que 
le  point  P' s'éloigne  à  l'infini,  la  longueur  AO  étant  constante. 


/ 


(  -^«'^  ) 


npure. 

Intersection  de  detix  cônes,  —  On  considère  trois  droites 
passant  par  le  point  S  et  ayant  pour  traces  sur  le  plan  hori- 
zontal les  trois  points  A,  B,  C.  La  cote  du  point  S  est  fî\ée 
à  140'°'"  au-dessus  du  plan  horizontal.  Les  trois  points  A,  B,G 


SA  = 


loo—,        AH  =  160""-,        HB  —  HC 


cote  de  S  =  i4o"",        cote  de  2  =  i4o*". 

sont  les  sommets  d'un  triangle  isocèle  dont  la  demi-base 
HB  =  HG  =  72™*"  et  dont  la  hauteur  AH  =  160"*".  La  pro- 
jection horizontale  du  point  S  est  située  sur  la  droite  HA 
à  100""  du  point  A  vers  la  droite  de  ce  point.  La  droite  AH 
est  parallèle  aux  grands  côtés  du  cadre  et  à  120™*"  du  côte 
inférieur. 

Cela  étant,  les  trois  droites  SA,  SB,  SG  sont  les  génératrices 
d'un  cône  de  révolution  qu'on  demande  de  représenter  en  pro- 
jection horizontale  par  son  contour  apparent  et  par  sa  trace 
sur  le  plan  horizontal. 

On  considérera  ensuite  un  deuxième  cône  de  révolution  de 
sommet  £  ayant  pour  axe  la  verticale  du  point  A  et  pour  base 
dans  le  plan  horizontal  le  cercle  de  rayon  AS  =  loo*""".  La  cote 
du  sommet  £  de  ce  deuxième  cône  est  la  même  que  celle  du 
sommet  S  du  premier,  soit  140'"'". 

On  déterminera  Tintersection  des  deux  cônes  et  on  repré- 
sentera la  projection  horizontale  du  premier  limité,  comme  il 
a  été  déjà  dit,  au  plan  horizontal,  en  figurant  l'entaille  pro- 
duite par  le  second. 

Cadre  do  270"""  sur  \^çi 


viniii 
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Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur  :  Intersection  de  cônes. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1768. 

(I89T,  p.  Uk.] 

U  ex  pression 

A  =  (m  —  I ) ( /w  —  a ) . . . (  m  —  k) 

(m  —  'x){ni  —  3 ) . . . ( m  —  k  —  i )  + . . . 

-l-(—  i)«-*  -  (m  — /:)...(  m  — aX: -h  i) 

-f-  ( —  i)«(m  —  k  —  i). .  .{m  —  '2 A). 

est  indépendante  de  m  pour  k  =  n^  ouk  <C.  n^ 
Dans  le  premier  cas  A  =  /i  !,  dans  le  second  k  =  o. 

(Gentt.) 

solution 

Par  M.  AuDiBERT. 
Posons 

k  =  n        et        (m  —  i  )(/?i  —  a). .  .(/le  — /i)  =/(/ii), 
l'expression  proposée  peut  s'écrire 

A=/(//i)-^/(/n-0-4-... 

r  • 
-r-(-ï)'»/(/n-/i). 

Développant  les /{m — pi)  par  la   forouile  de  Taylor,  on  a 
A  =/( m  )  1^1  -  -  H-     \^       _..._+-(_  ,)«-!  -  -f-  (-  I)" J 

|JL=ll 

V»/        V    P^Hni)\      n  n(n  —  \)    .. 

^à  {JL  !  [^  1  1.2 
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Tous  les  coefficients  âe/(m)  et  de  ses  dérivées  successive» 
sont  nuls,  à  l'exceplion  du  dernier  que  Ton  obtient  en  faisant 
p.  =  71,  et  qui  ae  réduit  à  n  !. 

On  remarquera,  en  effet,  que  le  coefficient  de  /(m)  est  égal 
à  la  valeur  que  prend  le  développement  de  (i  —  a?)*  pour  a?  =  i. 

Celui  de  — "^ — ^est  égal  à  la  dérivée  de  (i  —  ar)»,  pour  x=  i; 

celui  de  ■ ^ — -  s'obtient  en  multipliant  par  x  la   dérivée  de 

(i  —  n)^  prenant  la  dérivée  du  produit  et  faisant  dans  le  résul- 

tat  j:  =  I.  En  général,  le  coefficient  de  ^^ ^ est  égal 

jx. 

à  la  valeur  que  prend,  pour  x  =  i,  le  polynôme 

—  n{i—  ar)'»-»-i-  Ba:(i  —  j?)«-*  — Ga?«(i  — a?)»-» -h. .. 
-4-  (—  i)\*-n{n  —  I). .  .(/*—  fi  -h  i)xfi-»(i  —  ar)»-î^, 

valeur  qui  sera  nulle  pour   fJi</i,  mais  qui  devient  ( — i)*/i! 

pour  (1  =  /i.  Alors  le  dernier  terme  du  développement,  le  seul 

qui  subsiste, 

(-i)"/«^(/n) 


(— O^n!  =  ni, 

n  : 

car 


n\ 


f^'Km)  _^ 


n\ 


Question  1769. 

(1897,  p.  391.) 

Par  le  foyer  (Vune  conique  donnée  on  mène  des  cordes: 
les  circonférences  de  cercles,  qui  ont  ces  cordes  pour  dia- 
mètres, sont  tangentes  à  deux  cercles.        (Mannheïm.) 

SOLUTION 
Par  M.  AuDiBERT. 

Prenant  pour  pôle  le  foyer,  pour  axe  polaire  la  perpendi- 
culaire menée  du  foyer  à  la  directrice  correspondante,  l'équa- 
tion de  la  conique  donnée  sera 

I  •+■  ecos8 
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Le  rayon  vecteur  pi  qui  complète  la  corde  p  +  pi  est  donné 
par  la  relation 

Pi  =  û' 

et  le  lieu  des  centres  des  cercles  de  diamètre  p  +  pi  aura  pour 
fquation 

Pi  —  P  pecos6 

/•  =    LJ L    z=   — i f 

1  I  —  «•cos'S 

qui,  en  coordonnées  ordinaires,  s'écrira 

ar*(i  —  «•)  -+-^'  — pex  =  o. 

Cette  relation  représente  une  ellipse  pour  e<  i,  une  para- 
bole pour  e  =  I,  et  une  hyperbole  pour  «  >  i.  Or  le  lieu  des 
centres  des  cercles  variables  tangents  à  deux  circonférences 
données  est  une  ellipse,  si  les  circonférences  sont  intérieures 
l'une  à  l'autre^  une  parabole,  si  le  rayon  de  l'une  d'elles  est 
ioBoi,  une  hyperbole,  si  elles  sont  extérieures  l'une  à  l'autre. 

Autres  solutions  de  MM.  Auton  Axkxandbr,  E.-N.  Barisien, 
('.  Cardoso-Laynks,  Dulimbsrt,  E.  Malo. 

Question  1771. 

(1M7,  p.  34M.) 

Soient  ABC  un  triangle  équilaiéral,{S)  le  cercle  inscrit 
dans  ce  triangle  y  abc  un  triangle  équilatéral  inscrit  dans 
le  cercle  (  S  )  : 

i"  Les  droites  A  a,  B  c,  Cb  se  coupent  en  un  même  point  cl  ; 

2"  Quand  le  triangle  abc  se  meut  dans  le  cercle  (  S  ),  le 
point  a  décrit  une  hypocycloïde  à  trois  rebroussements  ; 

3*  Construire  la  tangente  au  point  a  en  partant  de  ce 
mode  de  génération  de  la  courbe.  (Genty.) 

SOLUTION 
Par  M.  R.-N.  Barisien. 

Soient  0  le  centre  du   cercle   circonscrit  au  triangle  ABC, 

H  le  rayon  de  ce  cercle,  o  l'angle  aOA. 
Prenons  de«   axes  de   coordonnées  rectangulaires,   l'origine 
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K 
en  O,  OA  étant  l'axe  des  x.  Le  rayon  du   cercle  (S)  étant  -? 

on  a  immédiatement  pour  les  coordonnées  des  six  points  A. 
B,  C,  a,  ô,  c. 

A.    a?  =  R, 

R       ^              ^ 
n.     X  = > 

^4 


C.     a:  = 


R 


u 


R 


a,     ic  =  —  cos®, 

2  ^ 


r  = 

o, 

JK  = 

R/3 

> 
•2 

r  = 

R\/3 
1 

r  = 

R    . 

-sincp, 

R    . 


b.     a?  = cos(6o* — <p),        ^=       —  sin(6o"  —  oj, 


c.      a:  = co9(6o*-f-^), 


^  = sin  (  6o*  4-  o). 


I*  T/équation  de  la  droite  A  a  est 

X  y         I 

R  o  I     =  o, 

R  cos©     Rsino     9.  | 

ou,  en  développant  le  déterminant, 

(i)  a7sinç-»-^(a  —  cosîp)  —  Rsinçp=o, 

L'équation  de  la  droite  Bc  s'écrit 


1 


=  o 


ou 


(3) 


X  y 

-R  Rv/3 

Rcos(6o**-h<p)     R  sin(6o°-4- cp)     —a 

aa;[/3  H- sin(6o**-Hcp)]  —  aj'[cos(6o"-H  ç)  —  i] 
H-  R  [sin  (60*»  H-  ç)  -»-  /s  cos(6o"-h  <p)]. 
L'équation  de  la  droite  C6  est  de  même 

2  ^  [  /3  H-  si  n  (  ôo*»  —  (p  )]  -H  27  [cos  (  60*  —  ç  )  —  1  ] 
-h  R  [sin (60°  —o) -h  /3  cosCôo"  —  <p)]. 
En   retranchant    les  équations  (2)  et  (3),  on   retombe  sur 
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réquation  (i).  Donc  les  droites  (i),  (2)  et  (3)  concourcnl  en 
un  point  x 

2"*  Pour  trouver  les  coordonnées  de  ce  point  a,  ajoutons  (a) 
et  (3),  il  vient 

(4)  a:('2-H  coso) -H^  sino -h  Rcoso  =  o. 

En  résolvant  (i)  et  (4),  on  trouve  pour  les  cordonnées  de  a, 

(5)  j?=  — (cosîi^  —  acosîp),         ^  =  —  (sin2o-*-2  sin^p). 

Or,  si  l'on  pose  <j/  —  180° — o,  on  a 

R  R 

(6)  J?  =  —  (icos^/ -H  cos9.i|;),         j/"  =  —  (2sin<j/  —  sin2<{/). 

Sous  cette  forme  on  reconnaît  les  équations  relatives  à  une 
hypocycloïde  triangulaire  dont  les  trois  points  de  rebrousse- 
ment  sont  A,  B  et  C. 

L'angle  ^  étant  Tangle  aOA,  il  en  résulte  que  les  droites  G  a 
et  Oa  sont  également  inclinées  sur  OA. 

3*  Construisons  le  cercle  de  rayon  -  qui  passe  par  a  et  est 

langent  au  cercle  ABC.  Si  de  O  comme  centre  avec  le  rayon 

—  on  décrit  un  cercle,  si  de  a  comme  centre  avec  le  rayon 

D 

-  on  décrit  un  autre  cercle,  ces  deux  cercles  se  rencon- 
trent en  deux  points  I  et  T.  On  voit,  sans  ambiguïté,  que 
celui  de  ces  deux   points  qui   est  situé  entre  a  et  A  est  le 

centre  I  du  cercle  Z  passant  par  a,  ayant  -^  pour  rayon,  tan- 
gent au  cercle  ABC.  Ce  cercle  2  dans  son  roulement  intérieur 
sur  le  cercle  ABC,  en  partant  du  point  A,  décrit  le  point  a, 
après  avoir  tourné  de  l'angle  3<{/.  La  droite  01  rencontre  le 
cercle  ABC  au  point  P  (on  prend  celui  des  deux  points  d'in- 
tersection tel  que  I  soit  situé  entre  O  et  P).  La  normale  à 
l'hypocycloïde  au  point  a  est  donc  la  droite  aP  qui  unit  le 
point  a  au  point  de  contact  P  des  cercles  S  et  ABC. 

Remarque.  —  11  est  évident  que  les  droites  B6,  Ac  et  Ca 
se  coupent  en  un  point  a,  et  que  les  droites  Ce,  kb  et  Ba  se 
coupent  en  un  point  y-  Ces  deux  points  p  et  y  ^^ont  situés  sur 
l'hypocycloïde  (6). 


(  388  ) 

On  verrait  aussi  que  les  droites  Kt.,  \i^  et  C-^  forment   un 
triangle  équilatéral . 

Autre  solution  de  M.  Dulimbbrt. 


QUESTIONS. 


1826.  Démontrer  le  développement  suivant  d'une  fonction 
entière  de  z  suivant  les  puissances  croissantes  du  trinôme 
**  —  bc  —  c  : 

où  A  et  B  sont  fonctions  de  b  et  de  c,         (P.  Burgatti.) 

1827.  Six  points  quelconques  étant  donnés  sur  un  plan,  le 
lieu  géométrique  des  points  tels  qu*en  les  joignant  aux  six 
points  donnés,  on  obtienne  un  faisceau  en  involution  se  com- 
pose de  quinze  courbes  du  troisième  ordre,  qui  passent 
toutes  par  les  six  points  donnés.  (E.  Dbwclf.) 

1828.  Douze  points  quelconques  étant  donnés  dans  un  plan, 
il  existe  4  ii84o  points,  tels  qu'en  les  joignant  aux  douze  points 
donnés,  on  obtienne  deux  faisceaux  en  involution. 

(E.  Dbwulf.) 

1829.  On  donne  une  conique  (S)  et  un  triangle  ABC  conju- 
gué par  rapport  à  cette  conique. 

Soient  m  un  point  de  la  courbe  et(e)  une  conique  tangente 
à  (S)  au  point  m  et  circonscrite  au  triangle  ABC;  on  demande 
le  lieu  du  point  d'intersection  de  la  tangente  commune  au 
point  m,  avec  la  seconde  corde  commune  aux  courbes  (S) 
et  (e). 

Résoudre  la  même  question  en  supposant  que  la  conique  (S> 
est  inscrite  dans  le  triangle  ABC.  (E.  Gentt.) 


[M'5c] 

COXTRIBHTIOX  A^1ïi.IHiiMtEJffirGlIBI01IES  GUSPIDALES; 

Par  m.  Cii.  ZVHRADMK, 
Professeur  de  Mathématiques  à  l'Université  de  Zagreb. 


1.  Prenant  lo  point  de  rebroussement  pour  origine 
des  coordonnées,  la  tangente  en  ce  point  pour  axe  desX, 
el  la  droite  qui  joint  ce  point  au  point  dMnflexîon  pour 
axe  des  Y,  on  aura  comme  équation  de  la  courbe  C' 

Cette  courbe  est  unicursale;  les  coordonnées  de  ses 
points  sont  fonriions  rationnelles  du  paratnèire 


On  a,  comme  on  sait, 


(1) 


X 

y 

H'iîl  {^11  X  ) 

ait, 

du 

-h  hu  -+-  r  ' 

< 

/>-  = 

d 

-  .   • 

-:-  bu  -4-  C 

Par  la   substitution  de  ces   valeurs   dans   l'équatitMi 
d'une  droite,  on  trouve 

comme  condition  pour  que  trois  points  de  la  courbe  Ci| 
soient  en  ligne  droite.  Si  deux  de  ces  points  coïncident, 
on  a   Ma  =  «3  r=:  «  et  la  droite  en  question  devient  la 
tangente  à  la  courbe  C'  au  point  u. 
La  relation  (a)  se  réduit  à 

(3  )  2  W  H-  M|  —  o. 

Ann.  de  Mathémat.,  3-  série,  t.  XVIII.  (Septembre  1899.)  '^.5 


(  390) 
Le   point  u  est  le  poiiil  de  eontacl  de  la   langeiUc, 
celle  laijgente  rencontre  la  courbe  C'  en  ii(.  Le  point  «i 
s'appelle  le  tangentiel  du  point  u  (*). 

DROITES    SATELLITES. 

2.  Soient 

{  X  -h  r,^  -h  1  =  o 

Téqualion  d^une  droite  P  et  iii,  ii^,  ti^  les  points  d'in- 
tersection de  cette  droite  avec  la  courhe  C,.  Traçons  les 
tangentes  à  la  courbe  en  ces  points.  Ces  tangentes  ren- 
contrent respectivement  la  courbe  C^  en  trois  points  u\f 
u'^,  1^3, qui  seront  situés  sur  une  même  droite.  D'après (3), 
on  aura 

2  Ml  H-  U\  =  O,  a  «1  H-  m'j  =  O,  -2  Ui  H-  w'j  =  o. 

En  additionnant  ces  trois  n-lations,  on  obtient 

î  (  Z/|  -f-  Mj  -h  «3  )  H-  lt\  H-  U'^  -h  W  j  =  O, 

et  eu  égard  à  (a),  on  trouve  enfin  «,  H- a, -f- «i  =  o, 
qui  est  la  condition  nécessaire  et  suflisante  pour  que  les 
points  u\ ,  ii'^,  ^3,  tangentiels  des  points  ff|,  U2, 113,  soient 
sur  la  ligne  droite.  La  droite  sur  laquelle  se  trouvent 
les  tangentiels  11^  des  trois  points  u^  porte  le  nom  de 
droite  satellite  de  la  droite  P.  Désignons-la  par  R(.  De 
la  môme  manière,  l'on  peut  trouver  R^,  c'est-à-dire  la 
droite  satellite  de  la  droite  R(  ou  la  seconde  satellite  de 
la  droite  P.  Les  intersections  u"^  de  la  droite  R2  avec  la 
courbe  C,  satisfont  à  la  condition 

2 u'/, -h  M/i  ~  o,         h  —  i,  i,  3. 

On  aura  donc 

W/,  =  —  2MÂ=2»a/,. 


(')  Salmon-Giikmix,  Courbes  planes,  p.  188, 


(  ;*9«  ) 
On  obtieiidraîl  de  même  les  droites  satellites  consé- 
cutives de  la  droite  P  jusqu'à  la  satellite /2***™*R;,.  Entre 
les  paramètres  i/J^"'  de  ses  intersections  avec  la  courbe  CJ 
et  des  intersections  mJC"*^  de  la  [droite  R„_i  existe  la 
relation 

5,.m';'-    '_+.,4«^0.  h  r-.  1,2,   {, 

d'où 

U/t      —  —  9.  M,, 

Substituant  à  n  les  valeurs  i,  t>.,  3,  .  .  . , /i,  on  trouve 
enfin 

comme  relation  entre  les  paramètres  des  intersections 
de  la  droite  P  avec  C'  et  les  paramètres  correspondants 
de  sa  «'*"*  satellite  Ra- 

La  courbe  C,  étant  construite  et  la  position  de  la 
droite  P  étant  (ixée,  on  peut  facilement  construire  la 
satellite  R/|.  La  construction  s*appuie  sur  la  signification 
géométrique  du  paramètre  u.  Pour  lini  n  =  oc,  on  a 

Le  résultat  obtenu  nous  enseigne  que  la  satellite  R»  de 
plus  en  plus  s'approche  de  la  tangente  au  point  de  re* 
broussement  de  la  courbe  CJ  ;  ils  coïncident  pour  n  =  cc. 
Cherchons  maintenant  à  déteruiiner  la  droite  S|  dont 
la  satellite  est  la  droite  P.  Soit  i^A  I^  point  de  contact  de 
la  tangente  menée  du  point  u/^  à  la  courbe  Cî^  on  aura 

M/I-+-  ^v'f,  =  o,        A  =  1 ,  9.,  3. 
et,  en  vertu  de  la  relation  (•>.), 

3 

21  *'^'  =  '*• 
/l  =  l 

Cela  veut  dire  que  les  points  de  contact  des  tangentes. 


(392  ) 
menées  des  points  d'inlerseclion  de  la  droite  P  avec  la 
courbe  CJ  sur  la  même  courbe,  sont  sur  une  ligne 
droite  S«.  La  droite  S|  peut  s'appeler  satellite  négative 
de  la  droite  P.  La  satellite  négative  de  la  droite  $«  est  83, 
et  pour  elle  on  trouve  tout  de  suite 

d'où 

t'A     =    —      -    ^/i     =     -,    ^h,  /l     =     I,     1y    3. 

En  procédant  de  la  même  manière,  nous  parviendrons 
jusqu'à  la  /i"*'"®  satellite  négative  S,,  et  aux  relations 

^/r'=(-,})^7*.     A  =  1,2, 3. 

Pour  lim«  =  00,  on  a  liin  ç^^  =  o;  la  droite  S,,  s'ap- 
proche de  la  tangente  stationnaire.  Ils  coïncident  pour 
lim  ;z  =  oc  ;  nous  allons  le  démontrer. 

3.  En  vertu  de  (2),  l'équation  de  la  droite  passant 
par  deux  points  u,  et  u^  peut  être  écrite 

{c  -^  auiU2Ui)y  -^[b  -^  a{ul  —  UiU^)]x  —  rf  =  o. 


Comme  on  a  M|  Uj  :^  u^  "3  ^^  "s  Wi  ^^  P,  on  aura,  après 
les  permutations  cycliques  des  indices  et  après  avoir 
additionné  les  équations  résultantes  et  supprimé  le  fac- 
teur 3 , 

(G)  p  ^[t,  —  a(ii)f]x  -\-[ 0-^0(11)3] y  —  (1  =  0, 

(w)a  signifie  la  somme  des  combinaisons  k  h  k  des  para- 
mètres Z/|,  U2)  <^3* 

Pour  la  droite  S,,,  nous  aurons 


(t>U)),= 


in)  ., 


(r'"') 


I  \3« 


(  ^^  ) 

par  coiisétjiK^nt 

S/,=  U>  —  f -j     «(a)jLr-+-    c-t-f )     a{u)i\}r  —  d  =^0. 

Au  cas  de  liin  n  =  oc,  celte  expression  devient 
(;)  lim  Sn:~  6j?-h  rK  —  d  =  o 


n=zat 


Cest  précisément  réquation  de  la  tangente  slationnaire 
delà  courbe  CJ. 

Posons  P  s^  Rft,  S«  ^-  K_«,  on  aura  le  théorème  sui- 
vant : 

Dans  la  suite  illimitée  des  droites  Ra,  h  partant  de 
—  X,  jusquà  -H  00,  chaque  droite  est  la  satellite  de  la 
droite  qui  la  succède, 

CORRESPONDANCE  HOMOGRlPHigTIE  ENTRE  P   ET  R  < 

PAR   RAPPORT  A  CJ. 

4.  Dans  ce  qui  précède,  nous  avons  reconnu  la  cor- 
respondance univoque  et  réciproque  des  droites  P  et  R(. 
A  chaque  droite  P  correspond  une  droite  R|  et  récipro- 
(|uement  à  chaque  droite  R|  correspond  une  droite  P, 
passant  par  les  points  de  contact  des  tangentes  menées 
des  points  d'intersection  de  la  droite  P  avec  la  courbe  C3 
à  cette  même  courbe. 

Soient  $,  r\  les  coordonnées  de  la  droite  P,  ^1,  tii  les 
coordonnées  de  R|,  on  trouve  au  moyen  de  l'équa- 
lion  (6)  pour  la  droite  P 

n{u)^=  b  ^  d;, 
n  (  u  )  3  — -  —  r  —  r/ï,  y 

et  par  analogie  pour  la  droite  R| 


(  3.9^  ) 
Tenant  coitiplc  de  la  relaliou  (3),  ou  peut  écrire 

(!«'),  =  4(m)„ 


alors 


(«) 


i   t  -  'f  _u  ^^ 


Les  équations  (8)  déterminent  la  correspondance  ho- 
inographique  entre  les  systèmes  des  droites  P  et  R|  dans 
le  plan  de  la  courbe  C'. 

5.  Les  di*oîtes  doubles  de  la  transformation  lioniogra- 
j)hîr]ue,  c'est-à-dire  les  droites  coïncidant  avec  leurs 
satellites,  satisfont  aux  conditions 


5  =  Si. 


T^<  =  ni- 


Des  équations  (8),  on  tire  immédiatement 


Ç  =—  :j' 


r,  = ;  > 


c'est-à-dire  que  la  tangente  stationuaire  de  la  courbe  C, 
esl  la  droite  double  de  cette  transformation  homogra- 
pliique. 

Si  Ton  emploie  les  coordonnées  bomogènes  de  Hesse, 
on  peut  écrire  les  équations  (8)  sous  la  forme 


{H  bis) 


Pïi 


—  8rfr,  —  9cJ, 


=  dl 


Au  cas  de  P  .  :  ll| ,  on  a 


Mp)  -.= 


W—  p 


o 


36      î 


o 


«  d  —  p 


—  o. 


(  395  ) 
Les  racines  de  ces  équations  sont 

Dans  le  cas  pi=z  dj  ou  obtient  le  résultat  connu  que 
la  droite  double  de  cette  homographie  est  la  tangente 
au  point  d'inflexion  de  la  courbe C,.  A  la  racine  p2=  4d 
correspond  l'axe  des  Y  comme  seconde  droite  double, 
et  pour  pj  =  —  8rf,  on  obtient  Taxe  des  X,  c'est-à  dire 
la  tangente  au  point  de  rebrousse  ment  de  la  courbe  C' 
comme  troisième  droite  double  de  la  correspondance 
liomographique.  Le  triangle  des  droites  doubles  est  donc 
constitué  de  la  tangente  au  point  de  rebrousse  ment,  de 
la  tangente  au  {loint  d'inflexion  et^  de  la  droite  passant 
par  les  points  de  rebroussement  et  par  le  point  d'in- 
flexion de  la  courbe  C'. 

6.  A  l'aide  de  l'équation  (8)  on  obtient  directement 
l'équation  de  la  droite  R*  qui  correspond  à  la  droite  à 
TinGni  dans  le  système  SP.  Les  coordonnées  tangen- 

tielles  de  la  droite  R*    sont  -,-*  —  ^;  son  équation  est 
par  conséquent 

(9)  ï{\==3bx  —  c^cy-^d  =  o. 

A  la  droite  à  l'iniini  du  système  SR|  correspond  la 

droite  P*,  dont  les  coordonnées  tangentielles  sont  —  7-^» 

—  «^'  ***    ^"  *  comme  auparavant 

(in)  V*  ~  6bx—  f^rr  —  8<Y  =  o. 

7.  Si  la  droite  P(ï,  t,)  passe  par  le  point  /^(x,  j)  ),  la 
droite  R|($i,  T^^)  passera  par  le  point  /«(Si,  t,,). 

Substituons  dans  l'équation 


(  39«  ) 

à  ;  fl  7^  les  valeurs  tirées  des  équations  (8),  nous  aurons 
•2  dr  ^  dy 


^bx  -^  f}cy  —  ^d^        ^bx  -\-  ç^cy  —  8rf 


Yj,-f-|  =  o. 


Cela  veut  dire  que  la  droite  R|  (ii,  y^^)  passe  par  le  |»oinl 
/'i  dont  les  coordonnées  sont 

\       =  ^ 

Au  point  p  (le  la  droite  P  correspond  un  seul  point r, 
situé  sur  la  droite  R|.  Nous  en  concluons  que  si  la 
droite  P  tourne  autour  de  8«»n  point  />,  la  droite  con- 
juguée R|  tournera  autour  de  son  point  /*|.  Les  points/; 
et /*!  sont  conjugués.  Si  le  point /?  décrit  la  droite  P, 
le  point  conjugué  r^  décrira  la  droite  conjuguée  R|. 

Cela  nous  conduit  à  la  correspondance  lioiuograpliique 
des  points  p  et  des  points  conjugués  r,  dans  le  plan  de 
la  courbe  CiJ.  Cette  correspondance  est  déterminée  par 
les  é(]uati()ns 

(    )x.z^'Sbx^—i^cyx-\-dz^. 

qui  dérivent  d(^s  relations  {^his)  par  la  substitution 
transposée  des  équations  (i  i),  écrites  dans  les  coor- 
données homogènes  et  résolues  par  rapport  à  x,  j',  z. 
Les  points  doubles  de  celle  transformation  sont  les 
interseclions  des  droites  doubles  de  la  transformation 
homograpliiquc'  (8).  Pour  les  points  doubles  ou  unis, 
on  a  a<  =  .r,  j  ,  :=j  ;   à  l'aide  de  (i  i),  on  obtient  pour 

les  coordonnées  des  points  doubles  (o,  o),(o,- j>  (â*^)' 
On  aurait   pu  aussi    partir  de    l'équation    (la)    et, 


(  -^y:  ) 

pour p-~.r,,  on  trouverait 

4</  --    fA                    o                           O 

Hi^)- 

O           —  Hd  —  (Ji         o 

ib                   9  r         d  —  jx  i 

—  o. 


8.  Dans  la  trausfornialîoii  établie  pour  (1^2),  au  fais- 
ceau (p)  des  rayons  P  correspond  le  faisceau  hoinogra- 
phique  (/'i)  des  rayons  R«.  Ces  deux  faisceaux  déter- 
ininenl  la  conique ,  passant  par  les  sommets  p  et  ri  et 
par  les  points  doubles  de  cette  transformation.  Poui*  les 
coordonnées  de  rinterseclion  des  rayons  conjugués 
P(;,  Tj)  et  R|  (il,  r\i)  on  trouve,  à  l'aide  de  (8), 

:}(r/r, -^r) 

La  droite  (ç,  Tj)  appartient  au  faisceau  (/^)  ;  en  vertu 
de  cela,   elle  passe  par  le  point/; (a,  jî),  et  Ton  a  par 

conséquent 

a;  -4-  pT,  -I-  I  —  o. 

Il  est  évident  que  Ton  peut,  dans  Téqualion  (i3), 
exprimer  $  par '/j  ou  réciproquement.  De  celle  manière, 
on  obtient  les  coordonnées  des  points  de  la  conique  en 
question    comme  des  fonctions   rationnelles  du    para- 

r  T\  C  rpC  —  d        ^    » 

mètre   ç  ou  r,.   Pour  r,  =  —  ->^  on  a  c  =  - — ,—  9  et  Ja 

'  'a  ad 

conique  passe  par  le  point  double  f  o,  -  j;  pour  $  =  -, 

r,  =  — û^~  '  *'l'c  passe  par  le  point  double  (j-j  o  j,  et 

euiin,  pour  Ç  ^:=  x  cl  r,  =  ac,   elle   passe  par  le  point 
double  (o,  o). 

De  cette  manière,  au  point  p  Ton  pourrait  faire  cor- 
respondre la  conique  C{p).  A  Taide  du  paramètre  5  on 


(  398  ) 
a,  pour  les  coordoances  des  points  du  celle  coniriiic 

Pour  les  ponils  p  qui  sont  en  dehors  de  la  parabole 

la  roiiî(|iie  corrospondante  C(/;)est  une  hyperbole;  aux 
points  situés  sur  celte  parabole  ou  dans  son  intérieur 
correspond  une  parabole  ou  ellipse  respectivement.  L'on 
peut  donc,  au  point  /;,  faire  correspondre  le  ()oint  /'«  ou 
la  conique  passant  par  les  points  p  et  /*  et  par  les  |)oinls 
doubles  du  système. 

9.  jNous  savons  déjà  qu'à  chaque  point/7  de  la  droite  P 
correspond  un,  et  un  seul,  point  r^  sur  la  droite  R|.  Si 
le  point  p  se  meut  de  manière  qu'il  reste  toujours  sur  la 
droite  P,  le  point  conjugué  /*i  décrira  la  droite  R|.  Les 
points  conjugués  des  droites  P  et  R|  forment  deux  sys- 
tèmes honiographiques  des  points^  la  droite  mobile,  qui 
joint  deux  points  homologues  quelconques  de  ces  deux 
systèmes,  décrit  une  courbe  de  la  deuxième  classe,  tan- 
gente aux  deux  droites  tixes  P  et  R|  et  aux  droites 
doubles  du  système. 

Les  coordonnées  ç,  7,  de  la  droite  T  qui  joint  les  points 
correspondants />  et  /*,  sont 

\    '^  dr ' 

•?.OT  -^   iCr  —  9.(1 


T,    = 


Le  poini  p  étant  sur  la  droite  fixe  P(//i,  «),  on  a 

m  r  -f-  /i  >•  -r  I  r=  o. 


(399) 
En  vertu  de  celle  relation  l'on  peut,  dans  le  système  (i4)» 
exprimer  JT  par j^  ou  réeiproquemenl.  Cela  nous  fournit 
la  représentation  parainétrir|ue  de  cerie  conique.  On 
s'assure  directemenl,  k  Faîde  des  é(| nations  (t4)y  que 
ladite  couic|ue  louche  les  droites  doubles  du  système.  Si 
le  point  p  est  sur  la   tangente  d'inflexion    (7),   on    a 

i= »  T,  =  —  Tf'^^  tangente slalionnaire  de  la  courbe 

C3  est  une  tangente  de  la  conique,  etc. 
On  pourrail  encore  énoncer  le  théorème  suivant  : 

^  la  droite  P  correspond  la  canif/ ne  T(P),  enveloppe 
de  la  droite  mobile  qui  joint  les  points  homologues  sur 
les  droites  P  et  R  i . 

nnOITKS    SATELLITES    NORMALES. 

10.  La  condition  pour  que  les  droites  P  et  R|  soient 
perpendiculaires  est  ÇÇ, -f- TiT^i  =  o,  et  l'on  a  en  vertu 

(le  (8) 

Les  droites  P  et  R|  seront  perpendiculaires  si  la 
droite  P  tout  he  la  parabole  II.  A  la  parabole  FI,  enve- 
loppe des  droites  P,  correspond  la  parabole 

Le  lieu  des  sommets  de  Tangle  droit  dont  un  côté, 
glisse  sur  la  parabole  fl  et  Tautre  sur  la  parabole  FI',  est 
une  courbe  rationnelle  du  quatrième  degré;  ses  points 
doubles  coïncichînl  avec  les  points  doubles  du   système. 

A  l'aide  de  $  =  ây,,  Ton  p«;ut  exprimer  $  et  Tj,  et,  par 
conséquent,  x  et  y  dans  l'équation  (iS),  comme  les 
fonctions  rationnelles  du  paramètie  A. 


(   loo  ) 

l'affinité    QU4DRA.TIQUE    RÉCIPUOQUE. 

11.   Lvs  roordoiiures  da   poinl   f,    inlersection  des 
droites  P  cl  R|  sont 

(  0?=-  3(c/7)-f-c) 

'''^  \    ^ ^;^6 

Par  la  division  de  ces  deux  équations,  on  trouve 

c/.r  5  —  3  fiy  T|  -h  bx  —  3 c^'  =  o. 
Le  point  t(x,  y)  étant  sur  la  droite  P(i,  r,),  on  aura 

Les  deux  dernières  équations  donnent 

i  bx  —  3cy  —  ^ 

')=  — 


4 


rfr 


Les  équations  (i3)  et  (i5)  nous  nionlrenl  qu'entre 
la  droite  P  et  le  point  conjugué  i  ^  R|  P  exiïte  une  affi- 
nité rationnelle,  quadratique  et  réciproque. 

12.  JNons  pouvons  partir  aussi  du  point /'(j:, /)  sur  la 
di'oite  P.  A  ce»  poinl  correspond  le  poinl  /•,  sur  la  droite 
Ri.  Pour  les  coordonnées  de  la droi le T  =:/?/•<,  qui  joiiil 
les  points  homologues  /;  et  /',,  nous  avons  trouvé 

/    >        »  6  .r  -4-  3  r  K  —  3  d 

'= dJ ' 

(i4) 


—  if}.r-h  'icy-h  >.d 


A   chaque  point  />  sur  la  droite    P   correspond  une 
droite  T,  cjui   passe  par  ce  point;    réciproquement,  à 


(  4o.  ) 

chaque  droite  T  correspond  un  point  p  sur  la  droite  P, 
inlersoclion  de  res  deux  droite*  T  et  P.  Sî  Ton  résout 
le$  équations  (i4)  par  rapport  à  x  «'t  y,  (»ii  obtient 


X  -n 


^_ '>.{d':^-^b) 


De  cette  manière,  nous  sommes  conduits  à  deux  affinî- 
lés  rationnelles,  quadraliques  et  réciproques.  Les  coor- 
données des  éléments  correspondants  salislbnt  à  Téqua- 
lion  x;  -\- yr^  -h  i  =:  o.  Les  éléments  prînripaux  de  cette 
alfiuiié  quadratique  réciproque  sont  les  éléments  doubles 
de  la  transformation  liomograpliique  précitée. 

Si  Ton  écrit  les  équations  de  Taffinité  (i5)  avec  le 
o)ème  dénominateur  !\dxy^  Ton  auia 

^•[- (6 -f- 4c/0^ -^  3c^- 3r/]  =  o, 

Les  coordonnées  des  points  d'inlersection  de  ces 
deux  coniques  dégénérées  (o,  o),  f  o,  -  h  f  ^>  o  j  ne  dé- 
pendent pas  de  la  droite  ($,  r|);  seulement,  le  quatrième 
point  d'intersection,  dont  les  coordonnées  sont  données 
par  (i3),  eu  dépend. 

A  la  ligne  droite  (Ç,  tj),  Heu  des  points  (j^',^')»  corres- 
pond la  courbe  de  la  deuxième  classe,  touchant  les 
droites  principales;  à  un  point  (x,  j  ),  sommet  du  fais- 
ceau des  rayons  (Ç,  Tj)  correspond  une  courbe  du 
deuxième  degré,  qui  passe  par  les  points  principaux.  Â 
la  courbe  de  la  deuxième  classe,  qui  ne  touche  aucune 
droite  principale,  correspond  une  courbe  de  la  quatrième 
classe,  dont  les  points  doubles  coïncident  avec  les  points 
principaux  de  cette  affinité,  elc. 
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CORRESPONDANCES    HOMOGRAPHIQUES    SUCCESSIVES. 

13.  Le  sjstèmci  des  droites  P  et  le  système  des  droites 
Ri  sont  eu  correspondance  hoinographique,  établie  par 
les  équations  (8).  Mais  les  droites  P  et  leurs  /j»«^""  droites 
satellites  sont  aussi  en  correspondance^  qui  est  déter- 
minée par  les  relations 


c 

d 


De  ces  équations,  on  reconnaît  que  les  systèmes  IIU 
et  2R,^  sont  aussi  en  correspondance  homograpliiqur  et 
que  Ton  a 

T,„  =  (—  8  )«-'»  r„n  H-  [(—  8  )«-'«  -  1 1  ^  • 

Toutes  ces  correspondances  ont  les  mêmes  droites 
doubles  :  tangente  au  point  de  rebroussenient,  tangeule 
stationnaire  et  la  droite  qui  joint  le  point  de  rebrousse- 
nient au  point  dMn flexion. 

14.  Maintenant  nous  démontrerons  que  les  droites 
Rrt,  satellites  de  la  droite  P,  touchent  une  courbe  de  la 
troisième  classe. 

Les  équations 

dr^n  -^c  r^  (—  8  )"  (  dr,  -h  c) 

peuvent  s'écrire 


(  4o3  ) 


d'où 


vl  CD  lin 


Un  voit  donc  ciue  lo  (luolient  j-j- r  a  la  même  va^ 

leur  k  pour  la  droile  P  et  pour  toules  ses  droiles  satc*]« 
liies  R„,  n  varianl  de  —  oc  à  H-  oo.  On  a  donc 

Les  droites  satellites  touchent  une  certaine  courbe  de 
la  troisième  classe  et,  comme  nous  le  verrons,  du  troi- 
sième degré. 

En  employant  la  substitution 


on  trotue 


(•9) 


r/r^  -4-  c  =  (dl  •+■  b)u, 
1  A  m'  —  r 

-       /,H*—b 


Les  points  d'intersection  des  deux  tangentes  infini* 
ment  voisines  sont  les  points  de  la  courbe  en  question. 
Leurs  coordonnées  sont  données  par  les  équations 

3ud 

\      "~  Xm'— (6-1- c)tt -f- ir' 
(20) 

•^  ~~  Att'— (6-+-c)w-+-  3c* 

Toutes  les  satellites  de  la  droite  P  touchent  donc  une 
courbe  FJ. 

La  tangente  au  point  de  rehroussetnenl  et  la  tangente 
stationnaire  de  la  courbe  C',  sont  aussi  l(*s  tangentes  de 
la  courbe  rj. 


(  4o4  ) 

Cela  résulte  direeleinent  des  n"*  2  et  3  ou  des  équa- 
tions (19). 

Cherchons  maintenant  A  déterminer  le  lieu  des  poinls 
r,  qui  sont  conjugués  aux  droites  satellites  successives 
Ri,  Ra,  . . .  de  la  droite  P,  par  rapport  à  CJ.  A  l'aide  des 
équations  (i5),  on  trouvera 


dr,  4-  c  = 


b.r  -]-  cy  —  d 


4r 

Les  points  f,  conjugués  aux  droites  satellites  R^,  sonl 
sur  la  cubique  cuspidale 

Celte  courbe  et  la  courbe  donnée  CJ  coïncident  pour 


RÉSULTATS    OBTEiNUS    A    l'aIDE    DES    C00Rn03îNKES 

TKILINKAIRES. 

\l\.  Le  triangle  constitué  di;  la  tangente  stalionnaire) 
delà  tangente  au  point  de  rebroussement  et  de  la  droite 
qui  joint  le  point  de  rebroussement  au  point  diu- 
flexion,  joue  un  rôle  spécial  dans  la  théorie  des  cubiques 
cuspidales. 

Prenons  ce  triangle  pour  le  triangle  de  référence. 

L'équation  de  la  courbe  CJ  sera  alors 

(21)  xî/3  — x5  =  o, 

Xj  =  o  est  la  tangente  stationnaire  et  j;,  =  o  tangcnle 
au  point  d'inflexion.  L'équation  (21)  peut  être  rempla- 
cée par  le  système  des  équations 

hx*  —  Xt^=  a, 

A'^Tj  — J-j=  O, 


(4o5  ) 

cela  veut  dire  que  la  courbe  C^  peut  être  engendrée  k 
Taide  des  deux  faisceaux  des  rayons,  qui  se  correspon- 
dent un  à  deux  (einzweideutig)  (*).  Les  coordonnées  du 
point  qui  correspond  au  paramètre  X  sont    i,  X,  X**. 

L'équation  de  la  droite  )m^2)  qui  joint  les  points  X|  et 
Ao^  est 

X|X,(Xi-+-  Xi)ti  — (Xj-i-  XiXjH-  X|)jr2-hirj=  o. 

Trois  points  X|,  X2,  A3  do  la  courbe  C^  sont  en  ligne 

droite  quand  on  a 

X|-f-  X,-h  X5  =  o. 
A  cause  de  (^) 

X|  Xj  ==  Aj  Aj  ^  Xj  Xi  ^  P, 

on  aura 

P~  (X),ari4-(X)iarj— a:j=  o. 

Pour  la  droite  satellite  R|,  nous  trouverons  de  la 
même  manière  qu'au  n®  4 

Désignons  par  ^i  et  ^'-  les  coordonnées  de  la  droite  P 
ou  de  la  droite  R|  respectivement,  nous  aurons 

Si  la  droite  P  passe  par  le  point  piyKty^^y^  la 
droite  satellite  R|  passera,  en  vertu  des  équations  (23), 
par  le  point  /^  ( — y^^  2y2^  8^3)  •  ^^^  ^  donc 

1^X1  =  —  yt^ 
"^yt  =    2j^i» 

(')  Ém.  Weyr,    Théorie   der  mekrdeatigen  Elementargebilde. 
Leipzig,  1870. 
(')  Cf.  !!•  3. 
Ann.  de  Mathémat.,  3*  série, t.  XYlIl.  (Septembre  1899.)    '^6 


(  4o<i  ) 

Des  éc|uai.ions  (sS),  on  déduit  iiuniédialcmenl  que  le 
triangle  de  référence  est  le  triangle  des  rayons  doubles 
de  la  transformation  homographique,  qui  renferme  les 
systèmes  des  droites  P  et  de  leurs  droites  satellites  R| 
par  rapport  à  la  courbe  C^. 

Des  équations  (sS),  nous  avons  déduit  les  équations 
(24)9  maison  peut  les  déduire  aussi  à  Taide  do  la  substi- 
tution transposée  en  écrivant 

(  v,^,  =  — sy,, 

(24  bis)  }  V|j^,=      4^;, 

On  parviendrait  aussi  à  ces  équations  en  employant 
les  coordonnées  tangentielles;  la  courbe  C,  serait  repré- 
sentée par  l'équation 

16.   Pour  les  coordonnées  du  point  t  ^  PR|,  on  aura 


et,  pour  les  coordonnées  de  la  droite  T  ^  pr^ , 

Les  équations  (aS)  établissent  l'affinité  rationnelle, 
quadratique  et  réciproque  de  la  droite  P  et  du  point  sa- 
tellite ^=zPR,. 

L'affinité  de  la  même  nature  du  point  p  et  de  la  droite 

pr^  est  déterminée  par  (a6). 

Chcrclions  enfin  h  déterminer  l'enveloppe  des  salel- 


(  1<'7  ) 
iites  successives  de  la  droite  P.  A  cause  de 

Ai.(/i)  =  (-8)'«?t, 


on  trouvera 


«3ÎÎ~««  =  0. 


Le  paramètre  a  dépend  des  coordonnées  de  la 
droite  P. 

Toutes  les  droites  satellites  d^une  droite  P  sont  tan* 
gentes  à  une  cubique  cuspidale,  qui  est  liomographique 
à  la  courbe  donnée  C  J . 


[B12d] 

SUR  DBS  ANGLK8  RÉSULTANTS; 

Pa»  m.  g.  fontené. 


Le  calcul  des  quaternions  comprend  celui  des  quan- 
tités complexes  ;  mais,  comme  nous  interprétons  a  4-  bi 
dans  un  plan  qui  a  deux  dimensions,  et  a  +  hi-\-cj  -+-  dk 
dans  un  espace  qui  n*Qn  a  que  trois,  la  théorie  géomé- 
trique qui  correspond  aux  quaternions  ne  comprend  pas 
celle  qui  correspond  aux  quantités  complexes.  En  cou- 
séquence,  la  formule  de  Bellavitis  pour  le  quadrangle 
plan  quelconque 

DA  X  BC  4-  DB  X  CA  -r-  DG  X  AB  =  o 

donne  un  théorème  dont  Ténoucé  géométrique  ne  res- 
semble nullement  à  Ténoncé  du  théorème  auquel  con- 
duit Tétude  du  premier  membre  de  cette  formule 
lorsque  ABCD  est  un  tétraèdre,  et  ce  dernier  théorème 
n'a  même  aucun  sens  pour  le  quadrangle  plan  {Nou- 
velles Annales,  p.  340,  question  1801;  1898);  d'autre 


(  4o8  ) 
pari,  le  ihéorème  plan  qui  résulte  de  la   formule  de 
Bellavitîs  a  sou  analogue  dans  Tespace,  comme  on  le 
verra  par  ce  qui  suit. 

I, 

1.  Définition.  —  Dans  l'espace,  Tangle  résultant  de 
deux  angles  (a,  6)  et  (c,  //),  dont  les  côtés  sont  dirigés, 
est  Tangle  (e,/*)  obtenu  en  amenant  ces  angles,  par 
glissement  dans  leurs  plans  respectifs,  le  premier  dans 
la  position  (e,  co),  le  second  dans  la  position  (o),/), 
(0  étant  rintersection  des  deux  plans  prise  dans  un  sens 
arbitraire  si  l'on  a  égard  seulement  à  la  grandeur  de 
Tangle  {ef)^  et  non  à  la  direction  de  son  plan  comme 
dans  la  théorie  des  vecteurs  ;  on  peut  écrire 

A  =  [{a,h)-^{c,d)l 

le  crochet  indiquant  un  angle  résultant;   les   plans  m 
et  n  étant  orientés,  on  a 

cos  Jl  =  co%ab . cos cd  —  sm ab.%\ncd  x  cos mn. 

Théorème  I.  —  Dans  un  tétraèdre  ABGD,  la  nota- 
tion AB  ou  BA  {indifféremment)  désignant  la  droite 
dirigée  qui  porte  V arête  AB,  les  plans  orientés  des 
faces  étant  a,  6,  c,  d,  les  dièdres  étant  évalués  avec 
signes  autour  des  arêtes  dirigées,  si  l'on  considère 
I)A  et  BC,  DB  et  CA,  DC  et  AB,  et  si  Von  prend  avec 
des  signes  convenfibles  les  angles  résultants 

L  =  [(DB,  DC)  -f-  (AG,  AB)1  =  [(BD,  BA)  -^  (GA,  CDj], 


(■) 


construits  avec  les  angles  des  directions  positives  des 
arêtes  non  opposées,  ces  angles  sont  ceux  des  directions 
positives  des  côtés  d'un  triangle  LMN,  et  les  côtés 
MxN,  JNL,  LiM  de  ce  triangle  sont  proportionnels  aux 
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produils 

(i)      /=DÂxBC,        //i  =  DBxCA,        /i  =  DC  x  AB, 
ou  encore  aux  produits 

(2')      X  =  sinrfia  X  sin6c,         \i  =  sindb  X  sinca^         ..., 
de  sorte  que  l'on  a 


H) 


L-H 

M 

-+-N  = 

0, 

/ 

^z: 

m 

/{ 

sin  L 

sin  M 

sinN 

X 

— 

1^ 
sin  M 

— 

V 

sin  L 

Sin  N 

ou  encore 


h  =  m*  _u  /lî  -+-  2  rnn  ros  L, 
X'  :=   ijl'  -h  v'  -t-  2  jiv  cos  L, 


Dans  la  formule  (1),  la  seconde  expression  de  L  est 
construite  avec  BC,  DA,  comme  la  première  Test  avec 
DA,  BC.  Ce  théorème  sera  démontré. 

!2.  Si  les  quatre  plans  a,  b^  c,  d  passent  par  un 
même  point  S,  en  prenant  les  quantités  7^,  tx,  v,  on  a 
un  théorème  sur  Tangle  tétraèdre  complet,  ou  encore 
un  théorème  sur  le  quadrilatère  spliérique  complet; 
comme  Tarète  AB  du  tétraèdre,  tant  qu*il  existe,  est 
Tintersection  des  plans  c  et  d^  on  devra  écrire,  pour  la 
formule  (1), 

L=[(ac,ab)-k-{db,dc)\     ou      L  =  [(rfô,  (/c) -+- (ac,  a6)Jr 

l'ordre  étant  îndifTéreut  au  point  de  vue  où  l'on  se  place 
ici.  Nous  énoncerons  le  théorème  sur  la  sphère. 

Définition.  —  Sur  la  sphère,  Tare  résultant  de  deux 
arcs  de  grands  cercles  AB  et  CD  est  l'arc  de  grand 
cercle  EF  obtenu  en   amenant  ces  arcs  par  glissement 


(  4io  ) 

sur  les  grands  cercles  qui  les  portent^  le  premier  dans 
la  position  EO,  le  second  dans  la  position  OF,  le 
point  O  étant  Tun  quelconque  des  deux  points  d'inter- 
section de  ces  grands  cercles. 

Théorème  II.  —  Etant  donné  un  quadrilatère  sphé- 
rique  complet  dont  les  côtés  sont  portés  par  les  quatre 
grands  cercles  a^  i,  c,  rf,  si  l'on  désigne  par  {db^  dc)^ 
par  exemple,  le  côté  situé  sur  le  grand  cercle  d  et 
compris  entre  les  grands  cercles  b  et  c,  et  si  r on  prend 
ai>ec  des  signes  convenables  les  arcs  résultants  indiqués 
par  les  formules 

L  =  [(û?6,  de)  -H  (ac,  ab)]  =  [(M,  ôa)-h(ca,  cd)], 

on  a  les  formules  (3)  et  {/\)y  avec  les  quantités  X,  |z,  v 
définies  par  les  formules  (  a')  et  qui  sont  ici  des  pro* 
duits  de  sinus  d  angles  sur  la  sphère, 

*i.  Le  théorème  sur  l'angle  tétraèdre  complet  dotiue- 
rait  un  théorème  corrélatif  sur  un  système  de  quatre 
droites  issues  d'un  point,  figure  que  Ton  peut  appeler  un 
tétraode;  sur  la  sphère,  on  a  un  théorème  concernant 
le  quadrangle  sphériquc,  et  c*est  celui-ci  que  nous 
énoncerons. 

Définition.  —  Sur  la  sphère,  Tangle  résultant  de 
deux  angles  donnés  {(i^b)  et  {c,d)  est  Tangle  (c,/) 
obtenu  en  amenant  ces  angles  par  rotation  autour  de 
leurs  sommets  respectifs^  le  premier  dans  la  position 
(e,  b)),  le  second  dans  la  position  (<<>)/ )y  ^  étant  le 
grand  cercle  qui  passe  par  les  deux  sommets. 

Théorème  III.  —  Etant  donné  un  quadrangle  sphc' 
rique  A,  B,  C,  D,  si  l'on  prend  avec  des  signes  conve* 
nables  les  angles  résultants 

L  =  [(l)lî,  DG)  -f-  r.VC,  AB;]  =  [(BD,  BA)  -+-  (CA,  CD)], 


(  4'i  ) 

ces  angles  sont  ccujc  des  directions  posUix^es  des  côtes 

d'un  triangle  plan  LMN,  et  les  côtés  MN,  NL,  LM  de 
ce  triangle  sont  proportionnels  aux  produits 

/  ==  sînDA  X  sinBC,         m  =  sinDB  x  sinCA,         ..., 

de  sorte  que  l'on  a  les  formules  (3)  et  (4)  avec  les 
quantités  /,  m,  n  définies  par  les  formules  (2). 

4.  On  a  eu  pariiculicr  ceci  pour  un  quadrilalèrc 
sphériquc  dans  lequel  rz,  i,  c  concourent  en  D,  ou  un 
quadrangle  spliérique  dans  lequel  A,  B,  C  sonl  sur  un 
même  grand  cercle  d. 

TtiéORÈMK  iV.  —  Si  l'on  considère  sur  une  sphère 
trois  points  A,  B,  C  sur  un  grand  cercle  //,  et  si  on  les 
joint  à  un  point  D  de  la  sphère  par  trois  arcs  de  grands 
cercles  «,  &,  c,  on  a 

(sin  DA  X  sin  BG  _  sin  DB  x  sin  CA  _ 
sinôc  ~  sinca  —  ■•■» 

i    sin^/axsin^r  sin e/^  X  sinca 


\  sinBC  sinCA 

et  des  formules,  analogues  aux  formules  (4),  que  nous 
n'écrirons  pas. 


5.  Si  la  splière  dtf génère  en  un  plan,  on  a  d'abord  le 
lliéorème  II  pour  un  quadrilatère  plan,  avec  des  seg- 
ments résultants  L,  M,  N  dont  la  somme  est  nulle  quand 
on  les  prend  avec  des  signes  convenables,  et  qui  sont 
proportionnels  aux  quantités  X,  |Ji,  v.  On  a  ensuite 
le  thëorème  III  pour  un  quadrangle  plan,  avec 
/=DAxBC,  ...,  les  angles  L,  M,  N  étant  ici  des 
sommes  d'angles^  puisque  la  figure  est  plane;  nous 
reviendrons  sur  ce  théorème. 

lui  ce  qui  concerne  les  faivs^dlt  n^  1,  nous  dirons  : 


(4iO 

Etant  donnés  trois  points  A,  B,  C  en  ligne  droite  et  un 
point  D  extérieur,  si  l'on  écrit 


on  a 


BG 

CA       AB 

P 

q            r 

q.DB 

/>.DA  q.DB  r.DC 


sin(DB,  DG)       sin(DC,  DA)       8in(DA,  DB) 
(DB,  DG)  ^-  (DG,  DA)  ^-  (DA,  DB)  =  o, 

comme  il  est  facile  de  le  voir  directement;  on  a  donc 
aussi 


-—î 


/>«.DA  =gr«.DB  -^/•^DG  -+- ay/.DB.DG  x  cos(DB,  DC), 

ces  formules  se  rattacheat  au  théorème  de  Statique  connu 
sous  le  nom  de   théorème  de  Leibnitz;  et  il  suii  de  là 


que  Ton  aurait  la  formule  qui  exprime  /;^.DA    en  con- 
sidérant le  triangle  DBC  comme  défini  par(DB,  DC), 

DB,  DC,  en  regardant  A  comme  un  barycentre,  et  en 
appliquant  le  théorème  de  Stewart. 

6.  Démonstration»  —  On  pourrait  démontrer  le 
théorème  II  pour  un  angle  tétraèdre,  ce  qui  donnerait 
le  théorème  I  avec  X,  jjl,  v;  on  sait  d'ailleurs  que,  dans 
un  tétraèdre,  les  quantités  /,  m,  n  sont  proportionnelles 
aux  quantités  X,  [jl,  v.  Nous  suivrons  une  autre  marcbe  : 
nous  démontrerons  le  théorème  UI  pour  un  quadrangle 
plan,  et  nous  en  déduirons  le  théorème  \]  nous  remar- 
querons, à  ce  propos,  que  si  les  quatre  points  A,  B, 
C,  D  du  théorème  I  sont  dans  un  même  plan,  on  ob- 
tient le  théorème  III  pour  un  quadrangle  plan. 

Soit  donc  A,  B,  C^  D  un  quadrangle  plan.  Si  Ton 
prend  une  direction  origine  x'x,  et  si  Ton  pose  (théorie 
des  équipollcnces) 

VB  =  \B[ros(.r,  AH) -f- «sirn.r,  VB)|,  ..., 


(  4i3  ) 


comme  on  a,  avec  l'origine  D,   BC  =  DC  —  UB,  . . ., 
l'identitë  d'Euler  donne  la  formule  connue 


DA.BG  -h  DB.GA  ^-  DG.AB  =  o. 

Bellavitis,  qui  a  donné  cel^e  équipollence,  n'en  a  dé- 
veloppé les  conséquences  que  dans  des  cas  particuliers; 
d'une  manière  générale  on  a 


DA.BG  =  DA.BG(cos3[  h-  tsina),         . . ., 
les  arguments  a,  p,  y  ^^^^^^  respectivement 
ix,  DA)  -f-  (x,  BC),     (x,  DB)  -i-  {x,  CA),     (x,  DC)  -\-(x,  AB); 

,  DA.BG    Î)H.GÂ     DG.ÂB  ^         , 

les  vecteurs  — j — »  — i — -  >  — r —  tout  donc  entre  eux 

les  angles 

(DB,  DC)-r-(AG,AB    ou    (BD,  BA)^-(GA,  CD), 

et  comme  leur  somme  est  nulle^  on  a  ce  théorème  que 
Ton  peut  regarder  comme  une  extension  du  théorème 
de  Ptolémée  :  Dans  un  quadiangle  plan,  les  produits 


/  =  DA  X  BT.,         m  =  UB  X  GA,         /i  =  DC  X  AB 


sont  proportionnels  aux  côtés  MM,  iNL,  LAI  d'un 
triangle  LMN  dans  lequel  les  angles  des  directions 
positives  des  côtés  sont 


L  =  DB.  DC  -H  AG,  AB  =  BD,  BA  -f-  CA,  CD, 
de  sorte  que  Von  a  les  formules  (3)  ef  (4)- 

Soit  alors  un  tétraèdre  ABCD  :  on  veut  démontrer 


DA  X  BC  =  DB  X  CA  x  DC  x  AB 


4-  2DB.DC  X  CA.  AB  x  cosL, 
L  étant  Tangle  résultant  donné  par  la  formule  (i);  or^ 
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en  menant   la  hauteur  DH,   on  a  dans  le  quadraiigK* 
HABC 


HA  X  BG  =  IIB  X  CA  -h  HG  X  AB 


aHB.HGxGA.ABxcos(HB,  HG-4-AC,AB): 


on  retranche,  on  transpose,  on  divise  par  2CA.AK  i*l 
Ton  doit  démontrer  que  Ton  a 


, ,  BC  -GA  -AB 

^"  2GÂ.ÂB 

=  î51i.ï5G  cos  L  —  ÏÎB.TÏG  cos(HB,  HG -»- AC,  AB) 


ou 


DH  cosAG,  AB 


=  DB.DG  cosL  -  HB.HG  cos(HB,  HG  -h  AG,  AB ;; 

cela  devient,  les  sens  positifs  étant  DH,   DB,   DC,  HG, 
HC, 


cosL  =  cosDH,  DB  cosDH,  DG  cos  AG,  A] 

-f-  sin DH,  DB  sin  DH,  DC  cos(HB,  HG  -t-  AG,  AB  i, 
ou,   en  développant   le  dernier  cosinus  et   eu  rappro- 
chant les  deux  termes  en  cos  AC,  AB, 

,       cosDH,DBcosDH,DG  .       ,^.„ 

cosL  =  I  |cosAl.,Ai> 


sin  DH,  DB  sin  DH,  DG  cos  HB,  HG, 

-  sin  DH,  DB  sînDH,  DC  sinris/Ht:  sin  AG,  A^. 
Considérons   alors  le   trièdre  DH,  DB,   DC  ;  d'une 
part,  le  facteur  qui  multiplie  cosAC,  AB  dans  la  for- 
mule   précédente    exprime    la    quantité    cosDB,  DC; 
d'autre  part,  le  facteur  qui  multiplie  sin  AC,  AI^ exprime 
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le  sinus  du  tricdre  considéré,  et  celte  quantité  a  encore 
pour  expression 


sinDB,  DC  xsin(DH,DBC)  ou  sinDB,  DC  x  cos(ABG.DBC); 
on  obtient  donc 


cosL  =  co5DB,  DGcosAG,  AB 

—  sin  DB,  DC  sin  XC,  Afe  cos  (  DBG,  ABG), 

ce  qui  correspond  précisément  à  la  formule  (i).    Le 
théorème  I  est  donc  démontré. 

Il  serait  intéressant  d'établir  ce  théorème  par  la  mé- 
thode des  quaternions;  comme  il  consiste,  si  Ton  veut, 
en  trois  formules  dont  l'une  est 

/  = /ncosIM-^  ncosM        ou         i  = -y  cos  N -h -y  cos  M, 

si   Ton   observe  que  l'expression  -j  cosN  est  la  partie 

scalaire  du  produit  des  deux  biradiales  -jr-r  et  r^  »  on 
enlrevoit  la  possibilité  dUme  telle  démonstration. 


II. 

7.  Considérons  spécialement  les  angles  L,  M,  N  dé- 
finis par  les  formules  (i),  et  les  quantités  /,  m,  n  défi- 
nies par  les  formules  (a):  on  peut  avoir  un  tétraèdre 
ABCD,  ou  un  quadrangle  plan  A,  B,  C,  D,  ou  trois 
points  Â,  B,  C  eu  ligue  droite  et  un  point  D  extérieur, 
et  nous  commencerons  par  ce  dernier  cas;  notre  but  est 
d'étendre  les  formules  et  d'indiquer  des  applications 
des  formules  généralisées. 

Soient  d^ abord  deux  droites  de  l^ espace  sur  les- 
quelles se  trouyent  les  deux  divisions  semblables  h.  ^  B,  C 
et  A',  B',  C,  et  considérons  les  segments  A' A,  B'B,  C'C 


(  '{«e) 

qui  sont  parallèles  à  un  même  plan  H.  Si  Ton  fait  une 
projection  oblique  de  la  figure  sur  le  plan  R,  les  proje- 
tantes étant  parallèles  à  A'  B'C,  les  segments  sont  projetés 
en  vraie  grandeur  en  O'Aqi  O'Bo,  O'Co,  et  la  division 
AqBoCo  est  semblable  aux  deux  premières.  Ou  voit  que, 

si  Von  connaît  les  trois  longueurs  AA',  BB',  GC,  et  la 

BC 
valeur  du  rapport  ^,  la  figure  O'Ao  BoCo  est  déter- 
minée^ de  sorte  que  les  angles  (AA',  BB'),  ...   /a  sont 
aussi  ;  en  posant 

BC  _  CÂ  _  ÂÏÏ 

p    ~    q    ~    r  ' 

on  a,  d'après  len^o^ 


p.W  q.BB'  r.CC 


(5)      /  sin{BB',  GC)  ~  sin(GG',  AA')       sin(AA',BB') 
(  (BB',  GG')^-...  =o, 


,  /?ï.AA'  =  gr».BB'-hr«.GG' 


2y/-.BB'.GG'x  cos(BB',  CC'),     .... 

8.  Soient,  en  second  lieu^  deux  triangles  directe- 
ment semblables  ABC  ei  A'B'C  situés  dans  un  même 
plan,  et  considérons  les  segments  A' A,  B'B,  C'C.  Si 


l'on  emploie  la  notation  AB  avec  le  même  sens  qu'au 
n°  6,  on  a 


B'  G'  =  BG  X  k,        G' A'  =  CA  x  k, 
à  cause  de 


BB'-f-B  G'-hG'C-hGB  =  o, 
ou 


BB'-  GG'=BG-B'C'; 
on  en  conclut 


BB  .-CG'=  BGxfi  —  A), 


•  •  » 
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ei  il  en  résulte  ceci  :  si,  à  partir  d^uii  point O',  on  trace 
les  segments  O'Aq,  CV  Bo^  O'Co  parallèles  et  égaux  aux 
segments  A' A,  B'B,  C'C-,  le  triangle  AoBoC^  est  sem- 
blable aux  deux  triangles  donnés  ;  on  le  verrait  d'ail- 
leurs facilement  par  la  Géométrie,  en  mettant,  par 
exemple,  le  poini  CV  en  A\  Dès  lors,  si  Pon  connaît  les 
trois  longueurs  AA',  BB',  CC,  et  des  quantités  p,  y,  r 
proportionnelles  aux  côtés  des  deux  triangles^  la  figure 
O'xVoBqCo  est  déterminée^  de  sorte  que  les  angles 
(AA',  BB'),  ...   sont  déterminés;  d'après  le  n^  G,  les 

produits  p  X  A  A',  q  X  BB',  /'X  CC  sont  proportion- 
nels aux  côtés  d^un  triangle  LMN  dans  lequel  on  con- 
naît les  angles  des  directions  positives  des  côtés ^  savoir 
(BB',  CC')  +  (AG,  AB),  ...,  et  l'on  aurait  des  rela- 
tions métriques  que  nous  nVcrirons  pas. 
On  a  ce  théorènjc  : 

Un  triangle  ABC  étant  donné  de  position  dans  un 
plan  y  ainsi  que  les  longueurs  AA'  et  BB'  a^^ec  V  angle 
quelles  forment,  si  Von  construit  le  triangle  A'  B'  C! 
semblable  au  triangle  ABC^  le  lieu  du  point  QJ  est  une 
circonférence  de  centre  Q,  et  la  droite  CC  fait  des 
angles  constants  avec  les  droites  A  A'  et  BB'. 

La  figure  O'AoBqCo  est  en  eilct  déterminée  de  gran- 
deur; les  relations  dont  il  est  parlé  plus  haut  donne- 
raient le  rayon  CC.  Lorsque  les  points  A,  B,  C  sont  en 
ligue  droite,  on  a  une  démonstration  simple  en  mettant 
le  point  O'  en  C5  le  cas  plus  particulier  où  le  point  C 
est  le  milieu  du  segment  AB  a  été  proposé  comme  exer- 
cice par  M.  E.  Bourrienn«î,  dans  le  Journal  de  Mathé- 
matiques élémentaires  de  M.  Vuibert  (1894,  ques- 
tion 34oi). 

Voici  une  autre  solution  pour  le  cas  général  : 

Étant  donné  dans  un  plan  un  contour  quadrangu- 


(  1'«  ) 

laire  ABIVA',  le  centre  de  similitude  S  des  deux  srg- 
meius  AB  et  A'B'  est  aussi  celui  des  deux  segments  KM 
et  BB';  dès  lors,  les  triangles  ABC  et  A'B'C  éunt 
supposés  directement  semblables,  si  l'on  construit  les 
trois  triangles  directement  semblables,  AA'A''^,  BB'B^ 
COC\  le  triangle  A'^B'^G^'  est  semblable  aux  deux 
premiers  triangles-,  si  Ton  suppose  AA"=AA',  d'où 
BB"  =  BB',  CC';=  ce,  on  arrive  au  résultat  cherché. 
Il  est  intéressant  de  suivre  la  variation  de  la  Ggure; 
les  segments  AA',  BB',  CC'  peuvent  être  remplacés  par 
les  segments  opposés  A  A'',  BB''',  CC. 

9.  Relativement  au  théorème  général,  nous  observe- 
rons d'abord  que,  si  un  tétraèdre  ABCD  varie  en  con- 
servant les  mêmes  longueurs  d'arêles  à  partir  de  D,  et 
une  base  ABC  toujours  scmblabh;  à  elle-même ,  les 
angles  résultants  L,  M,  N  sont  invariables. 

Soient  alors,  dans  deux  plans  parallèles  P  el  P', 
deux  triangles  semblables  ABC,  A'B'C,  et  considérons 
les  segments  A' A,  B'B,  CC  :  si,  à  partir  d'un  point 0', 
on  prend  les  segmeiiis  O'Aq,  O'B©,  O'C©  parallèles  et 
égaux  aux  segments  A' A,  B'B,  CC,  le  triangle  AqBqCb 
est  semblable  aux  deux  triangles  donnés;  pour  ramener 
ce  cas  au  précédent  (n**  8),  on  peut  prendre  le  point  0' 
dans  le  plan  P',  ce  qui  donne  le  triangle  AoB^Co  dans  le 
plan  P,  et  projeter  cjlindrîquemcnt  le  triangle  A'B'C'et 
le  point  O'  sur  le  plan  P. 

Dès  lors,  si  l'on  connaît  les  trois  longueurs  AA', 
BB',  ce,  et  des  quantités  /?,  9,  r  proportionnelles  aux 
côtés  des  deux  triangles  donnés,  le  tétraèdre  O' Ao  BoC« 
nest  pas  déterminé,  il  est  vrai,  mais,  d'après  la  re- 
marque ci-dessus,  les  angles  résultants 

L  =  [(BB',  CG')-H  (AG,  AB)], 

sont  déterminés  ax^ec  une  somme  nulle,  et  les  produits 
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/>XAA',  ij  X  BIV,  /■  X  ce  sont  proportionnels  aux 
côtés  d'un  triangle  LMN  rlans  lequel  tes  angles  des 
directions  positivées  des  côtés  sont  ces  mêmes  angles 
résultants;  on  aurait  des  relations  métriques. 

Voici  une  conséquence  de  la  remarque  faite  au  début 
(le  ce  numéro. 

Dans  le  Bulletin  de  la  Société  mathématique  (  1 897) , 
M.  Raoul  Bricard  a  donné  ce  théorème  :  (c  Les  deux 
cercles  C  et  C,  situés  dans  des  plans  parallèles^  étant 
supposés  rigides,  si  l'on  réunit  deux  à  deux  leurs  points 
liomologues  par  des  tiges  rigides,  articulées  en  ces 
points,  le  système  obtenu  est  déformable,  et  les  plans 
des  cercles  restent  parallèles  pendant  la  déformation.  » 
Considérons  alors  deux  liges  A  A'  et  BB'  :  si  nous  pre- 
nons une  troisième  tige  quelconque  CC,  laquelle  donne 
lieu  k  un  angle  (CB,  CA)qui  ne  dépend  que  du  système 
des  deux  premières  tiges,  l'angle  $^ésultant  indiqué  par 
la  notation  [(AA',  BB') -f- (CB,  CA)]  reste  constant 
pendant  la  déformation  ;  on  considère  le  tétraèdre 
O'AqBoCo  obtenu  comme  il  a  été  dit. 


NOTE  DU  RÉDACTEUR. 


Le  théorème  par  lequel  M.  Fontené,  dans  l'article  qui  pré- 
cède, a  étendu  à  Tespace  le  théorème  de  Bellavitis  sur  le  qua- 
drangle  plan,  est  susceptible  d'une  démonstration  vectorielle, 
li  s'agit  du  théorème  I.  La  démonstration  suivante  n'est  pas 
celle  à  laquelle  TAuteur  fait  allusion  à  la  fin  du  n"  7;  il  m'a 
paru  plus  facile  d'établir  les  formules  (4)  du  n°  1. 

Soient  A,  B,  C,  A',  B',  C  les  vecteurs  BG,  GA,  AB,  DA,  DB, 
DC  dans  le  tétraèdre  ABGD  ;  a,  6,  c,  . . .  seront  les  longueurs 
de  CCS  vecteurs. 

Le  triangle  LMN  de  l'énoncé  a  pour  côtés  aa\bh\  ce:  les 


(  4ao  ) 
cosinus  de  ses  angles  seront  donc 

ibcb'c' 


'  '  'y 


d'aulrc  part,  Tangle   résultant  défini  par   renoncé  est  celui 

B    B' 
du   rapport   {géométrique  r7»^>  comme  on   le  voit  aisément, 

ou -——7- «C. B.C. B';   tout   se    réduit  donc   à   étudier   l'angle 
de  C.B.C'.B',  donnée  par 

d  G.  B  .C  .  B 


cbcb' 
Or  on  a 


=  cosa. 


C.B.C'.B'=C.B(A'^-B)(A'^C) 

=  C.B.A'»H-C.B.A',G-4-G.BVA'-+-C.B».C, 

j  Ô(C.B.G'.B'>  =  — a'«6(G.B)-~c«S(B.A') 

^'^  j  -6«S(G.A') -4- «►«««, 

à  cause  de  la  formule  connue 

S(P.Q.R.T)  =  6(P.Q)S(R.T)-Ô(P.R)6(Q.T) 

4-6(P.T)S(Q.R), 

qui  réduit  S(C.B.A'.G)  à  C*S(B.A')  ou  -  cï6(B.A'). 
Mais  l'inspeclion  de  la  figure  donne 

6(G.B)  =  ~  îi— ^ i,         S{n.A')='^—^ ^, 

ci  -4-  a'i  -.  6'î 


S(G.A') 


1 
On  a  donc 

S(C.B.C'.B')=  o  o   -^c  c a_a_^ 

•A 

ce  qui  démontre  la  proposition. 

On  en  déduit  les  théorèmes  sphériques  11^  lU,  IV,  les  théo- 
rèmes plans  analogues,  et  les  conséquences  de  ces  théorèmes 
plans  données  dans  la  seconde  Partie.  C.-A.  LaisaVT. 
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COMPOSITION  NATHBNATIOUE  DADNISSION 
A  LÉGOLB  POLYTBGDNIQUE  EN  1899; 

Solution    par    M.    PHILBERT    DU    PLESSIS. 


I.  Indiquer  comment  sont  situées  par  rapport  au 
système  Oxyz  des  axes  de  coordonnées  rectangu^ 
laires  les  droites  A  e^  B  qui  ont  pour  équations 

CA)  5  =  '2,  y -+-a:  =  o, 

(B)  -5=  —  1,        y  —  ar  =  G. 

Chercher  le  lieu  des  centres  S  des  sphères  tangentes 
à  la  fois  aux  droites  A  e/  13.  Ce  lieu  est  une  surface 
[S]  :  /a  reconnaître  et  donner  ses  génératrices  recti- 
lignes, 

II.  Constater  sur  Véquation  de  [S]  que  Ox,  Oy^ 
Oz  sont  des  axes  de  symétrie  de  cette  surface,  et 
montrer  que  ce  résultat  pouvait  être  prévu  par  la 
seule  connaissance  des  données  du  problème, 

III.  De  cliaque  point  jc,  j^,  z  rfe  [S],  on  déduit  un 

point  M»  en  diminuant  l^ ordonnée  y  de  r — rr- 

Écrire  l'équation  de  la  surface  [M]  ainsi  déduite  de 
[S],  et  trouver  les  droites  de  la  surface. 

IV.  Etudier  la  forme  et  les  transformations  succes- 
sives des  sections  de  la  surface  [M]  par  des  plans  per- 
pendiculaires à  Ozj  et,  en  particulier,  les  sections 
faites  par  les  plans  z  =  oetz^i^  cette  dernière  aussi 
complètement  que  possible, 

I.  Les  droites  B  et  A  sont  les  parallèles  menées  par 

Ann.  de  Mathémat,^  3'  série,  t.  XVIII.  (Septcmbrr  1899.)      27 
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les  pointa  de  Taxe  Or,  de  cotes  —  2  et  H-  2,  respecti- 
vement à  la  bissectrice  de  Tangle  xOv  et  à  celle  de  son 
supplément. 

Les  distances  du  ])oint  S  aux  droites  A  et  B  étaiii 
égales,  on  a  immédiatement 

ou 

(0  ^y  =  i5» 

qui  est  Téq nation  du  lieu  [S]  demandé. 

Celte  équation  représente  un  paraboloïde  hyperbo- 
lique équilalère  ayant  pour  sommet  l'origine,  pour  plan 
tangent  en  ce  point  le  plan  Oxy^  et  pour  plans  direc- 
teurs les  plans  Oxz  et  Oyz.  Ses  deux  systèmes  de  géné- 
ratrices recti lignes  ont  pour  équations  respectivement 

II.  Il  suflitdu  remarquer  (|ue  Ton  peut,  dans  I  équa- 
tion (i),  changer  simultanément  le  signe  de  deux  des 
coordonnées  courantes,  pour  en  conclure  que  la  surface 
admet  les  trois  axes  de  coordonnées  comme  axes  de  sv- 
métric. 

Géométriquement;  on  peut  le  voir  ainsi  : 

D'une  part,  l'axe  Oz  se  confond  avec  Taxe  du  para- 
boloïde et,  d'autre  part,  dans  chaque  système  de  géné- 
ratrices rectiligncs,  Tun  des  axes,  O j:  ou  Oj^,  joue  le 
rôle  d'axe  de  symétrie,  puisque  ces  génératrices  le  ren- 
contrent et  lui  sont  perpendiculaires. 

Ce  résultat  était  d'ailleurs  évident  a  priori,  attendu 
que  les  données  sont  symétriques  par  rapport  aux  trois 
axes,  chacune  des  droites  A  et  B  étant  à  elle-même  sa 
propre  symélric|uc  par  rapport  à  Or,  et  ces  deux  droites 
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élaul  symétriques  Tune  de  Tautrepar  rapport  soi l  ik  Ojt, 
soit  à  Oj', 

III.   L*é<|ualioii  (i)  pouvant  s'écrire 

rellecle  la  surfarn  [M]  sera 

{})  J   - —   ' — i 

OU 

«  l  )  X[{2X  -■-  I)»J  --  27]  :i^  45(2r -f-D*. 

Si  celte  surface  du  quatrième  degré  possède  des  géné- 
ratrices rectîl ignés,  celles-ci  seront  nécessairement  pa- 
rallèles à  des  génératrices  du  cône  des  directions  asyni- 
ptotiques  ayant  pour  sommet  Torigine.  Or  celui-ci  a 
pour  équation 

c'est-.vdîrc  qu'il  se  décompose  en  deux  plans  :  Oyz, 
pris  triplement,  et  0x2.  Il  ne  saurait  donc  y  avoir  de 
génératrices  de  la  surface  que  dans  des  plans  parallèles 
à  r un  ou  «1  l'autre  de  ces  plans  de  coordonnées. 

Si  nous  coupons  la  surface  par  un  plan  parallèle  h 
OyZj  il  la  rencontre  déjà  suivant  une  droite  triple  à 
l'infini.  Le  reste  de  Tintersection  se  réduit  donc  a  une 
droite.  Les  équations  de  crtle  droite  sont,  en  elFet,  si 
Ton  se  reporte  h  (?.), 

X  -.  X, 


y 


i  -  ^7 


A  ('il     r-  0* 


Ce  résultat  était  d'ailleurs  évident  a  priori,  attendu 
que,  la  transformation  consistant  h  réduire  toutes  les 
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abscisses  égales  d^une  même  quantité,  une  génératrice 
du  premier  système  du  paraboloïde  [S],  dont  toutes  les 
abscisses  sont  égales,  doit  se  transformer  en  une  droite. 
La  surface  [M]  du  quatrième  ordre,  possédant  aiusi 
un  système  inûni  de  génératrices  rectilignes,  ne  saurait, 
comme  on  sait,  en  posséder  un  second  ;  elle  ne  saurait 
même  pas,  en  dehors  de  ce  système,  posséder  de  géné- 
ratrices isolées.  Celles-ci,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir, 
seraient,  en  effet,  parallèles  au  plan  Oxz.  Or,  si  Ton 
coupe  la  surface  par  un  pian  parallèle  à  celui-ci,  on  ob- 
tient, d'après  (2'),  en  outre  de  la  droite  à  Tinfiiii,  la 
cubique  dont  l'équation  est 

Cette  cubique  admet  pour  asymptotes  les  droites 
237 -M  =  0        et       1107  —  42=0, 

et  si,  pour  une  certaine  valeur  de  [jl,  elle  se  décompo- 
sait, les  équations  de  ses  asymptotes  se  mettraient  en 
facteurs  dans  sa  propre  équation,  ce  qui  n'a  jamais  lieu, 
puisque  le  terme  restant  2yx  est  indépendant  de  |x. 

IV.  Si  Ton  coupe  la  surface  [M]  par  le  plan  5  =  fi, 
on  obtient  la  quartique  Q  qui  a  pour  équation 

(3)  {ix  -^i)^(a:jr  —  ih)  -hiyx  —  o, 

et  dont  les  asymptotes,  en  évidence  sur  l'équation  même, 
sont  les  droites 

J7  r=  O, 
y  =  0, 

cette  dernière  étant  double.  Il  en  résulte  que  la  quar- 
tique a  un  point  triple  à  l'infini  dans  la  direction  deO/; 
elle  est  donc  unicursale. 
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Ces  asymptotes  restant  les  inémes  quel  (|uk  soit  h, 
toute  la  question  revient  à  examiner  la  disposition  de  la 
courbe  par  rapport  à  ces  asj'mptotes  pour  les  difTérentes 
valeurs  de  h. 

La  méthode  des  régions,  jointe  à  la  considération  des 
deux  points  où  l'axe  des  x,  asymptote,  rencontre  la 
courbe  à  distante  finie,  suffit,  dans  tous  les  cas,  à  fixer 
l'illure  générale  de  la  courbe. 

Convenons  tout  d'abord  de  désigner  par  H  l'hyperbole 
équilatère  qui  a  pour  équation 

eide  désigner  par  intérieur  de  cette  hyperbole  la  région 
du  plan  où  se  trouve  son  centre,  et  par  extérieur  celle 
où  il  ne  se  trouve  pas.  Cela  posé,  examinons  les  divers 
cas  suivanu  : 

x-h<o. 

L'hyperbole  H  a  alors  la  disposition  indiquée  sur  la 
/'S-  I  ■ 

Kig.    .. 


L'équation  (3)  montre  que,  pour  tout  point  de  la 
<]mrlîque  Q,  le  binôme  x^ — 4''  doit  être  de  signe 
contraire  à  x.  Or,  !e  binôme  étant  positif  pour  le  centre 
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de  l'hyperbole  eonfotidii  avec  l'orîgîne,  puisque  h  csl 
négatif,  il  reslc  positif  dans  tout  rinléiicur  de  Thyper- 
bole  et  négatif  à  rexlérieur.  Il  en  résulte  que  la  quar- 
tique  Q  est  à  Tinlérieur  de  H  du  eôlé  des  x  négatifs,  à 
rexlérieur  du  côté  des  x  positifs,  ce  qui  est  indiqué  sur 
la  figure  par  des  liaeliures  tracées  dans  les  régions  où  il 
n*y  a  pas  de  points  de  Q. 

Remarquons  maintenant  que  la  quartique  coupe  l*axc 
des  X  aux  points  où  les  abscisses  sont  données  par 
Téquation 

{ f\)  1 6 A.r' -!-  ( i6 /i  —  27 \r  -i-  4 /«  =  o. 

Comme  on  a 

(5)  (16/i  --i;)»— (iG/i)»^  9.7('27  — B-x/i)» 

quantité  positive,  puisque  h  est  négatif,  il  en  résulte 
que  Téquation  a  ses  deux  racines  réelles.  Leur  somme 

\    Ki/.; 

«laiil  iiégalivc,  el  leur  produil  j  posilil',  elles  soûl  néga- 

tives  et,  de  plus,  l'une  est  supérieure,  l'autre  inférieure 

à  leur  moyenne  géométrique  7-  Si  donc  AB  est  l'asyra- 

ptote  2  j:  -I-  1  =  o,  les  points  M  et  N  où  la  quartique 
coupe  Ox  sont  l'un  entre  O  et  A,  l'autre  au  delà  de  A. 
La  connaissance  de  ces  deux  points,  jointe  à  celle  des 
régions  précédemment  déterminées)  impose  à  la  courbe 
Q  la  forme  dessinée  en  trait  gras  sur  W  fig,  i. 

On  voit  que  cette  courbe  présente  nécessairement  un 
maximum  du  côté  des  x  négatifs  au  delà  du  point  IV. 
Peut-elle  en  offrir  d'autres?  La  dérivée  de  Tordounée 
est,  d'après  (2), 


ou 
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Pour  qu'elle  s*aiuiule,  il  faut  que  Foii  ait 

—  h{'ix  -i-  !)•-+-  2737*=  o, 

équation  du  troisième  degré  qui  donnera  pour  la  courbe 
autant  de  tangentes  horizontales  qu'elle  aura  de  racines 
réelles. 

Or  cette  équation  pi!Ut  s'écrire 

\         X         J  X 

,/'ÀX-^-\\*  /2a7-f-l  \ 

-'•('-:c  --)  ^ ■'- (—c ~  - V -- ''' 

OU  cnhn,  en  posant  —    —  r  -  /, 

X 
ex  ,27  '».   X   'A7 

et  Ton  a  pour  cette  dernière  é(|uation 

quantité  positive,  puisque  h  est  négatif.  L'équation  n'a 
donc  qu*une  racine  réelle  à  laquelle  correspond  la  tan- 
gente horizontale  déjà  trouvée. 

2^  /i>o. 

Ici,  c'est,  par  rapport  à  l'hyperbole  H,  la  région  inté- 
rieure qui  est  négative  et  la  région  extérieure  positive. 
Le  raisonnement  employé  dans  le  cas  de  h  négatif 
montre  donc  que  les  régions  où  se  trouve  la*  quartique 
Q  sont  celles  qui  n'ont  pas  de  hachures  sur  iàfig.  2. 

Pour  la  réalité  des  points  de  rencontre  de  la  courbe 
et  de  son  asymptote  Oo:,  le  binôme  caractéristique  est 
toujours  celui  dont  l'cxpicssi^ui  (5)  a  été  donnée  plus 
haut. 

Comme  h  e&l  mainlcnanl  pobilii,  ce  binôme  Cbt  pobi- 
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A< 


3i 


On  a  alors  deux  points  de  rencontre  réels  M  et  N .  C'esl 
Fig.  s-  Kig.  a'. 


le  cas  de  \'^Jig-  3.  L'équation  (4)  montre  d'ailleurs  que 
le  produit  OM  X  ON  est  toujours  égal  à  r- 
Lors  donc  que 

'•  =  g' 

auquel  cas  les  points  M  et  N  se  confondent,  leur  abscisse 
est  égale  à  -■  C'est  le  cas  de  i^Jîg.  a'. 
Si  l'on  a 

les  points  de  rencontre  avec  O  x  deviennent  imaginaires, 
et  l'on  obtient  la  /tg.  a". 

Pour  ce  qui  est  des  tangentes  horizontales,  elles 
sont,  comme  dans  le  cas  di-  A  <^  o,  données  par  l'équa- 
lion  (6). 
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La  subslilulîon  de  —  so  et  o  dans  le  premier  membre 
de  cette  équation  donnant  les  signes  —  et  +,  il  y  a  né- 
cessairement une  tangente  horizontale  réelle  dans  l'in- 
tervalle, ou,  puisque 


ar  r=  — 


r  — 2 


entre  x=:oetx=: •  C^est  la  tangente  horizontale 

à  la  branche  de  courbe  située  entre  les  asymptotes  O^ 
et  AB. 

Les  deux  autres  tangentes  horizontales  seront  réelles 

Fig.   2\ 


si  le  binôme  caractéristique,  dont  Texpression  (7)  est 
donnée  ci-dessus,  est  négatif,  c'est-à-dire  si  A  <  i  :  c'est 
lecasdesyîg'.  2,  2'  et  2''. 

Si  h  est  >'  I,  les  deux  tangentes  horizontales  devien- 
nent imaginaires  :  c'est  le  cas  de  la  /ig,  2'*. 

Lorsque  ces  tangentes  sont  réelles,  il  en  résulte  né- 
cessairement l'existence  de  deux  points  d'inflexion,  Tun 
entre  leurs  points  de  contact,  l'autre  au  delà  du  second 
point   de  contact.    Mais   ces   deux    points    d'inflexion 


(  43o  ) 

peuvent  persister  après  la  disparition  îles  deux  tan- 
gentes liorizontales,  comme  le  montre  la  fig.  2^.  Cher- 
chons donc  à  partir  de  quelle  valeur  de  A  ils  s'éva- 
nouissent. 

En  dérivant  l'expression  de  j'  écrite  plus  haut,  nous 
avons 

Les  abscisses  des  points  d*inflexion  sont  donc  données 

par  l'équation 

h  ( '}. .r  H-  I ) ♦  —  3* x'  =  o. 

Si  nous  faisons  encore  la  transformation 

0.x  -^\ 

—    —  -  /, 

X 

nous  obtenons  l'équation 

(8)  O-   ^/H-1-^^-'    r^O. 

fi  II 

Cette  équation  manquant  des  deux  termes  conséculils 
en  t*  et  en  /^  a  nécessairement,  en  vertu  d'un  théorème 
bien  connu,  deux  racines  imaginaires.  Les  deux  autres 
seront  réelles  tant  que  h  n'atteindra  pas  la  valeur  pour 
laquelle  l'équation  (8)  a  une  racine  double,  c'est-à-dire 
est  satisfaite  par  la  racine  réelle  de  sa  dérivée 

3^ 

L'élimination  de  t  entre  ces  équations  est  des  plus  fa- 
ciles. Si,  après  avoir  multiplié  la  seconde  par  7^  ou  la 
retranche  de  la  première,  on  a,  après  suppression  du 

I acteur  7-  > 
II 
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iruù 


/- 


8 
3 


li  un  résulte  d'abord  que 


I  J 

3-" 


Telle  est  Fabscissc  du  point  où  viennent  se  confondre 

les  deux  points  d'inflexion.   Portant  maintenant  cette 

valeur  de  t  dans  Téquation  dérivée  ci-dessus,  on  a 

37 
/*  =    ..  —  1 ,0678. . .. 

A  partir  de  cette  valeur  de  h  les  deux  points  d'inflexion 
disparaissent  et  Ton  a  la  forme  indiquée  sur  la  fig,  u'^. 

Fig.  2•^ 


11  nous  reste  à  examiner  les  deux  cas  spéciaux  pré- 
vus par  renoncé, 

3**  /i=o. 

Si,  dans  l'équation  (3),  on  fait  //  -^  o,  cette  C(juatîoii. 
bo  décompose  en 


./'  -  ■  n 


cl 
ou 
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('XX  -h  i)^y  -^  27  =  o, 


y  ==7: 


17 


{'IX -^l)^ 

Par  suite,  la  quarlîque  Q  se  décompose  en  l'axe  des  j 
et  la  cubique  unicursale  dont  1  équation  vient  d'être 
écrite  et  qui  admet  toujours  pour  asymptotes  les  droites 
Ox  et  AB(x  =  — i). 

Cette  cubique  {Jtg-  3)  coupe  Taxe  Oy  au  point  P 


Fig 

.  3. 

B 

3/ 

A 

0 

R^          *■ 

A 

/ 

p 

J 

1 

!/' 

r" 


dont  Tordonuée  est  j' =  —  27.  Elle  est  symétrique  par 
rapport  à  son  asymptote  AB. 

Ou  peut  remarquer  que  les  ordonnées  de  cette  cubique 
sont  les  inverses  changées  de  signe  de  celles  de  la  para- 
bole 

r= zi-^ 


qui  admet  AB  pour  axe  et  A  pour  sommet. 

En  se  reportant  à  Téquation  (a),  on  voit  que  les 
diverses  formes  de  la  quartiquc  Q  s'obtiennent  en  ajou- 
lanl  aux  ordonnées  do  cette  cubique  fixe  celles  de  Thy- 


perbole  variable 
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que  nous  av.ons  désiguée  par  H. 
4^  A=i. 
Diaprés   la  discussion   faite   pour  le   deuxième   cas 

h  étant  ici  compris  entre  ^t^  et  i,o6,  la  forme  correspon- 
dante de  la  courbe  appartient  à  Tune  des  variétés  des* 
sinées  sur  \e%Jig.  7,"  et  7.'".  En  réalité,  c'est  la  forme  de 
transition  entre  ces  deux- ci,  puisque  ce  qui  les  dis- 
lingue Tune  de  Tautrc,  à  savoir  la  réalité  des  tangentes 
horizontales,  se  modifie  précisément,  comnie  on  Ta  con- 
clu de  Pexpression  (7)  du  binôme  caractéristique, 
pour  A  =  I . 

Ainsi,  pour  cette  valeur  de  A,  on  a  donc  deux  tangentes 
horizontales  confondues,  autrement  dit  un  point  d*in- 


ti 


flexion  à  tangente  horizontale.  De  là,  la  forme  repré- 
sentée par  la  fîg,  4- 
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Pour  déterminer  les  laiigenles  liori  coulai  es,  il  sulTii 
d^ailleurs  de  faire  h  =  i  dans  l'é<|ualion  (6)  qui  devient 
alors 

ou 

Les  abscisses  des  points  correspondants  étant  données 

par 

.r  =  - , 

/  —  'À 

on  a,  pour  l'abscisse  du  point  d'inflexion  I  à  tangentu 

horizontale 

a:  =  i, 

et  pour  l'abscisse  du  second  point  J  h  tangente  horizon- 
tale 

I 
a*  =  —  -• 

8 

Les  ordonnées  correspondantes  sont,  on  vertu  dv 
Téquation  (îi)  où  l'on  fait  ::  -  -  1 , 

et 

V  —  —  80. 

En  résumé,  la  surface  (M),  ayant  à  Tinfini  une  droite 
triple  dans  le  plan  Ojz  et  une  droite  simple  dans  le 
plan  Ox2,  est  coupée  par  des  plans  de  cote  h  par  rap- 
port au  plan  Oxy  suivant  des  courbes  dont  la  forme 
varie,  ainsi  que  l'indique  le  Tableau  suivant  : 

^t    'o /<r-  <» 

^'-  o /^.  3, 

o  :A<  ^ >^.  2. 

3-?. 

/i-  ^ M'  '>\ 

§-/'<' ./ffr.  ■>: 


(  i^'^  ) 


h 


-   I 


««••••■••••a 


fi  g'    '>"* 


»•    ^ 
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Quastion  1772. 

i  tM7.  p.  M.) 

Trouver  le  lieu  des  points  M  tels  qiien  menant  à  une 
ellipse  les  tangentes  qui  la  touchent  en  \  et  h^  le  cercle 
circonscrit  au  triangle  MAB  soit  tangent  à  r ellipse. 

Même  question  pour  la  parabole.        (E.-N.  Rarisien.) 


SOLITION 

Par  M.  AuDiBERT. 


Soit  donnée  Tellipse 


•  w 


a*        b^ 


l'équation 


-T-  m  X  -\-  n) 


représente  une  conique  qui  passe  par  les  points  de  rencontre 
de  (i)  avec  deux  sécantes,  dont  Tune  est  la  polaire  de  M  (a,  p). 
La  condition  pour  que  l'autre  soit  tangente  à  (i)  et,  par  suite, 
à  (i)  est 

Pour  que  (2)  passe  par  M,  il  faut  que 

I  -h  X(  p  -'-  ma  -H  n)  r^  o. 
Enfin  {'?.)  sera  un  cerrlc,  si  l'on  a 


I   T-  mtxK 


\_ JiX 
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et 

a         m  3 
-  -  -t-  - .   -  =  o. 

£n  éliminant  X^  m  ci  n  entre  ces  quatre  dernières  équations, 
on  a  la  résultante 

ou 

(3)  p«  =  î riT-^  (a*sin»0-4-ô«cos»e), 

qui  représente  le  lieu  cherché. 

Mais  en  multipliant  (S)  avec  réquation  de  (i)  en  coordon- 
nées polaires, 

P*  ""  aîsin«0-+-6*cos»e' 
on  a 

pp,  =  a*  —  ù*. 

On  en  conclut  que  les  courbes  (i)  et  (3)  sont  transformées 
Tune  de  l'autre  par  rayons  vecteurs  réciproques. 

Le  môm^  calcul,  appliqué  à  la  parabole j"* —  ^px  =  o,  donne 
pour  résultante  la  parabole 

y^  =  ip{p  —  x), 

qui  n'est  autre  que  la  proposée  retournée  du  côté  des  x^  né- 
gatives, et  dont  le  sommet  est  transporté  au  point 

{yz=o^x  =p). 


OdESTIONS. 


554.  (1860,  464)'  —  On  a  fait  arriver  dans  un  poids  d*eau  a*, 
un  poids  p  de  vapeur  d'eau  à  d  degrés  sous  la  pression  de  c 
centimètres;  on  a  ainsi  porté  la  température  /  de  cette  eau  a 
la  température  /';  l'eau  est  renfermée  dans  un  vase  métallique 
pesant  k  kilogrammes  et  dont  la  chaleur  spécifique  est  m  : 
on  demande  la  valeur  de  x. 
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NIIXIÉIR  CONCOURS  ||S^  <  ROUVELUS  ANNALES  » 

•    /.       1    <    •    ", 


/ 

.  V^  if     '    .      ^-^ 


Contrairement  à  ce  quiV^UéjJtiâijqiu^par  erreur  dans 
le  numéro  de  juin  1899,  p.  246,  le  concours  est  ouvert 
à  tous  les  lecteurs  des  Nouvelles  uénnales. 

Note  DB  La  Rédaction. 


[F8f?] 

SUR  LES  SYSTÉMBS  DB  TROIS  RELATIONS 
MUBLEMENT  ODAMATIOUES  ENTRE  TROIS  VARIABLES  ; 

Par  m.  g.  FONTENÉ  et  R.  BRICARD. 


On  connaît  les  polygones  de  Ponceict  et  les  recber- 
clies  de  MM.  Hart,  Kempe  et  Darboux  sur  les  systèmes 
de  quadrilatères  articulés.  Des  recherches  analogues 
entreprises  séparément  par  chacun  de  nous  (^Nouvelles 
Annales  de  Mathématiques^  1897  :  Extension  des 
polygones  de  Poncelet;  Journal  de  Mathématiques 
pures  et  appliquées,  1897  *  T^^^orie  de  V octaèdre 
articulé;  Bulletin  de  la  Société  mathématique  de 
Francey  1897  :  Sur  les  fonctions  elliptiques  du  second 
ordre)  ont  abouti  a  un  échange  de  vues  d*où  est  résulté 
le  Mémoire  que  nous  publions  aujourd'hui. 

L'objet  de  ce  Mémoire  est  : 

i"  La  recherche  des  conditions  dans  lesquelles  trois 
relations  doublement   quadratiques  entre  trois  va- 

Ann.  de  âfathémat.,3*  séy\Cf  t.  XVHI.  (Octobre  1899.)      28 
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viables 

admettent  une  infinité  de  solutions,  sans  que  la  der- 
nière soit  le  résultat  complet  de  rélimination  de  z  entre 
les  deux  premières,  F3  devant  être  seulement  Tun  des 
deux  fadeurs  du  résultant,  et  deux  cas  sont  à  distinguer 
selon  que  les  relations  sont  de  genre  un  ou  de  genic 
zéro  ; 

2*^  La    démonstration    formelle    du    fait    suivant    : 
Ecrivons 

(1)  Fi(7,  5)  =  o,         Vt{z,x)  =  o,         Fj(:r,j')  =  o, 

(2)  ^=/,(w),  y=:/i(u),  z=/3(u), 

(  2  )  ar  =  7^— — -  *         y  =  ;=;— ; — -  »  z  = 


(3) 


Qi(w)         '       Qi(M)  Qj(") 

A  xyz  H-  B 1  yz  -i-.-.-4-Gia^-+-...-hD  =0, 
A'a^^a  H-  B',^5  -h. . .-+-  C,  ^  -h. .  .-H  D'=  o: 


les  relations  (i),  de  genre  un  ou  de  genre  zéro,  sont 
supposées  compatibles  de  la  manière  indiquée  ;  les  / 
sont  des  fonctions  elliptiques  du  second  ordre  aux 
mêmes  périodes,  à  sommes  de  pôles  distinctes  ;  les  P  ei 
les  Q  sont  des  polynômes  du  second  degré  ;  les  rela- 
tions (3)  sont  linéaires  par  rapport  à  chacune  des  va- 
riables^ nous  établirons,  pour  le  cas  où  le  genre  est 
un,  Véquiv^alence  des  relations  (i)  supposées  compa- 
tibles de  la  manière  indiquée  et  des  formules  (2), 
V équi\falence  des  relations  (3)  et  des  relations  {})  ou 
des  formules  (2);  et,  pour  le  cas  oà  le  genre  est  zéro, 
l'équivalence  des  relations  (i)  Gt  des  formules  (2'),  en 
observant  quon  a  alors  une  seule  relation  de  la 
forme  (3). 

Le  premier  paragraphe  est  consacré  au  premier  pro- 
blème. Les  deux  paragraphes  suivants  se  rapportent  h  la 
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dernière  queslion ;  eu  indiquant  par  le  signe  i  ^y'A  le 
passage  de  (i)  à  (3),  nous  établirons  les  passages  sui- 
vants : 

1  ^  _ 


ce  qui  suffît;  le  second  paragraphe  est  relatif  à  Téquiva- 
lence  de  (1)  et  (2),  et  le  passage  de  la  relation  F|  =  o 
aux  formules  y  =f2{u)^  z=fi{u)  est  établi  par  une 
méthode  difTéreute  de  celle  que  Ton  trouve  dans  l'Ou- 
vrage d'Halphen;  dans  le  troisième  paragraphe  on  éta- 
blit le  passage  de  (2)  à  (3),  et  le  passage  de  (3)  à  (i)  est 
immédiat;  on  pourrait,  au  lieu  d'établir  le  passage 
de  (a)  à  (3),  établir  directement  l'équivalence  de  (1) 
et  (3),  comme  dans  l'article  déjà  cité  du  Bulletin;  le 
passage  direct  de  (3)  à  (2)  par  le  calcul  semble  devoir 
èire  artificiel. 

Si  Ton  regarde  x,  7 ,  :;  comme  des  coordonnées  car- 
tésiennes, les  relations  (1),  ou  les  formules  (2)  ou  (2'), 
ou  les  relations  (3)  quand  elles  ont  lieu,  représentent 
une  sexlique  gauche  à  trois  points  doubles,  de  genre  un 
ou  de  genre  zéro,  ces  deux  sextiques  étant  d'ailleurs  bien 
diOérenles  :  nous  considérerons  ces  sextiques.  Elles 
forment  un  schéma  commode  pour  les  problèmes  du 
genre  de  ceux  dont  il  a  été  parlé,  et  l'on  verra  que  l'on 
peut  réduire  ces  schémas  à  ceux  d'une  cubique  plane  de 
genre  un  ou  d'une  cubique  gauche;  M.  Darboux  a  déjà 
employé  la  cubique  plane  :  en  posant,  pour  un  quadri- 
latère plan  articulé  ÂBCD, 

a:  =  cos(io,  AB)-h  i8in(a>,  AB),         ..., 

où  ci>  est  un  axe,  on  a  les  deux  relations 

,  ,,  a        b        c       d 

ax  -+-  ov  -+-  rs  -h  «^  =  o,  ! ! 1 —  =0, 

^  '  X        y       z        t 
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qui  sont  de  la  forme  (3)  quand  on  regarde  /  comme  une 
constante. 

I. 

1.  Considérons  trois  relations  doublement  quadra* 
tiques  indécomposables, 

(0        F,(j-,z)  =  o,        F,(z,a?)  =  o,        F,(x,^)=o; 

la  première,  par  exemple,  peut  être  ordonnée  par  rap- 
port à  2  ou  par  rapport  à  j^,  et  Ton  a 

Z\y^^^Z\y  +  r[  =  o, 

\  Xijr^-f- =  o, 

\  Yix»^ =  0, 

Y',,  Y'j,  Y'*,  par  exemple,  étant  trois  polynômes  du 
second  degré  en  j.  Cherchons  à  quelles  conditions  ces 
relations  admettent  une  infinité  de  solutions. 

S.  Il  peut  arriver  d'abord  que  les  trois  relations  se 
réduisent  d^elles-mêmes  a  deux  :  y  etz  vérifiant  F|  =  o, 
les  deux  équations  en  x  auront  leurs  deux  racines  com- 
munes, de  sorte  que  Fi  =  o  doit  être  identique  à 


Yi      y;      r 

"î 

2 


z;  ""  z';  ~  z" 


Ce  cas  se  produit  lorsque  F|  =  o  et  F^  =  o  sont  des 

Y  Z 

relations  homographiques  entre  ^  ^'^  Y'^  d'une  part, 

Z        X 

^  et  =T7y  d'autre  part,  X  et  X\  par  exemple,  étant  des 

polynômes  du  second  degré  en  x,  auquel  cas  l'élimina- 

Z 

tion  de  j>  donne  une  relation  de  même  forme  entre 
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\        Y 

vT  (^t  v^;  on  peut  ramener  les  relations  à  la  forme  simple 

X  _  Y  _  Z 
X'    "  Y^  "  Z'' 

dont  les  i4  paramètres  apparents  se  réduisent  facilement 
à  12  paramètres  effectifs;  une  transformation  homogra- 
phique  permet  même  de  réduire  ces  relations  à  des  rela- 
tions homographiques  entre  j:*,  y^^  z^.  Nous  écarterons 
ce  cas. 


3.  Une  relation  doublement  quadratique  Fi  (j^,  z)  =  o, 
lion  décomposable,  peut  s'écrire 

(Z;^-^z;)»-t-,  =  o,      y^^J'l^^, 

X'i  étant  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  z^  non 
carré  parfait,  et  pouvant  se  réduire  accidentellement  à 
un  degré  moindre.  Nous  appellerons  valeurs  critiques 
de  z  les  valeurs  finies  de  cette  variable  qui  donnent 
pour  y  deux  valeurs  égales  :  ce  sont  les  quatre  racines 
de  Téquation  i,  =:  o; 

1^  Si  elles  sont  au  nombre  de  quatre  ou  de  trois,  et 
si  elles  sont  distinctes,  la  relation  est  de  genre  un, 

d'après  \/ib|  ; 

2«  Si  Ion  a  i:i==(C,2  +  C;)^xZ|,  Z,  étant  un 
polynôme  du  second  degré  en  z^  la  relation  est  de  genre 
zéro;  on  peut  suivre  ces  faits  sur  la  courbe  Y  s  (y  y  z)  =  o, 
quartique  binodale,  ou  cubique  anodale  dans  le  premier 
cas,  quartique  trinodale,  ou  cubique  nodale,  ou  conique 
dans  le  second  cas. 

Les  quatre  valeurs  critiques  de  y  sont  données  par 
une  équation  ^'i  =  o  analogue  à  Téquation  2jt  =  o.  Le 
rapport  anharinoni(|ue  des  y  critiques  pris  dans  un  cer- 
tain ordre  est  égal  à  celui  des  z  critiques  pris  dans  un 
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ordre  convenable;  si  un  z  critique  est  double,  un  y  cri- 
tique est  double.  Pour  établir  ce  fait,  on  peut  observer 
qu'une  substitution  honiographique  (trois  paramètres) 
efTectuée  sur  Tune  des  variables  permet  de  transformer 
la  relation  donnée  en  une  relation  symétrique  (trois 
conditions),  comme  on  le  voit  d'ailleurs  dans  le  Traité 
des  fonctions  elliptiques  d'Halphen,  t.  II,  Chap.  IX;  on 
peut  encore  remarquer  que  des  substitutions  homogra- 
phiques  effectuées  sur  les  deux  variables  permettent  de 
faire  que  zéro  et  TinGni  soient  critiques  pour  j^,  cri- 
tiques pour  2,  ce  qui  réduit  la  vérification  k  un  calcul 
très  simple,  la  relation  prenant  la  forme 

i\yz  -hhy  -^C,z  -r-DY—  fxyz  =  o\ 

un  calcul  moins  simple  se  trouve  dans  le  Traité  des 
courbes  planes  de  Salmon,  à  propos  des  quarliques  bi- 
nodales  :  on  fait  disparaître  les  termes  du  troisième 
degré. 

Théorème.  --  Etant  données  deux  relations  double- 
ment quadratiques  F,  (  7  ,  :;)  =  o,  F2  (  2,  Jr)  =  o,  indé- 
composables, les  conditions  pour  que  la  relation 
entre  x  et  y  qui  en  résulte  se  décompose  en  deux  rela- 
tions F3(a:,  ^  )  :=  o,  ^^(x, y)  =  o,  qui  seront  double- 
ment quadratiques^  sont  les  suiv^antes  : 

1^  Si  l'une  des  relations  est  de  genre  un^  Vautre 
doit  être  aussi  de  genre  un,  et  les  quatre  valeurs  cri- 
tiques de  la  variable  commune  z  doivent  être  les 
mêmes  dans  les  deux  relations; 

2**  Si  Vune  des  relations  est  de  genre  zéro,  Vautre 
doit  être  aussi  de  genre  zéro^  et^  après  qu'on  a  écarté 
la  valeur  critique  double  de  z  qui  existe  dans  chacune 
des  deux  relations^  et  qui  n^est  pas  astreinte  à  être  la 
même  de  part  et  d^autra^  les  deux  valeurs  critiques 


r 
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restantes  de  cette  variable  z  doiv^ent  être  les  mêmes 
dans  les  deux  relations;  la  valeur  critique  double  peut 
d'ailleurs  manquer  dans  l'une  des  relations^  ou  dans 
les  deux. 

La  décomposition  deinaiidéc  étant  supposée  avoir 
lieu,  si  Ton  considère  des  valeurs  de  r  et  de  z  vérifiant 
F|  =  o,  on  a  pour  x  deux  valeurs  algébriquement  se- 
parables  (dout  Tune,  par  exemple,  est  la  racine  com- 
mune aux  deux  équations  F*i=  o,  F3=  o)-,  chacune  de 
ces  deux  valeurs  de  x  est  donc  fonciioii  rationnelle 
de  j^  et  ^,  en  tant  que  j^  est  lié  à  z  par  la  relation 
P{  =  o;  les  deux  relations  primitive.^  étant 

Z  j  jt'  -+-  '1  Z\  j:  -f-  Z'J  —  o, 

l'expression  de  x  en  z  fournie  par  la  secoudc  doit  être 
une  fonction  rationnelle  de  z  et  de  l'expression  de  y 
en  z  fournie  par  la  première;  comme  on  a 

—  7;;- -v'^-i  -  z;-^- y/::, 

J     -  ~ y-  y  •< y-, » 

on  doit  avoir  identiquement,  pour  une  association  con- 
venable des  signes, 

—  z;  ri  v^T^  _  u  ( ^    —  Z",  àz  v/ii  \ 

z,         ■  *^  V^'       /m      "/ 

Vi^z^y)  étant  une  fonction  rationnelle^  le  produit  %^  %2 
doit  donc  être  un  carré  parfait,  d'où  il  suit  que  les  con- 
ditions du  théorème  sont  nécessaires. 

Montrons  qu'elles  sont  suffisantes  : 

i''  Si  J&i  est  un  polynôme  du  quatrième  ou  du  troi- 
sième degré  sans  facteur  carré,  on  peut  supposer  %2 
identique  à  ^1,  et  écrire,  on  supprimant  l'indice  de  î?, 
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d'où  Ton  déduit,  pour  une  même  valeur  de  z, 

rela  entraine  la  décomposition  indiquée,  une  valeur 
de  y  donnant  deux  valeurs  de  x,  et  inversement,  lors- 
qu'on a  choisi  Tun  des  deux  signes. 

2°  Si  isi  est  de  la  forme  (C|  z  -h  C',)-xZ,  îoj  est  par 
hypothèse  de  la  forme  (C2-  4-  C!,).-  X  Z,  et  l'on  obtienl 


(j|  z  -+-  C«  j         Cij  z  -+-  Cj 


=  0, 


ce  qui  entraîne  encore  la  décomposition  cherchée. 

On  doit  observer  que,  dans  un  cas  comme  dans  raulre, 
le  système  des  deux  relations  F|  =  o,  F2  =  o  doit  satis- 
faire à  quatre  conditions,  de  sorte  qu*il  reste  12  para- 
mètres; mais  les  deux  cas  sont  très  différents  l'un  de 
l'autre,  les  polynômes  j&i  et  i>2  étant  identiques  dans  le 
premier  cas,  et  ne  l'étant  généralement  pas  dans  le 
second  puisque  la  valeur  critique  double  de  z  n'est  pas 
la  même  pour  les  deux  relations  :  le  second  cas  ne  se 
rattache  au  premier  que  si  cette  valeur  critique  double 
devient  la  même  dans  les  deux  relations,  ce  qui  sup- 
prime un  paramètre. 

i.  Quand  la  décomposition  précédente  a  lieu,  si  ron 
désigne  par  V^(x,j)  =  o  Tune  des  deux  relations 
fournies  par  Télimination  de  z,  on  a  un  système  (i) 
satisfaisant  aux  conditions  requises.  En  cberchaul  û 
définir  simplement  la  relation  F3=  o,  on  peut  dire  : 

Corollaire  I.  —  Etant  données  trois  relations  dou- 
blement quadratiques  (i),  dont  l'une  est  de  genre  un, 
les  conditions  pour  (jumelles  admettent  une  infinité  de 
solutions,  av^ec  un  x  unique  pour  y  et  z  vérifiant 
F4  =  o,    ...,  sont  les  suivantes  :  les   trois  relations 
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doivent  être  de  genre  un,  les  quatre  valeurs  de  chaque 
variable  qui  sont  critiques  pour  l'une  des  deux  autres 
variables  doivent  être  critiques  pour  la  troisième ^  ce 
qui  fait  onze  conditions  et  non  douze  {à  cause  de  l'éga- 
lité de  rapports  anhannoniq ues  dont  on  aparlé)^  et  il 
faut  encore  une  condition*  Il  reste  1 2  paramètres.  La 
recherche  de  la  dernière  condition  paraît  difficile;  un 
Cad  particulier  est  donné  dans  V article  cité  des  Nou- 
velles Annales. 

Corollaire  II.  —  Si  l'une  des  relations  (1)  est  de 
genre  zéro,  les  trois  relations  doivent  être  de  genre 
zéro  (trois  conditions),  les  deux  ^valeurs  de  chaque 
variable  qui  sont  critiques  pour  l'une  des  deux  autres 
variables  doivent  être  ciitiques  pour  la  troisième,  ce 
qui  fait  six  conditions,  et  il  faut  encore  trois  condi^ 
lions.  Il  reste  1 2  paramètres, 

5.  Avec  des  coordonnées  cartésiennes,  les  équations 
F|  =  o,  Fa  =  o  représentent  en  général  une  courbe 
gauche  du  douzième  ordre,  plus  la  droite  à  TinGni  du 
plan  des  xy  prise  quatre  fois;  il  peut  arriver  (n"  2)  que 
la  projection  de  cette  courbe  sur  le  plan  des  xy  ait  une 
équation  de  la  forme  F3  ^1^  o.  Dans  les  conditions 
indiquées  au  n®  3,  cette  courbe  se  décompose  en  deux 
sextiques  gauches,  dont  Tune  est  représentée  par  les 
trois  équations  (i)  :  cette  sextique  gauche  a  pour  points 
doubles  les  points  à  V infini  A,  B,  C,  sur  les  axes,  et 
elle  dépend  de  1 2  paramètres^  les  points  doubles  étant 
donnés;  elle  peut  être  de  genre  un  ou  de  genre  zéro, 
ce  qui  forme  deux  cas  très  distincts;  la  sextique  de 
genre  zéro  ne  devient  un  cas  particulier  de  la  sextique 
de  genre  un  que  si  la  valeur  critique  double  de  z  est  la 
même  dans  F|  et  F,;  elle  a  alors  un  point  double,  gêné- 
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ralcment  nodal,.  et  qui  peut  être  cuspidal.  Réciproque- 
ment, toute  sextique  gauche  à  trois  points  doubles  Â, 
n,  C,  ces  points  doubles  étant  à  Tinfini  sur  les  axes,  est 
représentée  par  trois  équations  telles  que  (i)  :  le  cylindre 
projetant  pour  la  direction  OA,  par  exemple,  est,  en 
eflet,  d^ordre  6  —  2,  puisque  A  est  un  point  double  de 
la  courbe,  etc. 

II. 

6.  Considérons  les  formules 

(9.)        x^fx(u\         y=A{ti).         -=/s(m), 

^''^      ^-Q^ôô'      -^"OTôô^       ^~q7^' 

les/ sont  des  fonctions  elliptiques  du  second  ordre  aux 
mêmes  périodes,  à  sommes  de  pôles  distinctes,  et  les 
i4  paramètres  apparents  des  formules  (2)  se  réduisent 
à  12  paramètres  effectifs  par  la  substitution  de  ma-\-n 
k  u  ;  les  P  et  les  Q  sont  des  polynômes  du  second  degré, 
et  les  i5  paramètres  apparents  des  formules  (2')  se  ré- 
duisent à  12  par  une  substitution  homographique.  Les 
formules  (2)  ou  (2')  considérées  en  elles-mêmes  repré- 
sentent la  seiiiquc  à  trois  points  doubles  A,  B,  C,  de 
genre  un  ou  de  genre  zéro^  une  sextique  à  trois  points 
doubles  est  d^ailleurs  de  genre  un  ou  de  genre  zéro^ 
comme  il  résulte  de  ce  qu'on  a  dit  à  la  fin  du  n^  5  : 
comme  la  sextique  générale  de  genre  un  ou  zéro  dépend 
de  24  paramètres,  ainsi  qu'on  le  voit  par  la  représen- 
tation paramétrique,  une  sextique  à  trois  points  doubles 
dépend  de  2 1  paramètres,  et  il  en  reste  1 2  si  l'on  donne 
les  points  doubles. 

7.  Pour  montrer  Téquivalcnce  de  (i)  et  (?.),  nous 
rappellerons  d'abord  des  faits  connus,  que  nous  établi- 
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rons  en  généralisant  Temploi  do  la  méthode  donnée 
dans  rOuvrage  d'Halphen  pour  le  cas  où  la  relation 
F|  =  o  est  symétrique.  Deux  fonctions  elliptiques  du 
second  ordre  d'un  même  argument, /i(w)  et/s(a),  aux 
mêmes  périodes,  les  sommes  de  pôles  étant  distinctes, 
sont  liées  par  une  relation  doublement  quadratique  de 
genre  u/i,  qui  reste  inaltérée  quand  on  change  ix  en 
mu  -f-  72;  les  nombres  de  paramètres  font  prévoir  la  réci- 
proque.  L'équation   différentielle  relative  à  F|(j^,  5), 

soit 

(Z; J-  -^  Z;  )dy  -+-  ( y;  z^\'[)dz  =  o, 

devient,  avec  des  signes  convenables  des  radicaux, 

dy  dz 

on  peut  donc  écrire 

— ^  =  h  du,         -~=z  =  A  duy 

et  l'on  ày  =f2{u)y  z  =f^(^u)^f2  et /a  étant  des  fonc- 
tions elliptiques  du  second  ordre;  comme,  d'ailleurs, 
les  racines  des  deux  polynômes  ^^  eti)«  sont  équianhar- 
moniques,  de  sorte  que  ces  polynômes  ont  même  inva- 
riant absolu,  le  rapport  des  périodes  est  le  même  pour 

A" 
les  deux  fonctions,  et,  en  disposant  de  jt  on  peut  faire 

que  ces  deux  fonctions  aient  les  mêmes  périodes.  Il 
reste  un  facteur  arbitraire  /i,  et  deux  constantes  d'inté- 
gration dont  l'une  dépend  de  l'autre  par  la  condition  que 
y  =z/.2(u)  et  z  =fz{u)  satisfassent  à  la  relation  Fi  =  o 
non  différenliée;  cela  revient  à  dire  que  Ton  peut  rem- 
placer u  par  mu  -h  n  comme  on  l'a  déjà  dît.  Un  z  cri- 
tique est  un  z  qui  donne  pour  u  deux  valeurs  égales  aux 
périodes  près.  (La  relation  entre  l'invariant  absolu  de 
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l'équation  diiTérenticlle  et  le  rapport  dos  périodes  esl 
bien  connue  pour  la  fonction  pu^  ce  qui  suffi l  à  réta- 
blir d'une  manière  générale  :  pour  pu,  on  la  trouve,  par 
exemple,  dans  V Abrégé  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques,  de  M.  Ch.  Henry;  la  méthode  d'Halphen, 
pour  Téquation  dissymétrique  F|  =  o,  est  indépendante 
de  cette  relation,  et  en  fournit  par  suite  une  démon- 
stration indirecte  :  on  se  donne  ^i  et  3S)|  ayant  même 
invariant  absolu,  on  considère  la  relation  correspon- 
dante F|  (y,  z)  =  o,  etc.). 

Cela  posé,  le  passage  de  (2)  à  (1)  est  immédiat.  Le 
passage  inverse,  quand  les  relations  (1)  sont  de  genre  un, 

»e  fait  en  écrivant 

dx         dy         dz 

8.  Eu  partant  d'une  relation  F4  =  o  de  genre  zéro,  la 
marche  précédente  donne  pour  y  vt  z  des  formules 
réductibles  à  la  forme  suivante  : 

sin  (  —  —  b\  sin  ( b'\ 

si„(5f-.')si„(^-.") 

avec  8  paramètres  que  la  substitution  de  u  -|-  const.  à  u 
réduit  h  7  ;  cette  forme  de  la  réponse  est  un  cas  singu- 
lier de  celle  relative  au  cas  où  la  relation  F|  =  o  est  de 
genre  un.  Mais  le  cas  où  les  trois  relations  (1),  suppo- 
sées de  genre  zéro,  admettent  une  infinité  de  solutions, 
ne  rentre  pas  dans  le  cas  des  relations  de  genre  un,  et 
la  réponse  aux  relations  (1  )  n'est  pas  fournie  par  trois  for- 
mules analogues  à  la  précédente.  En  posant  tang-  =U, 

on  arrive  aux  formules  (9/),  lesquelles,  a  priori,  con- 
viennent à  ce  cas. 
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Dans  le  cas  singulier  où  la  sexii<]ue  de  genre  zéro, 
ajranl  un  poinldoublc,  rentre  dans  la  sextique  de  genre 
un,  on  a 

dx  _  dv  _^  dz 

et  l'on  a  alors  trois  formules  telles  que  la  formule  ci- 
dessus,  avec  1 1  paramètres  ;  le  point  double  est  le 
point  (a,  |3,  y).  Si  le  point  double  est  cuspidal,  on  a  les 

mêmes  formules  avec A  au  lieu  de  sin (  -  —  b\y    •  • 

1  \^  J 

c'est-à-dire  que,  dans  les  formules  (2'),  la  somme  des 
racines  de  Q/  est  alors  égale  à  la  somme  des  racines 
de  P,. 

III. 

9.  Arrivons  aux  relations 

(  A  jy^j -h  B|  j^-5 -f-. .  .-h  Cl  a?  H-.  ..>+- D  =0.     ou     S=o, 
\  \'xyz-^B\yz-i-. .  ,-^C\t -h..  .-1-iy  =0,     ou     S'=o, 

dont  les  i4  paramètres  apparents  se  réduisent  à  is 
parce  que  Ton  peut  prendre  S  -H  XS'=  o,  S  -H  [xS'=  o, 
ce  qui  permet  de  supprimer  le  terme  eu  xjz  dans  l'une 
des  relations  et  le  ternie  indépendant  dans  l'autre  :  nous 
établirons  le  passage  de  (2)  à  (3);  pour  le  cas  où  les 
relations  (i)  sont  de  genre  zéro,  ce  qui  donne  les  for- 
mules (2'),  on  aura  encore  une  relation  (3).  Nous  con- 
sidérerons d'abord  les  relations  (3)  en  elles-mêmes. 

Une  surface  du  troisième  ordre  S,  ayant  pour  points 
doubles  les  points  à  TinGni  A^  6,  C,  contenant  par 
suite  les  droites  BC,  CA,  AB,  est  représentée  par  une 
équation  (3).  Deux  surfaces  de  cette  nature  ont  pour 
intersection  iacomplète  une  sextique  gauche  par  laquelle 
passent  toutes  les  surfaces  du  faisceau  S  +  XS'=o; 
cette  sextique   est  en  particulier  sur  une   quadrique, 
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dont  les  génératrices  sont  les  droites  qui  rencontrent  la 
sextique  en  trois  points;  elle  a  pour  points  doubles  les 
points  Â,  B,  C. 

Le  théorème  de  Lamé  sur  l'existence  d'un  huitième 
point  commun  aux  quadriques  qui  passent  par  7  points 
lient  à  ceci  :  une  quadrique  dépend  de  9  paramètres,  cl 
trois  quadriques  ont  9  —  i  ou  8  points  communs;  ou 
prend  alors  9  —  2  ou  7  points.  On  a  ici  des  surfaces  S 
qui  dépendent  de  7  paramètres,  et  trois  de  ces  surfaces 
ont  7  —  I  ou  6  points  communs  (en  négligeant  les 
droites  à  Tinfîni),  puisque  deux  d'entre  elles  ont  pour 
intersection  une  sextique  ayant  les  points  A,  B,  Cpour 
points  doubles,  de  sorte  que  la  troisième  donne  1 8  points 
d'intersection  dont  4  sont  confondus  en  Â,  4  en  B, 
4  en  C,  ce  qui  laisse  6  points  d'intersection  à  distance 
finie.  Dès  lors,  si  l'on  assujettit  la  surface  à  passer 
par  S  points  ri  on  nés,  comme  elle  dépend  encore  de 
2  paramètres,  son  équation  sera  de  la  forme 

SH-)iS'-+-fjiS'=  o, 

et  elle  passera  par  le  sixième  point  commun  aux  trois 
surfaces  S,  S',  S".  Il  serait  intéressant  de  construire  ce 
sixième  point,  connaissant  d'ailleurs  les  directions  qui 
fixent  les  trois  points  doubles  A.,  B,  C. 

Si  Ton  considère  la  sextique  qui  est  la  courbe  com- 
mune aux  surfaces  du  faisceau  S  -h  XS'=  o,  cinq  points 
de  cette  courbe  en  déterminent  un  sixième,  qui  est  le 
dernier  point  commun  aux  surfaces  du  troisième  ordre, 
à  trois  points  doubles  A,  B,  C,  passant  par  ces  cinq 
points.  Les  surfaces  du  troisième  ordre,  à  trois  points 
doubles  A,  B,  C,  qui  passent  par  six  points  de  la  sex- 
tique ne  formant  pas  un  système,  contiennent  la  sextique, 
et  forment  le  faisceau  S  -f-  XS'  =  o. 


(  15.   ) 

10.  Montrons  inaintcnanl  que  la  sexlique  (2),  c'est- 
à-dîre  la  sextique  à  trois  points  doubles  de  genre  un,  est 
identique  à  celle  considérée  ici,  ce  qui  établira  le  pas- 
sage de  (2)  à  (3).  Cette  s^^xtique  (2)  admettant  les 
points  A,  B,  C  comme  points  doubles,  une  surface  du 
troisième  ordre,  à  trots  points  doubles  A,  B,  C,  la  ren- 
contre en  six  points  distincts  des  points  A,  B,  C;  les 
arguments  de  ces  six  points  sont  donnés  par  Téquation 

^/lAA-^  B/i/s-^-. .   H-  E/,  -h. . .-+-  H  =  o, 

dont  le  premier  membre  est  une  fonction  elliptique  du 
sixième  ordre;  ces  arguments  ont  une  somme  constante, 
quelle  que  soit  la  surface  du  troisième  ordre  considérée, 
de  sorte  que  5  des  6  points  déterminent  le  sixième.  Dès 
lors  si  Ton  assujettit  la  surface,  qui  dépend  de  7  para- 
mètres, à  passer  par  6  points  de  la  sextique  ne  formant 
pas  un  système,  elle  aura  avec  elle  plus  de  6  points 
communs  distincts  de  A,  B,  C  et  la  contiendra^  elle 
dépendra  d'ailleurs  d'un  paramètre,  et  Ton  aura  le  fais- 
ceau S  -f-  XS'=  o.  Si  les  deux  surfaces  S  et  S'  sont  tan- 
gentes, on  a  la  sextique  nodale  (ou  même  cuspidaie)  de 
genre  zéro  dont  on  a  parlé. 

11.  La  sextique  générale  à  trois  points  doubles,  de 
genre  zéro,  est  sur  une  surface  du  troisième  ordre  S 
ayant  pour  points  doubles  les  points  doubles  de  la  sex-» 
tique.  D*ailleurs,  toute  sextique  est  sur  une  surface  du 
troisième  ordre  ;  pour  une  sextique  à  trois  points  doubles 
A,  B,  C,  on  a  des  surfaces  du  troisième  ordre  dépendant 
de  3  paramètres,  ce  qui  explique  le  résultat  précédent. 

IV. 

12.  Les  deux  sextiques  gaucbes  à  trois  points  doubles 
A,  B,  C,  de  genre  un  et  de  genre  zéro,  comprennent 
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comme  cas  particuliers  les  deux  quartiqaes  f^auches, 
biquadratique  gauche  et  quartique  gauche  de  seconde 
espèce,  passant  en  A,  B,  C.  (On  sait  que  la  quartique 
gauche  de  seconde  espèce  est  Tintersection  d*une  qua- 
drique  et  d'une  surface  du  troisième  ordre  contenant 
deux  génératrices  d'un  même  système  de  la  quadrique; 
le  cône  qui  a  pour  sommet  uu  point  de  la  courbe,  et 
pour  directrice  la  courbe,  est  uu  cône  du  troisième  ordre 
ayant  pour  droite  double  une  génératrice  de  la  qua- 
drique appartenant  au  système  précédent.)  Avec  les  rela- 
tions (i),  le  terme  en  j^z^  manque  pour  F^, . . .  :  les 
projections  sont  des  cubiques  anodales  ou  nodales,  ré- 
sultat conforme  à  ce  qui  précède.  Avec  les  formules  (2) 
et  (a'),  il  suffit  de  supposer  que  les  trois  fonctions /ont 
un  pôle  commun,  ou  que  les  trois  polynômes  Q  ont  une 
racine  commune.  Avec  les  relations  (3),  il  faut  faii'c 
A=o,  A'=o;  pour  la  quartique  de  genre  zéro,  on 
obtient  une  quadrique  passant  par  la  courbe  :  les  ge'né- 
ratrices  du  système  indiqué  plus  haut  sont  les  droites 
qui  rencontrent  la  courbe  en  trois  points  ;  cette  qua- 
drique est  d'ailleurs  l'enveloppe  des  plans  qui  coupent 
la  courbe  eu  quatre  points  équianharmoniques  (La- 
guerre,  Nou\^elles  Annales  de  Mathématiques,  î*'  sé- 
rie, t.  XI,  p.  ^7.o)\  a  priori,  toute  quartique  gauche  est 
sur  une  quadrique.  La  sextique  nodale  ou  cuspidale 
donne  la  quartique  nodale  ou  cuspidale. 

Pour  la  cubique  gauche  dont  les  points  à  l'infini  sont 
sur  les  axes,  les  projections  (i)  sont  des  coniques;  les 

formules  ('2')  se  réduisent  à  ^  =  A >  •  • .  :  les  sur- 

^     ^  u  —  a 

faces  (3)  sont  des  quadriques  en  nombre  doublement 
infini. 

13.   Les  deux  sextiques  considérées   comprennent 
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encore,  comme  cas  particuliers  remarquables ^  la  cu- 
bique plane  de  genre  un  dont  les  points  à  V infini  sont 
dans  les  plans  de  coordonnées,  et  la  cubique  gauche 
dans  les  mêmes  conditions.  Avec  les  formules  (2)  ou 
(2'),  il  suffit  de  supposer  que  les  trois  fonctions  /  ont 
deux  à  deux  un  pôle  commun,  ou  que  les  trois  poly- 
nômes Q  ont  deux  à  deux  une  racine  commune;  dans 
le  premier  cas  on  a  les  formules 

ff(M  — a')(j(K  —  a')  <T(tt  —  6')  <t(m  — 6') 

«r  ^s  A j y      y  =s  D >  •  •  •  > 

a(a  —  o)<t{u  —  c)        "^  g{u  —  c)(j(a  —  a) 

et  l*on  vérifie  aisément  que  les  points  à  l'infini  sont  en 
ligne  droite,  ce  qui  vérifie  le  fait  que  la  courbe  est  plane, 
en  s'assurant  que  les  trois  relations  par  lesquelles  on 
exprime  qu'un  plan  contient  ces  trois  points  se  réduisent 
à  deux  :  on  se  sert  des  relations  af-\-  a"=  6  +  c, . . ,, 
d'où  l'on  déduit  (b  —  a') -f- (c  —  a'')  =  o,....  L'une 
des  surfaces  (3)  est  un  plan. 

11.  La  transformation 
(i)  xX=yY  =  zl  =  j, 

qui  change  généralement  la  sextique  en  une  courbe  de 
même  nature,  la  change  en  une  quartîque  gauche,  bi- 
quadratique  gauche  ou  quartîque  de  seconde  espèce, 
quand  l'origine  des  coordonnées  est  prise  sur  la  courbe; 
ou  peut  le  voir  sur  (1),  (2)  ou  (3). 

Par  un  choix  com^enable  de  l'origine,  la  transfor- 
mation (4)  change  la  sextique  de  genre  un  en  une  cu- 
bique plane,  la  sextique  de  genre  zéro  en  une  cubique 
gauche,  La  courbe  doit  rencontrer  O' x' ,  Oj',  O' z'  : 
l'origine  doit  être  sur  la  seconde  courbe  commune  aux 
deux  cylindres  Fi  =  o,  Fj  =  o,  et  sur  le  cylindre  F3= o. 
Pour  une  scxlique  de  genre  un,  si  Ton  désigne  par  Wi 
Ann.  de  Afathémat.,  Z' <>évic,  l.  XVIII.  (Octobre  1S99. )  29 
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la  somme  des  pôles  de  //,  on  détermine  trois  arguments 
a,  b^  c  parles  relations 

ce  ({ui  donne  quatre  solutions,  et  Ton  prend  comme  ori- 
gine O'  un  point  dont  les  coordonnées  sont 

On  peut  dire  encore  que  les  quatre  origines  O'  sont 
les  points  doubles  à  distance  Gnie  des  surfaces  du  fais- 
ceau S  -h  AS'==  G  qui  ont  un  quatrième  point  double, 
et  qui  sont  des  surfaces  corrélatives  de  surfaces  de  Stei- 
ner  :  on  a  alors,  dans  l'une  des  relations  (3),  C|  =  o, 
C2=  o,  63  =  o,  D  =  o,  et  la  transformation  (4)  donne 
un  plan  ;  pour  une  biquadratiquc  gauche,  les  quatre 
origines  CV  sont  les  sommets  des  quatre  cônes  du  second 
degré  qui  contiennent  la  courbe.  Si  la  sextique  est  de 
genre  zéro,  on  trouve  qu'il  existe  deux  origines  0^ 
c'est-à-dire  deux  points  tels  que  les  trois  cordes  de  la 
courbe  qui  passent  en  ce  point  aboutissent  aux  points 
à  l'infini  A,  B,  C. 


[05n] 

UNE  QUESTION  DE  GÉOMÉTRIE  DIFFÉRENTIELLE; 

Par  m.  Henri  PIGCfOLI. 


Soit  S  une  surface  dont  les  équations  sont 

quand  on  la  rapporte  à  un  système  de  coordonnées  cur- 
vilignes u  et  y  qui  donne  à  l'élément  linéaire  la  forme 
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et  supposons  que  le  nombre  h  des  points  (exceptionnels) 
de  S  pour  lesquels  la  normale  coirespondante  est  pa- 
rallèle à  une  direction  quelconque  de  l'espace,  soit  un 
nombre  fini. 

Soient  X,  Y,  Z  les  cosinus  directeurs  de  la  normale 
à  S,  cosa,  cos6,  cosc  les  cosinus  d'une  direction  fixe 
dans  l'espace  \  nous  allons  chercher  s'il  existe  sur  cette 
surface  des  lignes  telles  qu'en  chaque  point  le  plan  de  la 
section  normale  tangente  demeure  parallèle  à  la  direc- 
tion assignée. 

Observons  pour  cela  que  les  cosinus  directeurs  de  la 
perpendiculaire  au  plan  de  la  section  normale  tangente 
d'une  ligne  quelconque  L  de  S  étant  proportionnels 
respectivement  aux  différences 

Ydz-'Zdy,        Zdx-^Xdz,        \djr  —  \dx, 

où  les  accroissements  sont  pris  en  se  déplaçant  le  long 
de  L,  si  nous  voulons  que  les  points  de  L  appartiennent 
au  lieu  cherché,  il  faudra  écrire  Téquatiou 

cofia{\dz  —  Zdjr) 

H-  cos6(Z<£r  —  Xds)  -+■  çosc{Xdjr —  Ydx)  =  o. 

Cette  équation  peut  aussi  s'écrire  sous  la  forme 
duZcosah  ^  —  Z^WrfpScosa  ^Y  ~  — Z  ^-^^  =o 
Mais  nous  avons 

du  âu~'  v^EG-F»  V%P  âuj' 


àx\ 


Y  ^  —  7  ^  -  '  f  pàx  _r.  àx. 

ôv  du~  v/EG  ^V^\     dv  du 

et,  par  conséquent, 

(.«rcosa(Ej-Fg) 


\      ôv  au) 
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Cette  équation  différentielle  du  premier  ordre  nous 
montre  que,  par  rapport  à  une  direction  donnée,  il  existe 
toujours  sur  la  surface  S  un  système  oo*  de  iig^nes  telles 
que  le  plan  de  la  section  normale  tangente  demeure  pa- 
rallèle à  cette  direction  (*  ).  ^ 

n  en  résulte  qu'un  point  de  S  sert,  au  moins  en  géné- 
ral, à  déterminer  une  ligne  du  système,  mais  si  en  un 
tel  point  la  normale  à  S  est  parallèle  à  la  direction 
donnée  (ce  qui  peut  arriver  au  maximum  h  fois),  comme 

on  a 

cosrt  =  X,         C086  =  Y,         cosc  =  Z, 

Téquation  (A)  est  vérifiée  identiquement,  puisque  par 
ce  point  passent  toutes  les  lignes  du  système.  On  peut 
ajouter  que  si  deux  lignes  F  ont  des  points  communs, 
en  CCS  points  la  normale  à  la  surface  est  parallèle  à  la 
direction  donnée  et  par  conséquent  ce  sont  des  points 
exceptionnels  par  rapport  à  cette  même  direction. 

Pour  la  sphère  on  a  /z  =  2  :  ces  deux  points  excep- 
tionnels sont  les  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  la 
direction  assignée.  Le  système  F  correspondant  est  con- 
stitué de  00*  grands  cercles  passant  pour  ces  deux  points. 

Il  résulte  de  la  définition  de  la  ligne  F  que  : 

a.  Si  parmi  les  lignes  du  système  F  on  trouve  une 
asymptotique  de  la  surface,  elle  sera  une  hélice  cylin- 
drique. 

p.  Une  géodésique  faisant  partie  d'un  système  Y  est 
une  ligne  plane  et  par  conséquent  ligne  de  courbure. 

Remarque.  —  D'après  l'hypothèse  que  nous  avons 
posée,  notre  surface  ne  renferme  pas  de  lignes  constî- 


(')  Nous  dirons  que  ces  lignes  forment  un  système  V  par  rapport 
à  celle  direction. 
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tuées  de  points  exceptionnels.  Mais  l*on  voit  tout  de 
suite  que,  dans  le  cas  général,  si  une  surface  contient 
une  ligne  de  cette  espèce,  celle-ci  est  nécessairement 
une  ligne  de  courbure  plane.  Dans  le  plan,  si  la  direc- 
tion choisie  lui  est  perpendiculaire,  toute  ligne  est  ligne 
r  et  tout  point  est  point  exceptionnel.  Dans  le  cas  con- 
traire^  les  lignes  F  sont  des  droites  parallèles  et  il  n'j 
a  pas  de  points  exceptionnels. 


Pour  donner  une  application  de  ce  q.ui  précède,  nous 
allons  montrer  que  les  asymptotiques  de  la  surface  mi- 
nima  de  M.  Enneper  sont  des  hélices  cylindriques. 

Les  équations  de  cette  surface  rapportée  aux  lignes 
de  courbure  a  et  ^  sont 

r  =  P*-3p-3a«p, 
z  =  3(a«— p«). 

Les  asymptotiques  ont  pour  équations  respectives 

a-hP  =  const.,        a  —  P  =  const. 
En  posant 

a-HP  o       u-^v 

a=z ,        a= > 

et  en  substituant  dans  (i)  on  trouve 

i^s  ^-  p3  —  3  M*  V  —  3  uv*  -h  bu-^bç 

X  =  i 

4 
(a)  {  V* — u*+%uv* — 3m*p  —  bu-^bv 

y= 4 — ' 

z  =  buv. 

qui  sont  des  équations  de  la  même  surface  rapportée  à 
ses  lignes  asymptotiques  u  et  v. 
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Ëvidemmeiit  pour  démontrer  que  ces  lignes  sont  des 
hélices  cylindriques,  il  suffira  de  nous  assurer  qu'elles 
forment  un  système  F  par  rapport  à  une  certaine  direc- 
tion (même  variable  de  ligne  à  ligne)  :  alors,  d'après  le 
théorème  (  ^)  du  paragraphe  précédent,  la  propriété  dont 
il  s'agit  en  résultera. 

Or,  si  nous  considérons  les  lignes  u  =  const.,  Téqua- 

tion  (A)  correspondante  peut  s^ écrire,  en  tenant  compte 

de 

E  =  G,        F  =  o, 

co8a(3a* —  buv  —  Si'*-!-  6) 
-f-  cos6(3i'* —  ùuv  —  3tt* —  b)  ■+-  lai'  cosc  =  o, 

c'est-à-dire, 

X(3w«— 6ttP  — 3v«-h6) 

H-  |x(3p'—  buv  —  3m* —  b)  -+-  120  =  o, 

eu  posant 

cosa  =  Xcosc,         cos6  =  jxcosc. 

On  voit  facilement  que  cette  équation  est  toujours  satis- 
faite pour  les  valeurs 

qui  ne  dépendent  pas  de  v  et)  par  conséquent,  les  lignes 
u  =  const.  forment  un  système  F  par  rapport  â  la  di- 
rection 


I 
cosai  =  •> 

COS^i  =  1 


COSC|  = 


D'une  manière  analogue  on  verra  que  les  asympto- 
tiques  m  =  const.  forment  un  système  F  par  rapport  à  la 


(  4^9  ) 


direction 


I 

COS0|  = y  COSC,  = 


ce  qui  suffit  pour  vérifier  la  propriété  énoncée  (*). 

La  direction  est  variable  de  ligne  à  ligne  :  les  (a)  sont 
parallèles  à  un  plan  coi,  les  (^)  à  un  autre  plan  co^  et 
ces  deux  plans  sont  orthogonaux  entre  euii.  Une  asym- 
ptotique  L  individualise  une  de  ces  directions  :  cette  di- 
rection individualise  à  son  tour  un  système  oo'de  lignes  T 
contenant  L  et  par  conséquent  tout  système  F  renferme 
une  i^symptotique.  Si  a  =  4  chaque  asyraptotique  con- 
tient  quatre  points  exceptionnels. 


[B7a] 

SUR  LB  HBSSIEN  DUKE  FORME  GURIQUE  BINAIRE  ; 

Far  m.  g.  FONTENÉ. 


i.  En  appliquant  aux  formes  cubiques  binaires  la 
remarque  qui  conduit  à  l'identité  de  la  hessienne  et  de 
la  steinerienne  pour  les  courbes  et  les  surfaces  du  troi- 
sième ordre,  on  obtient  un  résultat  intéressant,  et  de 
plus  le  hessien  de  la  forme  cubique  se  présente  de  lui- 
même  sous  la  forme  qu'on  lui  donne  habituellement 
sans  en  rendre  compte. 

Considérons  le  polynôme  du  troisième  degré 

u  =  ax^  -h  3  bx^  -+-  3  ex  -h  rf  : 


(')  Cette  propriété  était  déjà   connue.    Voir   Darboux,   Leçons, 
l.  I,  p.  3i8. 
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les  indices  i  et  2  indiquant  des  dérivées  par  rapport  à  x 
cl  à  la  variable  j"  d'homogénéité,  le  polynôme  du  second 
degré 

X  Ui-\-  Ut 

aura  une  racine  double  a*"  si  Ton  a  simultanément 


xu\t 


OU 


x'u\, 
x'u\, 


+  w;,  =  o, 


ni'  indiquant  que  Ton  remplace  x  par  af' \  ces  relations 
étant  symétriques  en  x'  et  xf^  puisqu'elles  expriment 
que  les  points -racines  A'  et  A"  sont  conjugués  par  rap- 
port aux  points-racines  de  chacune  des  deux  équations 
du  second  degré  u^  =  o,  1/3=  o,  on  voit  que  x^  ^i  xf 
peuvent  être  échangés.  On  a  ainsi,  en  désignant  par  x 
une  inconnue  dont  les  deux  valeurs  sont  x*  et  xf\ 

X  af  —  x(ar'-f-ir*)  -h  a?*  =  o, 
cm' af  -\-  b(x'-\-  x")  +  c  =  o, 
bx'x'-h  c(x'-h  x^)-h  rf  =  o, 

d*où  ce  résultat  :  En  désignant  par  x'  et  x^  les  deux 
racines  de  l'équation 


(I) 


H  = 


I 

—  X 

x^ 

a 

b 

c 

b 

c 

d 

=  0, 


on  a 


W 


X    Uy-Jf  Uj  =  A(X  —  x'Yy 

ar*  Ml  -h  Uj  =  B  (a?  —  a?'  )»• 


2.  La  raison  donnée  ici  pour  établir  la  symétrie  qui 
a  lieu  entre  x!  et  x?  s'applique  au  cas  des  formes 
cubiques  à  un  nombre  quelconque  de  variables  :  elle  est 
plus  directe  que  celle  qui  se  déduit  de  considérations 
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générales  relatives  à  une  forme  u  d'un  degré  quelconque 
(Cf.  Salmon,  Courbes  planes,  n°  175). 


CERTIFICATS  DÊTUDIS  SUPÉRIIIRBS 
(SESSION  DE  JUILLET  1898); 

Solutions  par  M.   AUDIBERT. 


Paris. 
I.  Intégrer  le  système  d^ équations  différentielles 

dx 

(a)  7//  "'"^ — 3  =  cos^, 

(3)  di'^^         "^^^ 

on  mettra  l'intégrale  sous  forme  réelle. 

Retranchons  (a)  de  la  somme  (i)  -h  (3) 5  ou  a 
dx       dy       dz  , 

^  - -^ -^  3r -^  * --^ +■*  =  "- "*"'- 

dont  l'intégrale  est 

,   .  e'        cos<-f-sin/    .      ^      , 

(1)  a:— y +  -2= -h  2 Ce-'. 

•^  a  a 

L'élimination  de  x  — y  entre  (i)  et  (a)  donne 

dx  e^       cos^-h  sinf 


-T z  = 1 

di  %  % 

En  diOerentiant  (3)  on  a 

d^z       dx 


—  aCe-'. 
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et  de  la  difTérence  de  ces  deux  dernières  relations  résulte 

d^z  e'       cost  -i-  s'int         ^ 

--^^z  = h>.Ce-', 

a/*  -2  -2 

dont  Tintégrale  générale  est 

5  =  A  sin<  -h  Becs/ H-  --(cos/-+-  sinO-+-Ce-' r- 

4  4 

On  en  déduit 

dz  .         .       «    •    .       cos  f  -h  sin  / 

a?  =  —  -j-  =  —  A  ces  /  H-  B  sin  / ; 

at  4 

/  e' 

-h  7(cos<H-  sin/)-KCe-'-f-  —* 

4  4 

J'  =  j: -h  -7 c'=  (A  -f-B)sin/  —  (A  —  B) cos t 

cos/-l-3sin<       t               €^ 
H ; h  -  cos  / • 

4  2  '2 


Épreuve  pratique.  —  Calculer  l'intégrale 

r  r  s.   %.  1 

étendue  à  Ivoire  du  triangle  formé  par  les  droites 

a?  =  o,       ^  =  o,        X  -{-y  —  I  =  G. 


Précisant  les  limites,  l'intégrale  peut  s'écrire 
f    x*dxl       y^(i  —  ^—yydy. 

0  •^o 

La  valeur  de  I  exprimée  à  Taide  des  fonctions  F  est 
égale  à 

r(f).r(f).r(|)  ^  2*.r(i).r(f). 
r({4-|4-4)  3.5.7.9     ' 

mais 

r(i).r(|)  =  ^, 
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eu  vertu  de  la  formule  connue 

r(/i).r(i  — /i)=  -7-^ 

Il  en  résulte 


1  = 


S.S.y.gV^ 


Cette  intégrale  peut  être  calculée  par  la  méthode  élé- 
mentaire en  posant  ^  =  (i  —  x) j;  on  a  alors 

=  — --    /     a:*(i  —  x)^dx. 
9v/3*/o 

Faisant  ensuite  x  =  u^, 

9v3«/o  3.5. 7.9. /3 

Montpellier» 
Calcul  différentibl  et  intégral. 

I.  Déterminer  l'intégrale  générale  de  l'équation 
différentielle 

(a? H-  <x){a7»— a*)-j-^  —ixix-h  *)  j-  -l-6aj^  =  i(x  —  a)>, 

sachant  quelle  peut  être  vérifiée  par  des  polynômes 
en  X. 


L  équation  sera  vérifiée  par  y  =  ax^  -^  bx  -]-  c^  si 
Ton  fait  a  =  i,  b  =  —  a,  c=  -«-* * 
L'intégrale  générale  sera  donc 

a  +  ar*  —  aa?  H — :t-  > 
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u  étant  l'intégrale  générale  de   Téquation  privée  de 
second  membre 

/v/  v/*        .vû?*it  .  .  du 

(i)      (a?  H-  a)(ar* — *  )^~r  —  aiF(ar-f-a)-7 — hôaii  =  o. 

Diflerentiant  trois  fois  de  suite,  on  a 

,  ^d*u       ^  d^u 

Cette  dernière  équation  intégrée  donne 

M  =  A(a7  +  a)-i-4-  Bar>-h  Ca?«^-  Da?  -h  E. 

Introduisant  cette  valeur  de  u  dans  (i)  et  disposant  de 
trois  des  constantes  arbitraires  pour  qu'elle  devienne 
une  identité,  on  a 

aA 

u  =  A(ar-4-a)-i-4-B(ar-»-a)>—  -5— • 

L'intégrale  générale  cherchée  sera  donc 

A  /  \    1      ¥>/  \.        •  2(a* —  A) 

3x 

II.  Calculer  la  valeur  de  l'intégrale  triple 


f/R" 


-hy-hzy—  5^  \dxdydz 


lorsque  x^y^  z  prennent  toutes  les  valeurs  vérifiant  les 
deux  inégalités 

x^'\-y^'\-z'^—  3a*<o. 

Cet  énoncéjrevient  à  dire  que  l'intégrale  est  prise  à 
l'intérieur  du  solide  formé  par  le  paraboloïde  de  révo- 
lution x^+y^=  naZj  limité  par  la  calotte  sphérique 
que  ce  paraboloïde  découpe  sur  la  sphère 
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En  donnant  d'abord  a  z  une  valeur  constante,  ou 
aura  à  intégrer  la  fonction  à  Tintérieur  d'un  cercle  de 

rayon  (2az)^y  z  étant  compris  entre  o  et  a.  Ce  rayon 

prend  la  valeur  (Sa^  —  z'^Y  pour  û  «<  «  <  «  y^- 
L^  intégrale 

prise  à  l'intérieur  d'un  cercle  x*  4-^^  =/(«),  est  nulle 
quelle  que  soit  la  valeur  attribuée  à  z,  La  (onction  peut 
donc  être  simplifiée  et  réduite  à  l'expression 


en  faisant  x  =  p  cos^,  j^  =:  p  sinO. 
On  a  alors  à  calculer  l'intégrale 

f{p,z)pdp 


I7t         f'^dz    f 


dzj  <^(p,z)pdp    =—^-'^a*- 


CERTIFICATS  D'ETUDES  SUPÉRIEURES 
DES  FACULTES  DES  SCIENCES. 


SESSION    DE    JUILLET  1899.    —    COMPOSITIONS. 


Dijon. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  I.  Etablir  dans  le  cas  normal 
l'existence  de  ta  fonction  implicite  u  des  deux  va- 
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viables  x,  y^  que  définit  une  équation  de  la  forme 

oit  f  est  une  composante  à  trois  places, 

IL  Les  axes  de  coordonnées  étant  rectangulaires^ 
on  demande  les  trajectoires  orthogonales  des  sur/aces 
ayant  pour  équation  générale 

yz^T  —  a, 

ail  a  est  un  paramètre  indéterminé. 

Appliquer  ensuite  la  méthode  générale  à  la  re- 
cherche inverse  des  trajectoires  orthogonales  des  tra- 
jectoires qui  constituent  la  solution  de  la  question  pré- 
cédente, 

1 

Épreuve  pratique.  —  Es^aluer  Vintégrale  1      ^-^ 

à  o,oooi  près  de  sa  valeur. 

MÉCANIQUE. 

Épreuve  écrite.  —  1.  Mouvement  cun^iligne  d'un 
point  pesant  ai^ec  une  résistance  de  Vair  proportion- 
nelle à  la  simple  vitesse. 

2,  Un  losange  articulé  O ABC  formé  de  quatre  tiges 
homogènes,  identiques,  pesantes,  est  situé  dans  un 
plan  vertical.  L'un  des  sommets  O  est  fixe  et  le  som- 
met opposé  est  assujetti  à  décrire  une  verticale. 

On  demande  le  mouK^ement  qu'il  prend  lorsqu'il  est 
abandonné  à  lui-même^  le  point  A  étant  le  plus  haut 
possible. 

On  néglige  les  résistances  dues  au  frottement. 
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Astronomie. 
Epreuve  écrite.  —  Réfraction  atmosphérique. 

Epreuve  pratique.  —  On  demande  le  temps  moyen 
d'une  observation  faite  le  i4  novembre  1901  à 
iS^'So^ap*,  8  de  temps  vrai^  à  Poulkovo,  dont  la  lon- 
gitude est  1  ** 5 1 "* 37%  7  à  l*est  de  Paris. 

Le  temps  moyen  à  midi  vrai  de  Paris  le  i^  no- 
vembre 1901  est  1 1**44"  27%  43  e/  la  variation  horaire 
o%38. 

Montpellier. 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

Epreuve  écrite.  —  Les  axes  étant  rectangulaires, 

une  sur/ace  est  engendrée  par  une  droite  qui  reste 

parallèle  au  plan  xOy^   et  rencontre   Vaxe  Oz  et 

V  hélice 

â:r  =  pcosu),        ^=psinto,         z^fiui^ 

où  iù  est  un  paramètre  variable. 

On  demande  : 

1°  De  déterminer  les  lignes  de  courbure  de  cette 
surface  et  les  rayons  de  courbure  principaux  en  un 
point  quelconque  ; 

2**  Étant  donnée  l  ^une  de  ces  lignes  de  courbure,  cal" 
culer  le  rayon  de  courbure  et  le  rayon  de  torsion  de 
cette  courbe  en  un  point  arbitraire  ; 

3**  Calculer  la  longueur  d'un  arc  de  cette  ligne  de 
courbure. 

On  pourra  prendre  comme  variables  les  coordonnées 
polaires  du  pian  x  Oy. 

Épreuve  pratique.  —  Calculer  la  valeur  des  inlé- 
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grnles  définies 


•e 


Mécanique  rationnelle. 

Épreuve  écrite.  —  Un  anneau  cir^culaire,  infini- 
ment mince,  homogène  et  pesant,  de  masse  et  de  rayon 
égaux  à  3 ,  est  mobile  dans  un  plan  vertical  fixe.  Il 
reste  tangent  à  une  droite  horizontale  fixe  sur  la- 
quelle  il  glisse  sans  frottement.  Un  disque  circulaire ^ 
homogène  et  pesant,  de  masse  et  de  rayon  égaux  à  i , 
est  tangent  intérieurement  à  l'anneau,  sur  lequel  il 
glisse  sans  frottement,  et  dont  il  peut  se  séparer. 

A  C origine  du  mous^ement,  le  point  de  contact  du 
disque  et  de  Vanneau  est  sur  la  droite  fixe;  la  vitesse 
du  centre  de  l'anneau  est  horizontale  et  égale  àvj  la 
vitesse  du  centre  du  disque  a  une  composante  hori- 
zontale égale  à  {f  -i-  4  i/^-^-ô — ■  '  g  étant  l'accéléra- 
tion due  à  la  pesanteur  et  i^,  X  des  paramètres  donnés; 
enfin  les  rotations  du  disque  et  de  l'anneau  autour  de 
leurs  centres  sont  nulles. 

On  demande  de  déterminer  le  mouvement  du 
système.  En  particulier,  étudier  le  mouvement  du 
disque  à  l'intérieur  de  l'anneau  et  rechercher  si  le 
disque  quitte  l'anneau.  Dans  le  cas  où  cette  circon- 
stance se  produirait^  il  sera  inutile  de  poursuis^re 
l'étude  du  mouvement  après  que  les  corps  se  seront 
séparés. 

Epreuve  pratique.  —  Un  pendule  composé  est  con- 
stitué par  une  plaque  elliptique  homogène^  infiniment 
mince .^  oscillant  autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan. 
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Comment  faut-il  placer  l'axe  dans  le  plan   de  la 
plaque  pour  que  la  durée  des  petites  oscillations  du 
pendule  soit  minimum? 

Astronomie. 

Epreuve  écrite.  —  Lois  du  mouvement  parabolique. 
Calcul  d'un  éphéméride.  Exposer  succinctement  la 
méthode  d*Albers  en  développant  seulement  la  dé^ 
monstration  des  points  essentiels  et  les  formules  rela- 
tiv^es  aux  principaux  résultats. 

Épreuve  pratique.  —  On  considère  les  deux  étoiles 
%  Andromède^  a  Orion,  dont  les  coordonnées  équato- 

riales  sont  : 

i  .i,  =  o«'2»3iî%75 

a  Andromède { 

I  (0  =-h'i8'»27'59',5 

'  \  .l,  =  5»M9™3',2a 

a  Orion \ 

I  (0  =-4-7*23' 6%  6 

On  demande^  par  rapport  à  l'horizon  de  Montpel- 
lier : 

I**  A  l'instant  du  coucher  de  a.  Andromède^  l'angle 
horaire j  V azimut  et  la  distance  zénithale  de  a  Orion; 

2**  La  durée  de  Vinteri^alle  compiis  entre  les  cou- 
chers successifs  des  deux  étoiles . 

Latitude  de  Montpellier  =  43°36'44''fO. 
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élèves  de  Mathématiques  spéciales,  les  candidats  à  la  licence 
et  à  Tagrégation,  c'est-à-dire  pour  les  lecteurs  mêmes  auxquels 
s'adressent  tout  d'abord  les  Nouvelles  Annales,  Ajoutons 
immédiatement  qu'il  répond  à  un  de  leurs  besoins  les  plus 
manifestes,  et  cela  de  la  façon  la  plus  satisfaisante. 

Ce  qui  caractérise  avant  tout  la  méthode  géométrique  mo- 
derne, ce  qui  lui  a  valu  sa  merveilleuse  fécondité,  c'est  l'intro- 
duction de  la  notion  de  transformation  qui,  par  un  méca- 
nisme pouvant  revêtir  des  formes  particulières  plus  ou  moins 
simples,  permet  de  faire  sortir  systématiquement  d'une  propo- 
sition donnée  une  foule  d'autres  propositions  tout  à  fait  dis- 
tinctes au  regard  de  l'ancienne  Géométrie. 

Il  a  fallu,  d'ailleurs,  pour  que  cette  notion  ait  sa  pleine  effi- 
cacité, qu'elle  fixât  ses  racines  dans  le  domaine  de  l'Analyse. 
Cela  lui  a  permis,  sans  être  arrêtée  par  aucune  considération 
de  contingence,  d'étendre  au  langage  de  la  Géométrie  la  géné- 
ralité de  celui  de  l'Algèbre.  Poncelet,  à  qui  est  dû  ce  progrès 
immense,  en  a  synthétisé  la  formule  dans  ce  qu'il  a  appelé  le 
principe  de  continuité  au  sujet  duquel  M.  Duporcq  fournit 
tout  d'abord  les  explications  à  la  fois  les  plus  sobres  et  les 
plus  précises,  de  façon  à  prévenir,  dès  le  début,  dans  l'esprit 
du  lecteur,  toute  espèce  d'équivoque  ultérieure.  Il  définit 
ensuite,  sous  sa  forme  la  plus  générale,  la  notion  de  transfor- 
mation, en  mettant  en  évidence  le  caractère  spécial  des  trans- 
formations dites  de  contact  qui  embrassent,  on  peut  le  dire, 
toutes  les  transformations  usuelles. 

Les  transformations  les  plus  simples  sont  évidemment  celles 
qui  à  un  point  font  correspondre  un  point  et>  pour  cette 
raison,  sont  dites  ponctuelles,  et,  parmi  elles,  celle  qui 
transforme  les  droites  en  droites,  et  qui  a  reçu  le  nom  de 
transformation  ho mo graphique.  Son  principe  repose  sur  la 
considération  du  rapport  anharmonique  de  Chasles.  Aussi 
l'auteur  commence-t-il  par  élucider  d'une  façon  très  complète 
les  diverses  notions  qui  s'y  rapportent  (  divisions  et  fais- 
ceaux ho  mo  graphiques,  involution),  en  éclairant  son  exposé 
d'exemples  bien  choisis,  avant  d'entamer  l'étude  de  la  trans- 
formation homographique  générale  et  de  ses  cas  particuliers. 

Après  les  transformations  ponctuelles,  on  est  tout  natu- 
rellement conduit  à  envisager  celles  qui  font  correspondre  à 
un  point  non  plus  un  autre  point,  mais  une  droite,  qu'on 
nomme  dualistiques,  et  parmi  lesquelles  la  plus  simple  est 
celle  qui,  à  des  points  pris  sur  une  droite,  fait  correspondre 
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des  droites  concouranl  en  un  même  point)  et  qui  est  dite  corré- 
lative. Son  étude»  d'après  l'ordre  le  plus  logique,  suit  immé- 
diatement, dans  le  Livre  qui  nous  occupe,  celle  de  la  transfor- 
mation homographique. 

L'homographie  conservant  Tordre  des  courbes  ou  surfaces 
algébriques  et  la  corrélation  transformant  l'ordre  en  la  classe, 
on  voit  que  l'une  et  l'autre  appliquées  à  des  coniques  ou  à  des 
quadriques  redonnent  des  coniques  ou  des  quadriques,  et  l'on 
entrevoit  par  là  tous  les  services  qu'elles  peuvent  rendre  dans 
l'étude  générale  de  ces  courbes  et  de  ces  surfaces,  en  vue 
desquelles,  d'ailleurs,  elles  ont  tout  d'abord  été  imaginées. 

En  deux  Chapitres  substantiels  M.  Duporcq  montre,  de 
façon  lumineuse,  tout  le  parti  qu'on  en  peut  tirer  pour  cet 
objet.  Ces  deux  Chapitres  constituent  une  sorte  de  compen- 
dium  de  la  théorie  géométrique  des  coniques  et  des  quadriques 
telle  qu'elle  peut  intéresser  des  élèves  de  Mathématiques  spé- 
ciales. 

Dans  un  dernier  Chapitre,  l'auteur  donne  des  notions  suc- 
cinctes sur  diverses  autres  transformations  géométriques  et 
notamment  sur  V inversion  qui,  après  celles  dont  il  vient  d'être 
question,  est  la  plus  usuelle,  et  sur  les  transformations  qua- 
dratiques dont  l'inversion  n'est  qu'un  cas  particulier.  Il  dit 
enfîn  quelques  mots  de  la  transformation  de  Lie  qtii  permet 
de  transformer  les  droites  en  sphères  et  dont  on  sait  l'impor- 
tance capitale  au  point  de  vue  de  la  théorie  générale  des  sur- 
faces en  raison  de  la  belle  propriété  qu'elle  possède  de  faire 
correspondre  aux  lignes  asymptotiques  d'une  surface  les  lignes 
de  courbure  de  sa  transformée.  Ce  premier  aperçu  élémentaire 
sur  la  transformation  de  Lie  sera  du  plus  grand  secours  à  tous 
ceux  qui  devront,  par  la  suite,  en  poursuivre  l'étude  dans  le 
domaine  de  la  Géométrie  supérieure. 

Un  recueil  d'exercices  bien  choisis  complète  ce  petit  Ou- 
vrage, contribuant  à  en  faire  le  guide  le  plus  précieux  pour 
les  étudiants  en  Mathématiques  spéciales  qui,  non  contents  de 
borner  le  cercle  de  leur  curiosité  scientiHque  aux  limites  des 
programmes  officiels,  voudront  jeter  sur  l'objet  de  leurs  études 
la  vive  clarté  des  principes  de  la  Géométrie  moderne.  Heu- 
reuse ordonnance  des  matières,  parfaite  clarté  de  l'exposition, 
nombre  et  variété  des  exemples,  tout,  jusqu'au  peu  d'étendue 
du  Volume,  jusqu'à  la  commodité  de  son  format,  jusqu'à  la 
modicité  de  son  prix,  concourt  à  en  faire  un  livre  vraiment 
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classique  desliné  à  être  avant  peu  entre  les  mains  de  tous  les 
étudiants,  et  parmi  ceux  qu'ils  auront  à  consulter  le  plus 
fréquemment  et  avec  le  plus  de  fruit.  Et,  pour  tout  résumer 
d'un  mot,  le  meilleur  éloge  qu'on  puisse  faire  de  ce  petit  Livre 
c'est  encore  de  dire  que  véritablement  il  manquait. 

M.  d'Ocagne. 


GORRESPONBANGE. 


M.  Retali.  —  Le  numéro  de  décembre  1898  des  Nouvelles 
Annales  (p.  679)  renferme  une  solution  fort  élégante  donnée 
par  M.  Servais  à  sa  question  1716  et  qui  me  suggère  quelques 
observations  sur  la  quartique  circulaire  dont  il  est  question  en 
la  première  Partie  :  le  point  N'  est  bien  un  point  double  comme 
M.  Servais  trouve,  mais  N  n'est  pas  un  point  de  rebroussement: 
il  est  au  contraire  un  point  tacnodal  où  deux  branches  delà 
courbe  (dont  la  forme  rappelle  celle  de  la  courbe  de  Jérabek) 
ont  entre  elles  un  contact  ordinaire;  le  tacnode  comptant  pour 
deux  nœuds  et  la  tangente  tacnodale  pour  deux  tangentes 
doubles,  la  quartique  est  de  la  sixième  classe  et  possède  deux 
seules  tangentes  doubles  dont  une  est,  comme  M.  Servais  a 
trouvé,  la  droite  à  l'infini;  voici  la  construction  de  l'autre  bi- 
tangente  :  si  R,  S  sont  les  extrémités  du  diamètre  du  cercle  lo, 
perpendiculaire  à  NN',  et  si  nous  prenons  leurs  correspon- 
dants R'  et  S'  (en  la  transformation  quadratique  de  deuxième 
espèce),  la  droite  R'S'  est  la  bitangente  cherchée,  R'  et  S' sont 
ses  points  de  contact.  On  pourrait  ajouter  d'autres  propriétés 
de  cette  quartique  qui,  comme  vous  voyez,  est  liée  intimement 
à  la  courbe  de  Jérabek  et  à  la  courbe  d'ombre  de  la  vis  à 
filet  triangulaire. 

M.  Hilaire.  —  Sur  la  question  549.  —  Cette  question, 
proposée  par  M.  Faure  en  1860  et  rappelée  en  mai  1899,  doit 
être  regardée  comme  résolue.  Il  suffirait  peut-être  de  rappeler 
que  M.  Faure  l'a  proposée  une  seconde  fois  en  la  dédoublant 
(1861,  p.  56,  n*"  563  et  564)  et  que,  sous  cette  forme,  M.  Gre- 
mona  en  a  donné  une  solution  géométrique  remarquable  (1864» 
p.  'Jii).  Mais  comme  dans  les  nouveaux  énoncés  on  a  laissé  de 
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côté  la  dernière  partie  de  la  question  primitive,  je  crois  de- 
voir reprendre  celle-ci,  pour  en  indiquer,  très  brièvement 
d'ailleurs,  une  solution  complète  et  purement  analytique. 

Je  diviserai  la  question  en  trois  parties  : 

1**  Le  lieu  des  foyers  des  coniques  inscrites  dans  un  quadri- 
latère est  une  courbe  du  troisième  ordre  qui  passe,  comme  on 
sait,  par  les  six  sommets  du  quadrilatère  complet. 

En  effet,  Féquation  du  lieu  a  été  donnée  par  M.  Salmon 
dans  son  Traité  des  Sections  coniques  (p.  44^  de  l'édition 
française),  Ouvrage  qui  avait  déjà  eu  trois  éditions  anglaises 
en  i86o.  On  voit  immédiatement  sur  l'équation  que  la  courbe 
passe  par  les  six  points  annoncés. 

2®  La  courbe  passe  aussi  par  les  pieds  des  hauteurs  du 
triangle  déterminé  par  les  trois  diagonales  du  quadrilatère  et 
par  les  deux  points  situés  à  Tinfîni  sur  un  cercle. 

Cette  deuxième  partie  n'est  pas  évidente,  comme  la  pre- 
mière, sur  réquation  de  M.  Salmon,  mais  elles  le  devient  sur 
une  autre  équation,  Téquation  en  coordonnées  trilinéaires  où 
Ton  prend  pour  triangle  de  référence  le  triagle  des  trois  dia- 
gonales {voir  par  exemple  les  Exercices  de  Kœhler,  t.  I, 
p.  3i8). 

3^  La  courbe,  passant  par  les  deux  points  situés  à  Tinfîni 
sur  un  cercle,  doit  occuper  parmi  les  courbes  du  troisième 
ordre  le  même  rang  que  le  cercle  dans  les  coniques;  ainsi  elle 
a  comme  le  cercle  un  double  foyer. 

La  marche  à  suivre  pour  démontrer  Texistence  de  ce  foyer 
double  se  trouve  dans  le  Traité  des  Courbes  planes  de 
M.  Salmon  (p.  178  et  suiv.de  l'édition  française). 


SOLUTIONS  BB  OUBSTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1740. 

(  18»6,  p.  391  et  1»90,  p.  S'fô.) 

Note  par  M.  A.  dk  Saint-Germain. 

Dans  sa  réponse  à  la  question  1740  {Nouvelles  Annales, 
juillet  1899),  M.  Boulanger  est  loin  de  faire  connaître  toutes 
les  quadriqucs  orthogonales  à  un  ellipsoïde  donne.  Il  dit  avec 
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raison  que  le  premier  membre  /(x^y^z)  de  l'équation  d'une 
de  ces  quadriques  doit  vérifier  une  identité  de  la  forme 

mais  il  a  tort  d'en  conclure  que  /  ne  doit  renfermer  ni  rec- 
tangles, ni  termes  du  premier  degré.  Soit 

f(x,yz)  =  kx^-\'K'y^-¥-  A'^f»-»-  ihyz-\-..  .h-  2C's4-D; 

ridentité  (i)  entraîne  dix  équations  que  je  répartis  en  deu\ 
groupes  : 

(2)        ' 

Pour  des  valeurs  quelconques  de  X  et  de  }x,  les  équa- 
tions (3)  exigent  que  B,  B',  B",  C,  C\  C  soient  nuls;  on  trouve 
alors,  à  l'aide  des  équations  (2),  le  faisceau  de  quadriques 
homofocales  signalé  par  l'Auteur.  Mais  il  n'en  est  plus  de  même 
si  l'on   établit  entre  X  et  fx  des  relations    convenables.  Soit 

d'abord  (i  = (Âi"^ — *)•  ^®  première  équation  (3)  sera 

satisfaite  sans  que  B  soit  nul;  les  équations (2)  donnent  A,  A', 

A',  D,  et,  en  remplaçant  B  par ^ j  on  aura  un  faisceau 

de  quadriques  orthogonales  à  l'ellipsoïde,  dont  on  peut  mettre 
les  équations  sous  la  forme 

37*  y*  z^ 


H-  2  Biyz  —  7- =  o. 

•^  6*-hc« 

On  aurait  deux  faisceaux  analogues  contenant  des  termes 
en  zx  ou  en  xy. 

Faisons  maintenant  \k  = — :  la  quatrième  équation  (3) 

est  vérifiée  sans  que  G  soit  nul;  les  équations  (2)  donnent  les 
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valeurs  correspondantes  de  A,  A',  A',  D  et  l*on  trouve  un 
nouveau  faisceau  de  quadriques  orthogonales  dont  les  équa- 
tions ont  la  forme 

-t ~ T2  H = r  4-2Ciar-4-l  =  0. 

On  aurait  deu\  autres  faisceaux  analogues. 
Pour  les  quadriques  orthogonales  au  paraboloïde 

art       yt 

h 25  =  o, 

P         9 

on  trouve,  par  une  analyse  semblable,  le  faisceau  des  parabo- 
loïdes  homofocaux,  et  trois  autres  faisceaux  de  paraboloïdes 
définis  par  des  équations  de  la  forme 

:  H -h  -2  B,  xy  H ^-î— -  =  o, 

pi.9—p)      ^ip  —  ç)  p-^ç     Kp-^q)^ 

x^  y' 

1 î£ h  2  Cl  ar  -+-  2^  —  2/?  =  o, 

p         ip~-q 

X^  yl 

-h— -  -\-  iC\y  -\-  iz  —  iq  =o. 


iq-p  q 

Il  sera  facile  de  compléter  cette  analyse. 

Question  1739. 

(1S»3,  p.  S9S;  ItM,  P.SSI.) 

On  donne  une  ellipse  de  centre  o.  On  mène  une  corde 
quelconque  ab  et  Von  prend  son  pôle  c  par  rapport  à 
l'ellipse.  Le  point  p  étant  la  projection  sur  oc  de  l'ortho- 
centre  h  du  triangle  abc,  démontrer  que  le  produit  op 
par  oc  est  égal  à  la  somme  des  carrés  des  demi-axes  de 
l'ellipse  donnée.  (Mannheim.) 

Al'TRES  SOLUTIO.NS  GÉOMÉTRIQUES, 

Par  m.  Mannheim. 

Les  droites  ca,  co,  cb  et  la  parallèle  à  ab  menée  du  point  c, 
forment  un  faisceau  harmonique.  Les  perpendiculaires  à  ces 
droites,  abaissées  de  l'orthocentre  h,  rencontrent  alors  ab  en 
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des  points  a,  e,  6,  /tels  que  e,  f  sont  conjugaés  harmoniques 
par  rapport  à  a,  b.  Par  suite,  le  triangle  cef  est  conjugué  à 
'ellipse  et  le  cercle,  qui  lui  est  circonscrit,  coupe  orthogcoa- 
lement  le  cercle  orthoptique  de  l'ellipse;  donc,  etc. 
Autrement,  —  Le  cercle  décrit  sur  ch  comme  diamètre 

coupe  à  angle  droit  le  cercle  dont  ab  est  un  diamètre;  on  a 

— 1 
alorsy  en  appelant  m  le  milieu  de  ab  :  ma  =  mp  x  me.  Par 

suite  le  cercle,  qui  contient  a,  />,  c,  est  tangent  en  a  kab\\\ 

est  alors  circonscrit  au  triangle  aplati  suivant  ca.  Ce  triangle 

est  conjugué  à  l'ellipse;  donc,  etc. 

Question  1769  (<). 

(  1897.  p.  t9l.  18»9,p.  SS4.) 

Par  le  foyer  d'une  conique  donnée  on  mène  des  cordes; 
les  circonférences  de  cercles^  qui  ont  ces  cordes  pour  dia- 
mètres, sont  tangentes  à  deux  cercles,        (Mannheim.) 

SOLUTION  GÉOMÉTRIQUE, 

Par  m.  Mannheim. 

Appelons /le  foyer  de  la  conique  par  lequel  passe  l'une  des 
cordes  mn.  Par  rapport  à  un  cercle  de  centre/,  la  polaire 
réciproque  de  la  conique  est  un  cercle  de  centre  o  cl  de 
rayon  R.  Les  polaires  de  m,  n  sont  des  tangentes  à  ce  cercle, 
elles  sont  parallèles,  distantes  de  iR  et  coupent  mn  aux 
points  m\  n'.  Prenons/  pour  pôle  d*inversion.  Le  cercle  décrit 
sur  mn  comme  diamètre  a  pour  transformée  par  inversion  le 
cercle  C  décrit  sur  m' n'  comme  diamètre.  Ce  cercle,  dont  le 


(')  Au  sujet  de  cette  question  MM.  Maonheim  et  Barisien  nous 
font  remarquer  avec  raison  que  la  solution  de  M.  Audibertest  incom- 
plète. M.  Audibert  démontre  en  effet  que  le  lieu  des  centres  des  cercles 
en  question  est  une  conique  et  se  borne  ensuite  à  faire  observer  que 
le  lieu  des  centres  des  cercles  tangents  à  deux  cercles  fixes  est  noe 
conique.  Or  de  ce  que  le  centre  d'un  cercle  décrit  une  conique,  on  ne 
peut  évidemment  pas  conclure  que  ce  cercle  enveloppe  deux  autres 
cercles,  puisqu'il  faut  une  autre  condition  pour  définir  le  déplace- 
ment du  cercle  mobile.  X.  A. 
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diamètre  est  égal  à  2  R»  a  son  centre  au  pied  de  la  perpendi- 
culaire abaissée  de  o  sur  mn^  c'est-à-dire  en  un  point  du 
cercle  décrit  sur  0/ comme  diamètre. 

Lorsque  mn  tourne  autour  de  /,  le  cercle  G  de  grandeur 
constante,  se  déplace  de  façon  que  son  centre  reste  sur  un 
cercle;  son  enveloppe  se  compose  alors  de  deux  cercles  con- 
centriques; donc,  etc. 

Qaeition  1773. 

(  1M7,  p.  MO.) 

Étant  donnés  une  çycloîde  de  base  AB  et  un  cercle 
ayant  son  centre  au  milieu  G  ^«  AB,  on  prend  la  podaire 
de  la  cycloïde  par  rapport  à  un  point  quelconque  M  du 
cercle.  Prouver  que  l'aire  comprise  entre  la  podaire,  la 
droite  AB  et  les  deux  tangentes  \  et  B  à  la  cycloïde  est 
constante.  (E.-N.  Barisibn.) 

NOTE. 
Par  UN  ABONNÉ. 

Je  crois  que  la  proposition  énoncée  n'est  pas  exacte.  En 
effet,  si  Ton  prend  pour  axe  polaire  la  droite  parallèle  à  AB 
menée  par  le  pôle  M,  et  que  l'on  désigne  par  u>  l'angle  polaire, 
par  a  le  rayon  du  cercle  générateur  de  la  cycloïde,  par  a  et  p 
les  coordonnées  de  M  relatives  à  deux  axes  dont  Tun  est  AB 
et  Taulre  une  perpendiculaire  à  cette  droite  menée  par  G  mi- 
lieu de  AB,  l'équation  de  la  podaire  sera 

p  =  (2a  —  P)sincji)-h(a7rH-  a —  laco)  cosu>. 

L'aire  S  de  la  podaire  comprise  entre  l'axe  polaire  et  la 
courbe  est  déterminée  par  l'intégrale 


=  /     p*rfci) 


9.  S 

0 


=  /     [cos'a>(aicH-a)*-i-(2a  —  p)»sin'(u 

H-(2a  —  P)  (ait-!-  a)  sin!2(i>  —  4  «'«*  cos'cd 

—  4«(«^-+-a)w  cos'u)  -{-aa(2a  —  P)a)  sinacojcfco 
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Si  le  point  M  est  sur  un  cercle  ayant  son  centre  en  C,  te 
terme  -  (a*  +  p*)  est  constant,  mais  en  ajoutant  à  iS  le 
double  de  Faire  du  rectangle  dont  les  c6tés  sont  AB  et  p,  oo  a 

2S-+-aABp=  ^^  -t.5a«ir-+-  î  (a«  +  p«) -4-awp, 
expression  qui  varie  avec  p. 

Question  1774. 

(18«T,  p.  8'«0.) 

Le  produit  des  paramètres  de  distribution  des  plans  tan- 
gents  à  un  paraholoïde  hyperbolique ^  pour  deux  généra- 
trices du  même  système  et  rectangulaires^  est  égal  au 
carré  de  la  plus  courte  distance  de  ces  droites, 

(Mannheim.) 

généralisation 
Par  M.  d'Ocaone. 

Soient  G  et  Gi  deux  génératrices  quelconques  de  même 
système  projetées  sur  le  plan  directeur  de  ce  système  pris  pour 
plan  horizontal.  Leur  plus  courte  distance  (aai)  se  projette 
suivant  un  point.  Soient,  en  outre, />  et  pi  les  points  centraux 
correspondants.   Les  plans  centraux  sont  respectivement  les 


plans  verticaux  passant  par  G  et  Gi.  Le  plan  tangent  en  a  est 
défini  par  les  génératrices  G  et  apiy  eu  a\  par  les  génératrices 
Gi  et  a\py 

Faisons  une  projection  sur  le  plan  vertical  perpendiculaire 
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en  p  k  ap.  Le  point  y>i  se  projette  sur  la  perpendiculaire /7|9i 
à  la  trace  pq^  de  ce  plan  vertical,  au  point^,  tel  que  q\p\  =  8, 
S  étant  la  plus  courte  distance  de  G  et  Gf. 

Dés  lors,  Tangle  6  que  le  plan  tangent  en  a  fait  avec  le  plan 
central  en  p  est  projeté  en  vraie  grandeur  en  app\ .  Abaissons 
du  point  a  la  perpeqdiculaire  ai  sur  pp\.  Elle  coupe  pq\  au 
point  iy  et  ce  point  est  le  point  représentatif  de  la  distribu«- 
tion  des  plans  tangents  pour  la  génératrice  G.  En  effet,  d'une 
part,  pi  est  la  perpendiculaire  élevée  à  G  par  le  point  cen- 
tral p^  de  l'autre,  l'angle  pia  sous  lequel  on  voit  du  point  i 
le  segment  ^a  est  égal  à  l'angle  6  que  le  plan  tangent  en  a  fait 
avec  le  plan  central. 

Par  suite,  le  paramétre  de  distribution  k  de  la  génératrice 
G  est  égal  à  pi. 

On  obtient  de  même  le  paramétre  de  distribution />i  l'i  =  k\ 
de  Gi. 

Si  maintenant  nous  appelons  /  et  l\  les  segments  apetaipiy 
CD  Tangle  des  génératrices  G  et  Gi,  la  similitude  des  triangles 
opi  et  pqip\^  qui  ont  leurs  côtés  respectivement  perpendicu- 
laires, nous  donne 

pa        qxp 


ou 


d'où 


/        /isinoj 


De  même, 


*i  = 


/{  sino) 

/  sinio 
Faisant  le  produit,  on  a 

sin^b) 

C'est-à-dire  que  le  produit  des  paramètres  de  distribution 
de  deux  génératrices  quelconques  de  même  système  du  pa- 
raboloïde^  est  égal  au  carré  du  quotient  de  leur  plus 
courte  distance  par  le  sinus  de  leur  angle. 

Dans  le  cas  où  l'on  suppose  lo  =  j^»  on  retrouve  le  théorème 
de  l'énoncé. 
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Question  177S. 

t 

(  18»7.  p.  3«R.  ) 

Une  conique  rencontre  les  côtéi  BG,  GA,  AB  cTun  triangle 
«n  D,  D',  E,  E',  F,  F'.  Les  tangentes  en  D,  D'  rencontrent 
AB,  AG  en  K,  K'.  L  est  le  conjugué  harmonique  de  Bpar 
rapport  aux  points  F,  F',  M  celui  de  G  par  rapport  à  E,  E'. 

Démontrer  que  D'L,  DM,  KK' concourent  en  un  même 
point.  (  W.  J .  Gbbbnstrebt.  ) 

SOLUTIONS 

Par  M.  G.  Leinbkuqel. 

Solution  géométrique.  —  On  sait  que  Tenveloppe  des 
droites  rencontrant  deux  coniques  (S),  (£)en  quatre  points 
formant  une  division  harmonique,  est  une  conique  tangente 
aux  huit  droites  menées  aux  quatre  points  communs  à  (S), 
(£)  et  tangentes  à  ces  coniques. 

Gonsidérons  la  conique  (S)  donnée  et  la  conique  (£)  for- 
mée des  droites  (BG.LM),  nous  en  déduisons,  dans  ce  cas  par- 
ticulier, qu'il  existe  une  conique  tangente  à  DK,  D'K',  BG  et 
LM  qui  font  partie  des  tangentes  aux  points  communs  aux 
coniques  (S),  (BG,  LM);  et   de  plus  aux  droites  GA,  BA, 

puisque 

(GMEE')  =  -i,         (BLFF')=  — I. 

L'hexagone  IMKDD'K'  étant  circonscrit  à  une  conique,  les 
trois  diagonales  concourent  en  un  même  point. 

Solution  analytique. —  Prenons  comme  {Jig.  i)  triangle 
de  référence  DD'D'  et  pour  équations  de  (S),  AB,  AC, 

(S)  ?Y— fJi«a«  =  o  (1) 

AB  /a -+- mp -h  ny  =  o,  ii) 

AG  /'a-+-/n'p-4-/i'Y=o  (3) 

Tcnscmble  des  droites D'F',  D'F  obtenues  par  l'élimination  de  ^ 
entre  (i)  et  (a),  est 

fji*  m  a'  -+-  /ay  -+-  n  y*  =  o  ; 

la  conjuguée  harmonique  D'L  de   a=o,  par  rapport  à  ces 


droites,  a  pour  équation 

(D'L) 

de  même,  on  a 

(DM) 
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in 


-77-  P  =  o. 


(4) 


(5) 


Quant  à  Téquatton  de  KK',  elle  est 

(KK') 


/ 


/' 


puisqu'elle  doit  passer  par  les  deux  points 


kI 


o. 


(6) 


Ces  trois  droites  D'L,  DM,  KK'  passent  par  un  mâme 
point  ci>,  puisqu'on  ajoutant  (4)  et  (5),  on  tombe  sur  l'équa- 
tion (6). 

Autres  solutions  de  MM.  W.  Grbbnstrebt  et  J.  Richard. 


Qaeition  1786. 

<  1S98,  p.  99.  ) 

A,  B,  C,  D  étant  quatre  quantités  imaginaires  données 
et  X  une  quantité  imaginaire  variable,  on  forme  le  déter- 
minant 

Ah_X    B4-X 

C  +  X    D-hX 


=  A. 
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Démontrer  : 

i"  Que  si  le  module  de  A  reste  constant f  le  point  X,  aj- 
fixe  de  X,  parcourt  une  circonférence; 

a*  Que  si  l'argument  de  A  reste  constant,  le  point  X  par- 
court une  droite. 

Trouver  le  centre  de  cette  circonférence  et  la  direction 
de  cette  droite  lorsque  l'argument  de  A  est  nul. 

(C.-A.  Laisant.) 

SOLUTION 
Par  M.  DULIMBERT. 

Je  pose 

A  =  a-ha'ï,        B=:b-hb'i,       G  =  c-^c'*,        D  =  «?-+-</'*, 
\  =  X  -hyi,,        A  =  Çh-tj«  =  p  (cosco  -+-  i  sinoi). 

Le  développement  du  déterminant  donne  immédiatement 

Ç  =(a  H-  rf  —  6  _c)a?-+-(6'-hc'  — a'— <f)j^ 
-h  ad  — a'  d'—{ùc  -  6'c'), 

Yf  =  (a'H-rf'— 6'— c')x-4-(a-h  d  —  b  —  c)y 
-had!'+-  a'd  —  {bc'  -f-6'c). 

Les  équations  Ç  =  o,  t^  =  o  représentent  deux  droites  rec- 
tangulaires dont  les  directions  sont  faciles  à  déterminer.  En 

efTet,  la  quantité 

a'-»rd—ib'^c') 

a-^  d  —  {b  -\-  c) 

est  le  coefficient  angulaire  de  la  droite  qui  joint  le  milieu  de 
AD  au  milieu  de  BG.  La  droite  ?}  =  o  est  symétrique  de  celte 
droite   par  rapport  aux   axes  coordonnés  et  la  droite  (  =o 
perpendiculaire  à  t]  =  o. 
Si  p  est  constant,  on  a 

équation  d'un  cercle  qui  a  pour  centre  le  point  d'intersection 
des  droites  {  =  o,  tj  =  o. 
Si  u)  est  constant,  on  a 

tangco  =  Y 

ou 

T^  —  l  tang(i>  =  o, 
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équation  d'une  droite  qui  passe  par  le  point  d'intersection  des 
deux  mêmes  droites. 

Ëofîn,  si  ta  est  nul,  le  point  X  décrit  la  droite  ?)  =  o,  dont 
la  direction  a  été  déterminée  précédemment  (<). 

Antre  solutico  de  M.  E.-N.  Barisien. 

Question  1787. 

(  ISM»  p.  M.  ) 

On  considère  les  points  de  contact  des  coniques  inscrites 
à  un  quadrilatère  avec  un  des  côtés  du  quadrilatère  et 
l'on  demande  : 

I*  Le  lieu  des  centres  de  courbure  de  ces  coniques  cor- 
respondant aux  points  de  contact; 

2*  L'enveloppe  des  cercles  osculateurs  qui  correspondent 
aux  centres  de  courbure  précédents.        (G.  Tzitzéica.) 

SOLUTION 

Par  M.  AuDiBERT. 

i*  Prenons  pour  axes  des  coordonnées  deux  côtés  quel- 
conques du  quadrilatère  se  coupant  à  l'origine  et  faisant  entre 
eux  un  augle  a;  soient 

X  Y  X  Y 

--Ht-— i  =  o,  hî^— i  =  o 

a        o  c        a 

les  équations  des  deux  autres  côtés,  celle  d'une  conique  in- 
scrite sera 


[(^-^'-^(-i-f/)^]' 


X 


I  —  X  \a        d         I 


(')  Note  de  la  Rédaction.  —  A  se  mettant  sous  la  forme  immé- 
diate P  -h  QX,  il  est  évident  que  si  le  module  de  X  est  conslaDt 
l'extrémité  de  A  décrit  une  circonférence  dont  le  centre  est  l'extrc- 
mité  de  P;  et  que  si  l'argument  de  A  est  constant,  on  a  une  droite 
passant  par  l'extrémité  de  P.  (C.-A.  L.) 
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Cette  courbe  touche  Taxe  des  X  au  point 

Transportons  Torigine  à  ce  point,  en  conservant  Taxe  des  X 
et  prenant  pour  ligne  des  ordonnées  la  normale  à  la  courbe. 
Les  formules  de  transformation  sont 

cosa  Vt 

a?  =  m  -h  a?!  —  Vi  -: —  »         y  =  4 —  > 

•^     sina  "^        sina 

et  le  rayon  de  courbure  à  l'origine,  p,  sera  égal  au  coefficient 
de  y,  divisé  par  le  coefficient  de  x}y  dans  l'équation  trans- 
formée. 

On  trouve,  d'après  ces  données, 

F/'  _1\/^  _  '  U-^_! L]  r»  ^ ÙzIlLzÀl 

_  l\â       cj\b       d/l^  bc(i-\)       adj  dbji'-h 

P-  :  [a-c(i-X)p    . 

a*c*  A(i  —  A) 

Reportons  le  système  rectangulaire  d'axes  parallèlement  à 
lui-môme  à  l'origipe  primitive  ;  nous  aurons,  x  et  y  étant  les 
coordonnées  du  lieu  cherché, 

^       x(a  —  c) 

-^  _^  ct(c  —  x)  [a  —  c(i  —  ^)]*  __     a  —  c 

~'  c(a-rx)^  a'c*X(i  —  X)    ~"a(c  — ar) 

Il  en  résulte  l'équation 

(*>  y  2(b^d)    ^*"*  =  ^(^  ""  ^^(^  ""  ^)* 

2°  L'équation  de  l'enveloppe  des  cercles  osculateurs  tangents 
à  l'axe  des  X,  s'obtiendra  en  substituant  dans  (i)  —  à  /. 


(  4<^5  ) 


PRBIIEK  CONCOURS  DBS  ^  NOUVELLES  ANNALES  » 


I.  On  propose  d^éïabttrvrfail  suwant  : 

Il  peut  arriver  de  deux  manières  différentes 
que  les  neuf  droites  joignant  trois  points  A  j  B,  C 
à  trois  points  A',  B',  C  soient  tangentes  à  une 
quadrique  : 

\^  Les  trois  points  A,  B,  G  peuvent  corres- 
pondre un  à  un  aux  trois  points  A',  B',  C  par  le 
fait  que  chacun  des  trois  quadrilatères  qui  ont 
pour  sommets  B,  C,  B',  C  ou  C,  A,  C,  A'  ou  A, 
B,  A',  B'  a  ses  quatre  points  de  contact  dans  un 
même  plan,  la  même  chose  n'ayant  pas  lieu 
pour  les  six  autres  quadrilatères  de  la  figure; 

'?P  Les  deux  points  C  et  C  par  exemple 
peuvent  jouer  un  rôle  à  part.  Les  points  de  con- 
tact \^  2,  3,  4  des  côtés  du  contour  AllMA'  sont 
dans  un  même  plan,  les  droites  12  et  '^/\  coupant 
AB  en  S,  les  droites  i/\  et  28  coupant  A'B'  en  S'; 
pour  C'A  et  C  B,  la  corde  des  contacts  coupe  AB 
en  S,  pour  CA'  et  CB',  la  corde  des  contacts 
coupe  A'B'  en  S';  les  cinq  contours  ayant  pour 
sommets  les  points  de  l'un  des  systèmes 

ABvn'.      !  ^""''^'^      !  ^'«'^^^ 

I  ABB'C,         I  A'B'BC, 
Ann.  de  Malhe'mat.,  3»  série,  l.  XVIII.  (No>t'nil)ro  1^99.)   3i 
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ont  donc  chacun  leurs  quatre  points  de  contact 
dans  un  même  plan. 

IL  La  figure  dépend  de  dix-huit  paramètres. 
Pour  le  premier  des  deux  systèmes  indiqués^  si 
Von  se  donne  la  quadrique^  les  trois  tangentes 
AA',  BB',  ce  doivent  satisfaire  à  une  condition, 
et  le  contour  hexagonal  AB'CA'BCA  dépend 
alors  d'un  paramètre;  la  condition  en  question 
est  satisfaite  en  particulier  si  les  trois  tan- 
gentes A  A',  BB',  ce  sont  concourantes.  On 
demande^  pour  les  deux  cas,  si  l'on  peut  se 
donner  arbitrairement  les  six  points  A,  B,  C,  A', 
B',  C  pour  déterminer  la  quadrique,  ou  s'ils 
doivent  satisfaire  à  une  condition  et  donner  lieu 
à  une  infinité  de  quadriques ;  à  défaut  d'une 
réponse  complète  à  cette  partie  de  la  question, 
on  demande  d'examiner  au  moins  le  cas  où  les 
droites  AA',  BB',  CC  sont  concourantes. 

Conditions. 

Le  concours  est  ouvert  à  tous  les  lecteurs  dos  Nou- 
velles Annales  de  Mathématiques. 

Le  meilleur  Mémoire  envoyé  en  réponse  au  sujcl 
proposé  donnera  droit,  au  profit  de  Tauteur  : 

I**  A  un  crédit  de  loo*^^  d'Ouvrages  h  choisir  dans  le 
catalogue  de  M.  Gauthier- Villars; 
'2^^  A  la  publication  du  Mémoire  ; 
3"  Â  un  tirage  à  part  gratuit  de  loo  exemplaires. 

Les  manuscrits  devront  être  parvenus  à  la  rédaction 
WANT  LE  i5  MAI  1900,  t(Tme  d*al)solue  rigueur. 


I 
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Les  auteurs  pourront,  à  leur  gré.  se  faire  immédiate- 
ment connaître^  ou  garder  provisoirement  l^anonyme. 
Dans  ce  dernier  cas,  le  Mémoire  portera  un  signe,  une 
devise  ou  un  numéro  d'ordre  arbitraire,  et  sera  accom- 
pagné d'un  pli  cacheté  renfermant,  avec  la  même  indica- 
tion, le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur.  Les  plis  cachetés 
en  question  ne  seront  ouverts  par  la  Rédaction  qu'à 
partir  du  i5  novembre  et  après  le  jugement  prononcé. 

Aucune  limite  n'est  fixée  quant  à  l'étendue  des  Mé- 
moires; mais,  à  mérite  égal,  les  plus  concis  seraient  pré- 
férés par  les  juges  du  Concours.  Chacun  comprendra  du 
reste  que  l'insertion  d'un  travail  trop  étendu  serait  ma- 
tériellement impossible. 

Le  jugement  du  Concours  sera  prononcé  avant  le 
i5  juin  1900,  et  le  résultat  en  sera,  sans  retard,  publié 
dans  le  journal. 

La  Rédaction,  et  les  juges  du  Concours  qui  se  seront 
associés  à  elle,  se  réservent  la  faculté  : 

1*  De  partager  les  récompenses  ci-dessus  nienlion- 
nées,  au  cas  tout  à  fait  exceptionnel  où  deux  Mémoires 
y  auraient  droit  avec  un  égal  mérite; 

2"  De  ne  pas  attribuer  de  récompenses  si,  parmi  les 
Mémoires  envoyés,  aucun  ne  semblait  en  être  digue. 
Dans  ce  dernier  cas,  les  avantages  stipulés  seraient  re- 
portés sur  un  Concours  ultérieur,  et  l'annonce  en  serait 
faite  dans  le  journal  en  temps  utile. 

L'auteur  du  Mémoire  récompensé  sera  immédiatement 
avisé  par  la  Rédaction  et  voudra  bien  faire  immédiate- 
ment oonnaitresMl  désire  que  la  publication  de  son  Tra- 
vail ait  lieu  sous  son  nom,  ou  sous  forme  anonyme.  Son 
silence  serait  interprété  comme  une  autorisation  de  pu- 
blier le  nom. 

Les  Ri:n acteurs. 
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[02b] 

PROBLÈMES  DIVERS  SUR  LA  MÉTHODE  IXYERSE 

DES  TANGENTES: 

Par  m.  Ed.  COLLFGNON. 


Le  problème  de  M.  de  Beaune. 

On  lit  dans  VA  perçu  historique  de  Chastes  (*)  : 
«  C'est  de  Beaune  qui,  le  premier,  conçut  Fidée  d'intro- 
duire dans  la  théorie  des  courbes  les  propriétés  de  leurs 
tangentes  comme  élément  propre  à  leur  construction,  et 
qui,  par  une  question  de  cette  nature  proposée  à  Des- 
cartes, donna  naissance  à  la  méthode  inwerse  fies  tan- 
gentes. Il  s'agissait  de  construire  une  courbe  telle  que 
le  rapport  de  sa  sous-tangente  à  l'ordonnée  fut  dans  une 
raison  constante  avec  la  partie  de  l'ordonnée  comprise 
entre  la  courbe  et  la  bissectrice  de  l'angle  des  axes  ». 

La  méthode  inverse  des  tangentes  revient  à  l'intégra- 
tion d'une  équation  difTérentielle  du  premier  ordre. 
L'équation  à  intégrer  pour  résoudre  le  problème  posé 
par  de  Beaune  est 

dx       y  —  X 


(0 


dy  a 


désignant  une  longueur  donnée.  Le  problème  reste  le 
même,  au  point  de  vue  analytique,  si  Ton  substitue  à  la 
bissectrice  de  l'angle  des  axes  une  droite  quelconque, 
j^=ix-f-A.  On  reconnaît  aisément,  en  effet,  que  la 
positoin  de  l'origine  O  n'influe  en  rien  sur  la  courbe 
cherchée,  et  qu'ainsi  l'on  peut  la  placer  à  l'intersection 


(')  Page  96.  Bruvellrs;  1837. 
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de   la  (Iroile  donnée  avec  l'axe  des  abscisses,  ce  qui 
réduit  à  zéro  l'ordonnée  A.  Etant  donnée  l'équation 

.  dx        Y  —  bx 

dy  a 

on  peut,  par  un  changement  de  variable,  la  ramener  à  la 
forme  (i).  Posons,  en  ellel, 

bx  =  x\ 
relation  d'où  l'on  déduit  dx  =  -,-;  l'équation  diOeren- 


tielle  prend  la 

forme 

dx' 

V 

• 

—  x' 

ou  bien 

bdy~ 

9 

a 

dx 
dy 

V  — 

x' 

y  —  x' 

~  /«' 

\ 

~       a' 

Par  conséquent,  la  transformation  équivaut  à  la  sub- 
stitution d'une  nouvelle  quantité  constante  a'=:  r  à  la 

quantité  donnée  a,  sauf  à  eHacer  le  coefficient  de  l'ab- 
scisse X. 

On  peut  simplifier  de  même  Féquation  (i),  en  rem- 
plaçant les  quantités  variables  x  eiy  par  leurs  rapports 
x'  et  j'  à  la  quantité  constante  a,  prise  comme  unité  de 
mesure.  Il  vient^  eu  éil'et, 

dx' 
(3)  1^=/— '. 

équation  dont  l'intégrale  fera  connaitre,  par  des  trans- 
formations convenables,  l'intégrale  de  Téquation  (i)  et 
celle  de  l'équation  (2). 

Cette  équation  (3)  à  laquelle  on  ramène  les  deux 
autres,  est  une  équation  linéaii-e  et  du  premier  ordre, 
en  y  considérant^'  comme  la  vai*iable  indépendante,  et 
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x'  comme  la  ronclion  inconnue.  Posons 

dx'        ,       . 

On  voit  tout  de  suite  qu^ou  satisfera  à  Inéquation  en 
posant  jc'  ^y —  I,  ce  qui  donne  une  solutiou  particu- 
lière de  Téquation  avec  son  second  membre.  D'ailleurs, 
l'équation  réduite  à  son  premier  membre  a  pour  inté- 
grale générale 

Donc,  enfin^  Tintégrate  générale  de  Téquation  (3)  est 

avec  une  constante  arbitraire  C. 

On  passera  de  là  à  IMntégrale  générale  de  Téqua- 

tion  (i)  en  remplaçant  x'  par  ~>  y  par  — ;  puis  à  celle 

de  Téquation  (2)  en  remplaçant  x  par  hx^  et  a  par  t' 

Il  viendra 

_r 
a7  =  aGe    '* -^ y  —  a 


j>our  l'équation  (i), 

by 

6»^"     "   '    b       b^ 


pour  l'équation  (2). 

Sous  cette  forme,  on  reconnaît  sur-le-champ  que  les 
courbes  cherchées  ont  pour  asymptote  la  droite 

parallèle  à  la  droite  donnée,  et  écartée  d'elle  à  la  dis- 
tance -r  mesurée  sur  Taxe  des  y. 

On  peut  arriver  à  une  équation  diilerentielle  plus 
simple  encore  en  changeant  de  coordonnées.  Soit  0' le 
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point     où    l'asjmptole    y  ^  bx  +  ,■  reiicoutre     Taxe 

OY(*);  parce  point  menons  une  droite  0't\  parallèle 
à  OX.  Nous  prendrons  pour  nouveaux  axes  les 
droites  O'Ç,  asymptote  à  la  courbe,  et  O'tj,  parallèle 
à  OX  ;  soit  ^  Tangle  de  ces  deux  axes,  angle  dont  la  tan- 
gente trigonométrique  sera  égale  à  i,  si  nous  supposons 
les  axes  primitifs  rectangulaires.  Les  formules  de  trans- 
formation seront 

X  =  Ç  cos  <p  -h  t;  , 

r  =  {  sin  ç  H-  ^  ; 
d'où  Ton  déduit 


d.T  dr  I        J  \-^  b^  dTi 

dy  '        a;  sincp        b  b        d\ 

^  —  6j?  =  $  siiKp  -t-  j  — {\  sincp -h  Tj  tangcp)  =  t  —  ^*i> 

valeurs  qui,  substituées  dans  ré(|ualion  (3),  la  réduisent 

à  la  forme 

^ b\ 

La  séparation  des  variables  s'opère  immédiatement, 
et  Ton  obtient  pour  équation  finale 

La  courbe  est  donc  une  exponentielle  rapportée  à  des 
axes  obliques  O'Ç,  O't^.  Si  par  un  point  M  de  la  courbe 
on  mène  i^ordonnée  MR  =  y\  jusqu'à  la  rencontre  de 
l'asymptote  Ql\,  puis  la  tangente  MT  jusqu'à  la  même 
droite,  la  sous- tangente  RT  mesurée  sur  Tasymptote  a 

une  longueur  constante  et  égale  à rj '  On  revient 

(')  Le  lecteur  est  prié  de  faire  les  figures. 
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au  problème  de  M.  de  Bcaune,  en  faisant  i  =  i,  el  la 
valeur  constante  de  la  sous-tangente  RT  est  alors  égale 

à  ay/2. 

On  reconnaît  aisément,  en  faisant  la  figure,  que  la 
droite  MR,  parallèle  à  OX,  prolongée  et  l'ordonnée  TP', 
parallèle  menée  à  OY  par  le  point  T  où  la  tangente  MT 
coupe  l'asymptote,  se  rencontrent  en  un  poinl  K  appar- 
tenant à  la  droite  donnée  j=ibx.  Le  triangle  RKT, 
rectangle  en  K,  est  constant  pour  tous  les  points  de  la 
courbe;  ses  côtés  sont 

Lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  la  courbe  eu  entraî- 
nant le  côté  RK,  l'hypoténuse  RT  glisse  le  long  de 
l'asymptote,  pendant  que  le  sommet  K  de  Tangle  droit 
glisse  le  long  de  la  droite  donnée. 
L'équation  différentielle  de  la  courbe 

dx  _^  y  —  bx 
dy~~        a       ' 
mise  sous  la  forme 

ydy  ay 

fait  voir  que  la  sous-normale  de  la  courbe,  prise  sur 
une  parallèle  à  OX  menée  par  le  point  M'  où  l* or- 
donnée MP  rencontre  la  droite  donnée,  est  constante 
et  égale  à  a. 

Celte  proposition  subsiste  encore  lorsqu'on  remplace 
la  droite  donnée,  y  =  bx^  par  une  courbe  quelconque, 
y  :=J\x)\  car  de  Téquation 

dx  __  y  —f(x) 
dy  a 

ou  déduit  toujours 

ydy  ^         ay 
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Le  premier  membre  représente  la  sous-normale  PN 
prise  sur  Taxe  OX.  Le  dénominateur  du  second  membre 
est  la  diUérence  MM'  des  ordonnées  des  deux  courbes, 
et  si  par  le  point  M'  on  mène  une  parallèle  M'C  à 
Taxe  OX  jusqu'au  point  C  où  elle  coupe  la  normale  MN, 
on  aura  la  proportion 

PN  _  MP 
M' G  ~"  MM'  * 
Donc 

_  PN  X  MM'  _  ydy       [y  ^  f(x)]  _ 

*'  ^ MP "5^  ^  y ^• 

11  résulte  de  là  que  le  lieu  des  points  C,  obtenus  pour 
tous  les  points  M  de  la  courbe,  est  la  courbe  y  :=f{x) 
ellti-mêmej  déplacée  de  la  quantité  a  parallèlement  à 
l'axe  OX. 

Revenons  à  la  courbe  qui  satisfait  à  la  relation  diiié- 

renlielle 

dx  _  y  —  hjr 
dy~        a       ' 

pour  laquelle  le  lieu  du  point  C  sera  la  droite 
y  z=:  bi^x  —  a).  Le  triangle  MKT  est  semblable  au 
triangle  MM'C,  les  côtés  de  ces  deux  triangles  étant  res- 
pectivement perpendiculaires.  On  a,  par  conséquent, 

MC  _  MX  _      a      _ 
Mt  ~   KT  ""  "" 


(f) 


Si  doue  on  joint  TC,  Fangle  CTM  a  pour  tangente 
tri gonomé trique  la  quantité  6,  c'est-à-dire  qu'il  est 
constant  et  égal  à  Tangle  de  la  droite  donnée  avec 
l'axe  OX.  On  a  en  définitive  ce  théorème  : 

Du  point  de  rencontre  T  de  la  tangente  avec 
l'asymptote^  la  portion  de  normale  MC  vue  sous 
l'angle  r^  dont  la  tangente  est  6,  a  pour  extrémité  C 
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un  point  situé  sur  la  droite  IXD'  parallèle  à  la  droite 
donnée  OD. 

Eu  d'autres  leniies,  le  triangle  MTC,  rectangle  eu  M, 
mobile  et  déformable  quand  le  point  M  suit  la  courbe, 
reste  constamment  semblable  au  triangle  M'PO,  foriiié 
par  Tordonnée,  Taxe  OX  et  la  droite  donnée  OD. 

Il  n'est  pas  inutile  de  faire  voir  que  Téquation  dille- 

rentielle 

dx        y  —  bx 

dy  ^       a 

peut  s'intégrer  directement,  sans  passer  par  les  réduc- 

•         .  ...  dy 

lions  que  nous  lui  avons  fait  subir.  Faisons  -j-  z=.p^  et 

résolvons  par  rapport  à  l'ordonnée  j'.  Il  vient 

y  z=  OX  -\ 

Diilérentions  et  remplaçons  dj  par  pdx.  Nous  aurous 

équation  où  les  variables  se  séparent  immédiatement. 
On  a,  en  effet,  en  résolvant  par  rapport  à  dx^ 


dx 


a  dp        ^  a  dp       a  dp        a      dp 


p^ib—p)        b^    p         b  p^        b^  b^p' 
puis  rintégration  donne 

el,  par  conséquent, 

Si  Ton  élimine/?  entre  ces  deux  équations,  il  vient 

b 
y      ^      r^t  — y 

b        6» 


(495) 
eu  remplaçant  par  une  nouvelle  constante,  C,  le  produit 

T^e''  ;  cette  équation  est  identique  à  celle  que  nous 

avons  obtenue  plus  haut. 

Nous  allons  clierclier  le  rayon  de  courbure  de  la 
courbe,  déduit  de  son  équation  diflerentielle.  La  marche 
à  suivre  s'applique  identiquement  à  la  courbe  plus  géné- 
rale qui  serait  représentée  par  l'équation 

dr  _  y-/(T) 
dy  a 

lorsque  la  droite  du  problème  primitif  est  remplacée  par 
une  courbe  quelconque. 

De  cette  équation,  mi^e  sous  la  forme 

dy  a 

on  déduit,  en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres  par 
rapport  à  x, 

et,  par  conséf(uent,  on  a  pour  le  rayon  de  courbure  p 

Soient  AB  la  courbe  cherchée,  M  le  point  pour  lequel 
on  cherche  le  rayon  de  courbure-,  soient  FG  la  courbe 
donnée  y=f[x)y  et  M'  le  point  de  cette  courbe  qui 
correspond  à  l'abscisse  x.  Si  Ton  mène  la  normale  MC 
et,  par  le  point  M',  la  droite  M'C  parallèle  à  OX,  on 
sait  qu'on  a  M'C  =  «. 

La  différence  y  — f{oc)  est  représentée  sur  la  figure 
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par  le  segtuenl  MM';  M'C  =  a  et  MM'  sont  les  côlës  de 
Taiigle  droit  dans  le  triangle  MM'C,  dont  riijpotéause 
est  la  normale  MC.  On  a  donc 


MG  =[j.-/(2r)]î-ha», 

de  sorte  que  le  numérateur  de  la  valeur  de  p  est  repré- 

sente  par  MC  • 

Du  point  M  abaissons  MC  perpendiculaire  sur  la  tan- 
gente M'T'  menée  à  la  courbe  y=f(x)^  et  soil  C  le 
point  où  elle  rencontre  la  droite  M'C.  Mous  aurons 

M'C'=  MM'  tang(C'MM')  =  MM7'(a^)  =/'(^)[r —/(*)]» 
et  la  dîflférence 

a  —f'(x)[y  -/(ar)J  =  MC  -  M'C'=  CC; 

d'où  résulte  la  formule 

_         Mc' 

On  peut  aisément  trouver  sur  la  figure  une  droite  qui 
soit  égale  en  valeur  absolue  au  rayon  p.  Soit  T  le  point 
où  la  tangente  MT  à  la  courbe  ÂB  coupe  la  droite  CM' 
parallèle  à  OX.  On  aura  dans  le  triangle  CMT,  rec- 
tangle en  M,  et  dans  lequel  MM'  est  perpendiculaire  à 
r hypoténuse  CT, 

Mg'  =  M'Cx  CT  =  axGT. 
Donc 

a 

ce  qui  transforme  l'expression  du  rayon  de  courbure  en 

celle-ci  : 

_  MC  X  CT 

^  ""         ce     ' 

Par  le  point  T  menons  une  droite  TT',  perpeudicu- 
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laîre  à  la  tangente  M'T',  c'esl-à-dire  parallèle  à  MC,  et 
prolongeons- la  jusqu'il  la  rencontre  en  S  avec  la  nor- 
male CM  prolongée.  Les  parallèles  MC,  ST  nous  don- 
neront la  proportion 

es  _  CT  , 
CM  ~  GC' 
donc 

^«       MC  X  CT 

CS=— ^^^P~  =-?. 

Le  segment  CS,  déterminé  sur  la  normale  par  la  ren- 
contre de  TT',  est  en  valeur  absolue  la  longueur  du 
rayon  de  courbure.  De  cette  construction  résultent  plu- 
sieurs consécjiiences  : 

1^  Si  au  point  M  la  tangente  MT  est  parallèle  à  la 
tangente  M'T'  menée  au  point  M'a  la  courbe  j  :=f(^x), 
les  droites  TT'  et  MC  sont  parallèles,  et  le  rayon  p 
devient  infini.  La  courbure  est  nulle  en  ce  point  M-, 

2**  Au  point  où  la  courbe  cliercliée  AB  coupe  la 
courbe  donnée  j^  ==/( a;),  le  segment  MM'  est  nul,  et 
l'on  a  p  =  rt.  En  ce  point  la  tangente  MT  à  la  courbe 
clicrcbée  est  parallèle  à  OY. 

Ix>rsque  la  fonction  jr(j:)  est  linéaire,  elle  peut  être 
représentée  par  6x,  et  la  formule  générale  prend  une 
forme  plus  simple.  On  a,  en  elFct, 


a[a'—b(y  —  bx)\ 


«^1  j  — (r  — ^^)J 


I^  numérateur  est  toujours  égal  à  MC  .  Quant  au 
dénominateur,  t  est  la  distance  M' m  comprise,  sur  l'or- 
donnée du  point  M,  entre  la  droite  donnée  y  =  bx  et 
l'asymptote  y  ^-^  hx -\- y^;   de   sorte  que   la    dill'érence 
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-, (j  —  i.r)  rcprésiMîle  la  différence 

M'/n  — MM'=M/«, 

c'est-à-dire    le   segment    compris   entre   la    courbe   et 
Tasymptote.  Il  vient  donc 

ivïc* 


ab  X  M  m 

relation  que  nous  aurons  Toccasion  d'employer  toul  à 
r  heure. 

LVquation  diflercntielle 

dx       y—f{x) 


(t) 


cty  a 


ne  peut  être  intégrée  par  les  méthodes  qui  réussissent 
lorsque  la  fonction  f{x)  est  une  fonction  linéaire  de 
Tabscisse.  Remarquons  que,  dans  ce  cas  plus  général,  on 
peut  tourner  la  difficulté  eu  considérant  les  trajectoires 
orthogonales  des  courbes  comprises  dans  Téqualion  (i). 
Pour  avoir  ré(|uation  diflerentielle  de  ces  courbes,  il 

suffit  de  changer  -^—  en  —  -^-  dans  Téquation  proposée, 

ce  qui  donne 

/  X                          ^y         y  —  f(^) 
<^)  ;r;=-^ — i 

La  transformation  revient  donc  à  chansrcr  -^  en  ;— 

^       djr        dx 

en  changeant  en  même  temps  le  signe  de  a.  Or,  Téqna- 
tion  (i)  est  une  équation  linéaire  du  premier  ordre,  dont 
Téquation  intégrale  peut  s'écrire  immédiatement.  On  a, 
en  effet,  pour  Tiiitégrale  générale, 

r  .r     /»  .r 

(3)  y  ^  C/î~"-h  --<?"''  /  e^f{x)dT. 

Il  est  facile  de  reconnaître  que  ces  courbes  satisfont  à 
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la  coiulilion  de  donner  une  sous-tangente  constante,  et 
égale  à  —  a,  la  sons-tangente  étant  prise,  non  sur 
l'axe  OX,  mais  sur  une  parallèle  à  cet  axe  menée  par  le 
point  M'  où  Tordonnée  de  la  courbe  cherebée  coupe  la 
courbe  donnée  y  r=zf(^x). 

Les  courbes  (3)  une  fois  tracées  sur  le  plan,  il  suffira 
de  mener  leurs  Irajeeloires  orthogonales  pour  obtenir  les 
courbes  qui  satisfont  à  Téquation  (i);  cette  opération 
se  fait  facilement  :  c'est  celle  que  l'on  exécute  pour 
tracer  les  lignes  de  plus  grande  pente  d'une  surface 
topograpbique  définie  par  ses  lignes  de  niveau. 

Rehabques  sur  les  courbes  représentées  par  l'équation 

dy  a 

\,   Vosows  f(x)  =j\  et  écrivons  Téquation  sous   la 

forme 

(y—y)dy  =  adx. 

Imaginons  qu'on  déplace  la  courbe  donnée  FG,  repré- 
sentée par  ré(|ualion  y'  =f(^x)^  de  la  quantité  a  paral- 
lèlement à  Taxe  OY;  Taire  élémentaire  comprise  entre 
les  deux  positions  de  la  courbe  et  entre  les  ordonnées 
correspondantes  aux  abscisses  x  et  x  +  dx^  aura  pour 
mesure  adx]  l'aire  totale  comprise  entre  les  deux  posi- 
tions de  FG  et  les  ordonnées  de  deux  points  A  et  B  pris 
sur  la  courbe  cherchée,  sera  exprimée  par  Tinlégrale 

j     adx=a{xx  —  a*,,), 

«'A 

en  appelant  Xq  et  X|  les  abscisses  des  points  Â  et  B. 

En  chaque  point  M  de  la  courbe  cherchée  prenons 
sur  une  parallèle  à  OX  une  quantité  égale  à 

mV  =  y-y\ 
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dJflerence  des  ordonnées  des  deux  courbes;  l'extréniîlé 
du  segment  ainsi  formé  sera  un  point  p.,  qui  décrira  un 
certain  lieu  a|jL^,  quand  le  point  M  suivra  la  courbe 
cliercbée  de  A  à  B;  et  Taire  élémentaire  comprise  entre 
les  deux  courbes  et  les  deux  horizontales  correspon- 
dantes aux  ordonnées  y  ^X  y  -h  dy^  aura  pour  mesure 
ky — y)^J'  L'aire  totale  comprise  entre  les  deux 
courbes  et  les  horizontales  des  points  A  et  B  sera 
exprimée  par  l'intégrale 

f  (y-y')dy. 

L'équation  différentiel  le  nous  fait  voir,  par  consé- 
quent, que  ces  deux  aires  sont  égales^  et  que  la  seconde 
aire  Aa^Bcroit  proportionnellement  à  Tabscisse. 

Si  Ton  suppose  y'=  o,  c'est-à-dire  si  J*on  prend  pour 
courbe  donnée  FG  Taxe  OX  lui-même,  la  courbe 
cherchée  AB  devient  la  parabole 

et  la  courbe  a^  qu'on  en  déduit  en  portant,  en  chaque 
point  M  une  longueur  horizontale  M|jl=j%  est  une; 
autre  parabole 

La  propriété  qu'on  vient  d'établir  montre  que  Taire 
Aa^B  comprise  entre  deux  parallèles  à  l'axe  de  la 
courbe  est  proportionnelle  h  la  différence  des  abscisses, 
jr,  et  Xoy  des  points  extrêmes  A  et  B  pris  sur  la  première 
parabole. 

Lorsqu'on  part  de  l'équation 

dx  a 
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on  parvient  de  même  à  une  équivalence  d'aires, 

dont  Finterprétation  est  plus  simple. 

2.  Toutes  les  courbes  AB  représentées  par  Féquation 
générale 

dx  _  y  —  f(x) 

dy  a 

* 

sont  telles  que  la  sous-normale  M'C,  prise  sur  une 
parallèle  à  l'axe  OX  menée  par  le  point  M'  où  la  courbe 
donnée  FG  rencontre  l'ordonnée  MP  du  point  M,  est 
constante  et  égale  à  a. 

Il  résulte  de  cette  propriété  que  chacune  des  courbes 
AB  peut  être  regardée  comme  Penveloppe  des  positions 
successives  d'une  parabole  MI,  de  paramètre  2a,  qui 
recevrait  un  mouvement  de  translation  dans  le  plau  des 
axes.  Ija  parabole  mobile  aurait  son  axe  parallèle  à  OX, 
son  sommet  I  serait  situé  sur  la  droite  CM'  prolongée, 
au  milieu  du  segment  M'S  déterminé  sur  cette  di^oite  par 
la  tangente  MS  menée  à  la  courbe.  Si  l'on  appelle  p  le 

rapport  ~^>  et  j?i,  y^  les  coordonnées  du  sommet  I,  ou 


aura 


a 
a?!  =  j? y 

7k  p* 

Dans  le  cas  particulier  où  la  ligne  donnée  FG  est  une 
droite  j'  =  ix,  on  aura  pour  les  coordonnées  du  som- 
met I  de  la  parabole;  tangente  de  M  à  la  courbe 
cberchée, 
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Nous  avons  trouvé  plus  haut,  dans  le  cas  particulier 
où  la  fonction  f{x)  est  linéaire, 

MC' 

La  parabole  tangente  à  la  courbe  au  point  M  a  pour 
axe  de  figure  la  droite  M'C;  la  droite  MC  lui  est  nor- 
male et  a  est  son  demi-paramètre.  On  a  donc  pour  le 
rayon  de  courbure  pi  de  cette  parabole 

MG* 

On  en  déduit  pour  le  rap^iort  des  deux  rayons  de 
courbure  des  courbes  tangentes  en  M, 


P  _ 


a«  \b) 


M' m 


pt       aô  X  M  /n         M  m         AI  ni  ' 

car   r-  est  Fintervalle  parallèle  à   OY  compris  entre 

l'asymptote  et  la  droite  donnée.  Au  point  où  la  courbe 

AB  coupe  la  droite  donnée,  on  a  Mm  =  ^  =  M'm,  et, 

par  conséquent,  p  =  p|.  La  parabole  et  la  courbe  sont 
osculatrices. 

3.  La  courbe  cherchée  AB  peut  être  regardée,  dans 
le  cas  général,  comme  engendrée  par  un  point  M  lié 
invariablement  à  une  courbe  qui  roulerait  sur  la 
coMvhiifg,  déduite  de  la  courbe  FG  par  un  déplacement 
égal  à  a,  parallèle  à  Taxe  OX;  cette  courbe  fg^sl^  en 
effet,  le  lieu  des  points  C  tels  que  CM  soit  la  normale  à 
la  courbe  AB.  Pour  trouver  Téquation  polaire  de  la 
courbe  roulante,  nous  considérerons  le  point  décri- 
vant M  comme  le  pôle,  MC  =  r  comme  le  rayon  vecteur, 
et  8  désignera  Tanglo  polaire;  si  Ton  appelle  }x  Tangle 
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compris  entre  le  rayon  vecteur  MC  et  la  tangente  Ct 
menée  au  point  C  à  la  courbe  fg^  on  aura 

tangt.=  -^. 

Mais  les  courbes  fg  et  FG  étant  parallèles  et  déduites 
Tune  de  l'autre  par  une  simple  translation  parallèle 
à  OX,  les  tangentes  en  C  et  M'  aux  deux  courbes  sont 
parallèles,  et  l'angle  \l  est  Tangle  que  fait  la  direction 

—  -T-  de  la  normale  MC  avec  la  direction  f'{x)  de  la 

tangente  à  FG.  On  a  donc 

.,,    .        dx 

équation  où  l'on  remplacera  ^  et  ^  en  fonction  de  x. 
On  a  d^aillcurs 

où  l'on  remplacera  aussi  ^  par  sa  valeur  en  x.  L'élimi- 
nation de  X  entre  ces  deux  équations  conduira  à  une 
équation  différentielle,  qui  définira  6  en  fonction  de  r. 
Cl  définira  la  courbe  roulante. 

Lorsque  f[x)  =  bx^  il  vient  successivement,  eu 
exprimant  toutes  les  variables  v.n  fonction  de  la  dérivée 

p-di'  

a  /i  -4-  p^ 
P 

dr         p  —  h 
et 

0  r^  Oo-h  arc  lang/>  -^  i  i  (^ZT^)  ' 
équations  qui  définissent  la  courbe  roulante. 
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PROBLÈHBS  CONNEXES. 

On  peut  ra Hacker  au  problème  de  M.  de  Beaune  une 
série  de  questions  relatives  a  la  transformation  des 
courbes  ou  à  la  formation  de  courbes  associées  suivant 
une  loi  particulière.  Ces  diverses  questions  peuvent  être 
réparties  en  trois  classes  principales  : 

Première  classe.  —  Etant  donnée  une  courbe 
y=z/(x)y  trouver  une  courbe  (yy  x)  telle  que  Ton  ait 
en  tout  point  l'équation  différentiel  le 

djr  a 

a  étant  une  longueur  donnée  constante.  C'est  le  pro- 
blème dont  nous  venons  de  nous  occuper. 

Deuxième  classe.  —  Etant  donnée  une  courbe 
j^  =  F(x),  trouver  la  courbe  j'=y*(j:)  qui  satisfera  à 
la  même  équation  (i).  La  solution  est  immédiatement 
donnée  par  l'équation 

^  =^  — a  -—  =  F(a?)  — 


dy  ^    '       ¥'{x) 

Iroisième  classe.  —  Sans  donner  aucune  courbe,  on 
impose  aux  deux  ordonnées  j^,  ^',  qui  répondent  à  une 
même  abscisse  Xy  une  relation  déterminée  ^'=o(^), 
la  fonction  <f  étant  donnée.  Il  viendra 


X 


-û-'aj'^^y^''y^ 


et  la  solution  sera  connue  par  une  quadrature.  II  est 
inutile  d'ajouter  une  constante;  car  l'origine  est  arbi- 
traire sur  l'axe  des  abscisses,  et  cette  constante  ne  ferait 
que  déplacer  la  courbe  le  long  de  l'axe,  sans  influer  sur 
sa  forme. 
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Nous  examinerons  à  part  quelques  cas  particuliers  de 
celte  dernière  classe  de  questions. 

I**  Rapport  constant  h  entre  les  deux  ordonnées; 
y'=  Jry,  —  On  aura  pour  la  courbe  cherchée 

la 
et  pour  la  courbe  associée 


X  = 


'X  ah*' 


Les  deux  courbes  sont  donc  des  paraboles  de  même 
axe  et  de  même  sommet. 

2®  Différence  constante  f  entre  les  deux  ordonnées^ 
y  — j^z=zf,  —  On  obtiendra  deux  droites  parallèles 

ax-fy, 

3®  Somme  constante  *i.f  des  deux  ordonnées  ; 
y-f-^=  ay*.  —  On  parviendra  à  la  relation 

a 

où  C  désigne  une  constante,  qu'on  peut  faire  égale  hf^. 
On  aura  donc 

X  =  f 

a 
et  la  courbe  associée  sera,  en  remplaçant  y  par  2/ — y  y 

a 

équation  identique  à  la  précédente,  et  qui  montre  que  la 
parabole,  ayant  pour  axe  la  droite  j'sr:/,  est  à  elle- 
même  sa  courbe  associée.  La  soUs-normale  est  constante, 
mesurée  sur  Taxe,  et  égale  à  |a.  Mesurée  à  la  hauteur 
du  point  M'  où  l'ordonnée  MP  recoupe  la  parabole  ;  elle 
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sera  double  et  égale  à  a  ;  et  la  somme  des  deux  ordonnées 
y^  y  sera  égale  à  %f, 

4**  Produit  constant  des  ordonnées;  yy=f^,  — 
On  aura 

et 

/t 

L'intégration  donne  pour  la  courbe  (y^x) 


2a        a     \a/ 


el  la  courbe  associée  est  celle  qu^on  déduit  de  la  courbe 
(x^y)  en  opérant  la  transformation  par  ordonnées 

réciproques,  ^'=  —f  ce  qui  donne  pour  son  équation 


2  «y»        a     \ay'J 


3**  Somme  des  carrés  constante;  y^+y'^^f*.  — 
On  aura 

dx  =  y -^7^^'  ay. 

a  '^ 

Si  l'on  pose  j^  =/sin(p,  on  trouvera  pour  réqualion 
de  la  courbe  cherchée 

ax  =  |/>(sin'çp  —  ^sin2<p  —  «p), 

équation  qu'on  rapprochera  successivement  des  équations 

y  =/sin9, 
y  =  /cos9, 

pour  avoir  les  courbes  associées. 
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6**  Différence  des  carrés  constante;  y^ — y^=zf^. 
—  •  Il  vient 

Pdy 


dx  = 


a(^-H/^'— /O 


L^ordonnée  y  devapt  être  supérieure  à  y  en  valeur 
absolue,  nous  ferons 

La  substitution  conduit  à  l'équation  différentielle 

a     i  +  sincp 

en  supprimant  le  facteur  -^—  aux  deux  termes  de  la 
^^  cosç 

fraction.  On  peut  ramener  cette  fonction  à  une  fra^fion 
rationnelle  en  posant  tang  ^  =  e/.  On  en  déduit 


smo  = -y         tangcp  = ->         ao  = r-» 

et  enûn 

a   (i  — a)(i-4- «)' 

On  fera  la  décomposition  de  la  fraction  donnée  en 
fractions  simples,  ce  qui  donne 

,  O  r  i     du  idu  du  i      du  1 

dx=  '-^l -h  7 ry  H ; 

a  L2  1  — a       (i-»-m)*       (i-h  u)'       2  i-4-aJ 
cty  par  conséquent,  en  intégrant, 

«    |2     \i  —  u/       (n-a)*        i-haj 


Remplaçons  fi  par  tang^;   nous  aurons  pour  Téqua- 
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tiou  de  la  courbe  (x,  y)  les  deux  relations 


^fl\  ^.   /i-4-sin(p 
al      y      cos'jiç 


'        cos© 


La  courbe  conjuguée  sera  représentée  par  la  première 
de  ces  deux  équations ,  jointe  à  la  relation 


[M'm] 

SUR  QUELQUES  QUESTIONS  DE  LA  THÉORIE  DES  GOURBIS 

A  DOUBLE  COURBURE; 

Par  m.  Henri  PIGCIOLI. 


On  a  cru  jusqu'à  présent  que  la  courbe  gauche  nommée 
hélice  cylindrO'Conique  était  placée  sur  un  cône  de  révo- 
lution. Dans  ce  qui  suit,  nous  nous  proposons  de  mon- 
trer que  ce  n'est  pas  vrai,  au  moins  dans  le  cas  général. 
Les  raisonnements  que  nous  allons  faire  nous  condui- 
ront à  trouver  une  formule  d'où  résultera  tout  de  suite 
la  vérité  de  notre  assertion.  Ceci  formera  l'objet  du  pre- 
mier paragraphe  de  cette  Note;  dans  le  second,  j'expose 
des  propriétés  relatives  aux  loxodromies  et  aux  géodé- 
siques  du  cône. 


(  5o9) 

I. 

Admettons  que  si  A,  B,  C  représentent  les  distances 
d*un  point  Gxe  de  l'espace  Po^(Xoj^o^o)  aux  plans  nor- 
mal, rectifiant,  oscuiateur  d'une  courbe  gauche  L  dont  s 
est  Tare,  p  et  T  les  rayons  de  courbure,  on  a  les  for- 
mules 

ds  '^  p       ''         ds  ~       p       T*         ds  ^  r' 

Cela  posé,  soit  (cosa,  cos&,  cosc)  une  direction  fixe, 
et  0  l'angle  que  les  génératrices  du  cône,  qui  projette 
de  Po  la  courbe  L,  font  avec  cette  direction.  Nous  aurons 

(aro  —  x]  cosa  H-  (^o  —  ^)  C09b-+-  (zq—  2) cosc  =  /cosO, 

l  représentant  la  portion  de  génératrice  du  cône  com- 
prise entre  le  sommet  et  le  point  (xyz)  de  la  courbe. 
En  dérivant,  on  obtient 

/  X  ^^       A      ,rfcos6 

(1)  -t-cosOh-/ T =  —  COSÇ, 

ds  ds  ^ 

f  étant  l'angle  de  la  direction  fixe  avec  les  tangentes 
de  L. 

Or  ou  a 

/  =  V^A»-+-B«+G«, 
et  par  conséquent 

dl  A  , 

_  =  --^=-cos4;, 

tl  étant  l'angle  sous  lequel  la  courbe  L  coupe  les  généra- 
trices du  cône. 

En  substituant  dans  (i)  cette  valeur,  on  trouve  la 

formule 

^        ,       ,^cos9 

—  C0S6  COS4/  -\-  l -. =  —  C09©, 
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d'où  il  suit  ce  qu'on  voulait;  car,  de  riiypoibèsc  que  ç 
et  ^  soient  constants,  il  ne  résulte  pas  que  0  aussi  doil 
être  constant. 

Il  en  résulte  en  outre  que  la  condition 

costp  =  cos6  cos^        (0  const.) 

est  caractéristique  pour  les  lignes  placées  sur  le  cône  de 
révolution  :  ce  qu'on  peut  aussi  démontrer  géométri- 
quement. 

II. 

(A).  Nous  allons  trouver  une  propriété  caractéris- 
tique des  loxodromies  du  cône.  Partons  pour  cela  de  la 

formule 

1       A. 

COS^  =  j, 

où  les  quantités  qui  y  Ggurent  ont  la  même  signîGca- 
lion  que  plus  haut.  En  dérivant  et  en  posant  dans  cette 
dérivée  /cos^  à  la  place  de  A,  on  trouve 

/ — î — -  = sin'u/. 

as  p 

Si  ^  est  constant,  il  en  résulte 

B  =  psin't]/, 
c'est-à-dire  que  : 

Le  long  d^une  loxodromie  du  cône,  la  distance  du 
plan  rectifiant  au  sommet  est  proportionnelle  au  rayon 
de  première  courbure.  Le  coefficient  de  proportion- 
nalité est  une  quantité  comprise  entre  zéro  et  V unité* 

Au  moyen  de  cette  propriété,  on  pourrait,  d'une 
manière  très  simple,  écrire  l'équation  intrinsèque  des 
loxodromies  du  cône,  cl  en   déduire  les  équations  de 
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l'hélice  cylindro-conique  en  y  ajoutant  la  condition 

p 

^  =  cotç         (ç  const.)- 

(B).  Pour  arriver  à  la  recherche  de  la  propriété  des 
géodésiquesdu  cône,  étudions  les  courbes  pour  lesquelles 
la  distance  des  tangentes  à  un  point  Gxe  est  constante. 

On  aura  donc 

B»-h  G«=  const. 

En  dérivant,  on  trouve  les  conditions 

A  =  o,        -  =  o,     '6=0^ 

P 

Le  premier  cas  correspond  aux  lignes  sphériques,  ce 
qui  ne  donne  rien  de  nouveau,  de  même  que  le  second, 
où  il  s'agit  d'une  droite.  Le  dernier  cas  correspond  aux 
géodésiques  du  cône  (*). 

Il  s'ensuit  que  : 

Hormis  les  lignes  sphériques^  il  n'y  a,  parmi  les 
courbes  à  double  courbure,  que  les  géodésiques  du  cône 
qui  jouissent  de  la  propriété  que  leurs  tangentes  soient 
à  la  même  distance  d'un  point  fixe  {sommet  du  cône). 

On  peut  aussi  énoncer  ce  résultat  sous  cette  forme  : 

Les  podaires  des  géodésiques  du  cône  sont  des  lignes 
sphériques. 

Ces  théorèmes  subsistent  même  dans  l'espace  à  n  di- 
mensions. 

(  '  )  Voir  ma  Note  sur  les  géodésiques  du  cône  (ce  Journal,  1898). 
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[Pla] 
ÉTUDE  DTN  SYSTÈME  DE  DEUX  MIROIRS  SPHBRI(|IIIS; 

Par  M.  LEFEBVRE. 


I.  —  Réflexion  par  un  miroir  sphérîque. 

Soit  un  miroir  sphérique  de  foyer  F,  de  distance  fo- 
cale/; une  droite  O  perpendiculaire  à  Taxe  principal  xj 
en  B  ;  I  son  image  perpendiculaire  à  Taxe  en  B'.  Nous 
admettrons  que 


(i)  FB.FB'=/«, 

^        FB 


(^) 


L'image  I  est  droite,  si  elle  est,  par  rapport  à  F,  do 
côté  du  sommet;  renversée  si  elle  est,  par  rapport  à  F, 
du  côté  du  centre  de  courbure  du  miroir. 

Il  résulte  de  (i)  que  les  points  B  de  l'axe  et  leurs  con- 
jugués B'  forment  une  involution  ayant  l'axe  pour  base, 
le  foyer  F  pour  point  central  et/^  pour  puissance.  Nous 
l'appellerons  involution  relative  au  miroir  m. 

Sur  un  rayon  vecteur  Ftotj',  prenons  deux  points  w 
et  co'  tels  que 

Fw.Fâ7=/«, 

Fig.  I. 


(oB  et  iû'Bf  seront  deux  droites  antiparallèles  par  rapport 
à  l'angle  F. 
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Règle  1,  —  Par  suite,  pour  construire  le  conjugué  B' 
de  B,  mener  la  circonférence  passant  par  B,  a>  et  a>'^  elle 
coupe  Taxe  en  B'. 

En  particulier,  si  F(o  =/,  oi  et  o>'  coïncident^  la  cir- 
conférence à  mener  serait  la  circonférence  passant  par  B 
et  tangente  en  u)  à  Fa>. 

D'après  (i)  et  (a),  on  voit  que 

(3)         ±'    x=l«:=i/2. 

O        FB         /        V     FB 

Considérons  une  circonférence  quelconque  passant 
par  deux  points  homologues  réels  ou  imaginaires  C,  C 
de  i'involution  relative  au  miroir  m. 

BB',  ce  et  O  étant  deux  couples  de  points  homo- 
logues et  le  point  central  d'une  involution 


FB'        B'C'.B'C 


FB         BG'.BG 


Par  suite,  eu  appelant  'ic(B)  la  puissance  de  B  par  rap< 
port  à  la  circonférence  Ca>  w'C, 


^^^  -^Q-y     BC'.BG        v/^(B 

La  circonférence  Cuxo'C  a  une  très  grande  indéter- 
mination ;  elle  n'est  assujettie  qu'à  passer  par  deux  points 
homologues  de  l'involutiou  relative  au  miroir  m.  D'où 
ce  théorème  : 

Si  par  deux  points  homologues  quelconques  d'une 
involution,  on  mène  une  circonférence  quelconque,  le 
rapport  des  puissances  de  deux  points  conjugués  de 
l'involiUion  par  rapport  à  cette  circonférence  est  in^fa- 
riable. 
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Et  celle  règle  : 

Règle  IL  —  Le  rapport  de  rimage  à  Tobjet  par  rap- 
port à  un  miroir  sphérique  est  égal  au  rapport  des  ra- 
cines carrées  des  puissances  de  leurs  pieds  sur  Taxe  par 
rapport  à  une  circonférence  coupant  Taxe  en  deux  points 
homologues  de  Tinvolution  relative  au  miroir. 

En  particulier,  tout  point  tù  à  distance  y*  de  F  peut 
ôtre  regardé  comme  une  circonférence  évanouissante 
répondant  aux  conditions  énoncées.  Donc  : 

Règle  III .  —  Étant  donné  un  point  w  à  distance/ 
de  F,  le  rapport  de  l'image  à  l'objet  est  égal  au  rapport 
des  distances  des  pieds  sur  Taxe  au  point  co. 

II.  —  Réflexion  par  deux  miroirs. 

Soient  F  et  ^  les  foyers  des  miroirs  m  et  [x;  y  et  o 
leurs  distances  focales.  Soient  O  une  droite  objet  perpen- 
diculaire à  Taxe  en  B,  V  son  image  par  rapport  à  m  per- 
pendiculaire à  l'axe  en  B',  F  l'image  de  V  par  rapport 
à  (JL  perpendiculaire  à  Taxe  eu  B". 

Les  points  B  de  Taxe  et  leurs  conjugués  B'  déterminent 
sur  l'axe  une  involution,  l'involutîon  relative  au  mi- 
roir m.  De  même  les  points  B'  de  l'axe  et  leurs  con- 
jugués B''  par  rapport  à  [jl  déterminent  sur  l'axe  une 
involution  ayant  Taxe  pour  base,  le  foyer  pour  point 
central,  cp^  pour  puissance;  nous  l'appellerons  Vinvo- 
lution  relatwe  au  miroir  jjl. 

Il  en  résulte  que  les  points  B  et  B''  déterminent  deux 
divisions  homographiques  ayant  l'axe  pour  base  com- 
mune; F  et  ^  en  sont  des  points  homologues.  Nous  les 
appellerons  di\^isions  homographiques  relatis^es  à  deux 
réflexions. 

Soient  S  et  il  les  points  doubles  réels  ou  imaginaires 
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de  ces  deux  divisions.  Par  S  et  S  menons  une  circonfé 
rence  SSa>'  et  joignons  w'wF,  eo'w''^. 


Si  un  point  mobile  Û  décrit  une  circonférence,  les 
droites  ûco,  Ûo)''  qui  joignent  ce  point  à  deux  points 
fixes  sur  la  circonférence  forment  deux  faisceaux 
homo graphiques.  Ces  faisceaux  détermineront  ici  sur  xjr 
deux  divisions  homographiques,  dont  S  et  S  seront  évi- 
demment ]es  points  doubles,  F  et  ^  deux  points  corres- 
pondants. Ce  sont  donc  précisément  les  divisions  homo- 
graphiques relatives  à  deux  réflexions.  Nous  dirons 
que  la  circonférence  Scocj'^S  est  une  circonférence  po- 
laire du  système,  et  que  co  et  o)"  sont  les  points  direc- 
teurs correspondants. 

Connaissant  ces  éléments,  il  sera  facile  de  construire 
le  conjugué  B'  de  B. 

D'autre  part,  S  et  S  sont  des  points  homologues  dans 
chacune  des  involutions  relatives  aux  miroirs  m  et  u. 
D'après  ce  qui  a  été  vu  [I,  équation  (4)]?  si  Ton 
appelle  it(B)  la  puissance  de  B  par  rapport  à  Sa)a>"S  : 

et,  par  suite, 

Si  l'objet  O  vient  en  F,  l'image  V  vient  en  *  :  elle 
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est  droite  si  les  miroirs  sont  d'espèce  contraire,  ren- 
versée sUls  sont  de  même  espèce  (concaves  ou  convexes). 
Si  l'objet  se  déplace,  le  sens  de  l'image  ne  change  que 
quand  elle  passe  par  l'infini,  c'est-à-dire  quand  B'  passe 
en  $;  autrement  dit,  quand  BûB'^qui  éuit  égal  à  uxu'u)*^ 
prend  une  valeur  supplémentaire. 

En  résumé,  si  l'on  connaît  une  circonférence  polaire 
et  les  points  directeurs. 

Règle  IF.  —  Pour  construire  le  conjugué  B*^  de  B, 
mener  Bct)  qui  rencontre  la  circonférence  polaire  en  Û, 
joindre  Hiù"  :  cette  droite  coupe  Taxe  en  B^.  Le  rapport 
de  l'image  à  l'objet  est  égal  au  rapport  des  racines 
carrées  des  puissances  de  B^  et  B  par  rapport  à  la  circon- 
férence polaire. 

Pour  deux  miroirs  de  même  espèce,  l'image  est  ren- 
versée si  BûB'^  et  (1)0)' or  sont  égaux,  droite  si  ces  angles 
sont  supplémentaires.  C'est  l'inverse  pour  des  miroirs 
d'espèce  contraire. 

En  particulier,  si  les  points  doubles  S  et  S  des  divi- 
sions homographiques  relatives  à  deux  réflexions  sont 
imaginaires,  on  sait  que  ces  divisions  peuvent  èlre  en- 
gendrées par  la  rotation  d'un  angle  constant  autour  de 
son  sommet.  Ce  sommet  peut  être  considéré  comme  une 
circonférence  évanouissante  passant  par  S  et  S.  Nous 
appellerons  ce  point  pôle  optique  du  système  \  l'angle 
constant,  angle  caractérisliçue.  Ceci  posé  : 

Règle  F.  —  Pour  obtenir  le  conjugué  B'  de  B,  il  suffit 
de  faire  tourner  Bo)  autour  de  o)  de  l'angle  caractéris- 
tique; B(i)  vient  alors  couper  l'axe  eu  B''.  Le  rapport  de 
l'image  à  l'objet  est  alors  égal  au  rapport  des  distances 
de  B''  et  de  B  au  pôle  co.  Le  sens  de  l'image  sera  défini 
comme  dans  le  cas  d'une  circonférence  polaire. 
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Un  |K>int  lumineux  placé  en  S  (ou  S)  a  son  conjugué 
après  une  réflexion  en  S  (ou  S);  son  conjugué  après 
deux  réflexions  coïncide  avec  lui.  S  et  S  sonl  donc  les 
points  de  Bravais  du  système  optique  relativement  à 
deux  réflexions.  Eu  raison  de  leur  rôle,  nous  les  appel- 
lerons, dans  la  suite,  points  asjmptotn/ues  du  système. 

Si  Tobjet  est  en  S  ou  S,  il  faut  chercher  directement 
le  rapport  des  images  à  Tobjel.  D'après  (3),  si  l'objet 
est  en  S, 

et 

^^^  O  "^"V   FS  *  *S' 

Si  Tobjet  est  en  S,  on  a  de  même 


'^  o        y  ¥t'      o  """""v  Fs  ■  ^s' 

FS     4>S         I  ,  •  1  •         i^    ^ 

-=;«^  i  ^-^  est  le  rapport  anharmonique  des  points  r  ,  <P, 

S,  S.  Posons 

F  S  .  *£ 
^^^  "FS  "  <ï>S  ■^'^"' 

On  aura 

Etant  données  deux  dis^isions  homo graphiques  de 
même  base^  le  rapport  anharmonique  de  deux  points 
correspondants  et  de  deux  points  doubles  est  constant. 

On  a  donc,  en  tenant  compte  de  (^)  et  reinai-(|uatit 
(|ue  F  et  0  sont  rorres[)oiulaiils, 

BS     iri        FS     <f'i: 


-^  .1 


^^^  BS  •  B'b         FS  •  *S 

relation  très  simple  enire  les  positions  de  B,  B'',  S,  S. 
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On  peut  remarquer  que  quand  S  et  S  sont  réels, 
^^  est  esseulielleiiient  positif,  et  qu'on  peut  déuouinierS 
et  S,  de  façon  (|ue  ^^  soit  supérieur  à  i .  'I*^  ne  pourrait 
être  égal  à  i  que  si  F  et  <I>  ou  S  et  S  coïncidaient. 

III.  —  Pôles  et  circonférences  polaires. 

Le  faisceau  des  circonférences  polaires  d*un  sv.stèmc 
de  miroirs  n'est  autre  que  le  faisceau  des  circonférences 
qui  coupent  orthogonalement  les  circonférences  (F) 
et  (<ï>)  décrites  de  F  et  ^  comme  centres,  avec  y  et  o 
comme  rayons. 

En  effet, 

Les  circonférences  polaires  coupant  l^axe  en  des  points 
homologues  de  chacune  des  involutions  relatives  à  m 
et  à  [JL,  on  peut  s'en  servir  poui'  appliquer  la  règle  II 
(la  règle  III,  dans  le  cas  d'une  circonférence  évanouis- 
sante), 'v 

IV.  —  Classification  des  systèmes  de  deux  miroirs. 

Au  point  de  vue  de  Tétuile  des  réflexions  multiples, 
on  pourra  classer  les  systèmes  de  deux  miroirs  d'après 
la  nature  des  divisions  homographiques  relatives  à  deux 
réflexions,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  d'après  le  mode 
d'intersection  des  circonférences  (F)  et  (0). 

Divisions  homographiques  Circonférences 

ayant:  (F)et(4>).  Systèmes. 

7.  points  doubles  imaginaires Sécantes.  Périodiques. 

2.  points  doubles  réels Non  sécantes.  Apériodiques. 

2.  points  doubles  confondus Tangentes.  Intermédiaire 

I  point  double  à  l'infini Concentriques.  Ilomofocauv. 

Tous  les  points  doubles Confondues.  Sin«fulier5. 
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Nous  représeiiloroiis  doréiinvaiil  par  B/i,  I^  l'iniage 
après  n  réflexions  du  poiul  B»,  de  Tobj^t  Iq  si  la  der- 
nière réflexioQ  se  fait  sur  le  miroir  (jl;  par  B^^,  \_„  les 
images  après  n  réflexions  si  la  dernière  se  l'ait  sur  le 
miroir  m.  Cette  notation  est  rationnelle,  parce  (|ue  Bo 
est  évidemment  Timage  après  n  réflexions  de  B_a«  !•> 
dernière  réflexion  se  faisant  sur  le  miroir  u. 

V.  —  Systèmes  périodiques. 

Les  divisions  liomographiques  relatives  à  deux  ré- 
flexions ont  leurs  points  doubles  S,  S  imaginaires  :  le 
système  de  miroirs  a  ses  points  asymptotiques  S,  S  ima- 
ginaires. Les  cercles  (F)  et  (^)  se  coupent  en  deux 
points  réels;  ces  points  peuvent  être  regardés  comme  des 
circonférences  polaires  évanouissantes  :  le  système  a 
deux  pôles  optiques  symétriques  par  rapport  à  Taxe. 

Soit  (0  Tun  d'eux.  D*api'ès  la  règle  V,  on  voit  immé- 
diatement que  : 

Pour  obtenir  B2/i,  il  suffira  de  faire  tourner  BqO)  au- 
tour de  o)  de  n  fois  la  rotation  caractéristique  F(i)<I>^  le 
point  d'intersection  avec  Taxe  sera  Ba^. 

Pour  obtenir  B_2/i,  il  suffira  d'ellectuer  la  même  ro- 
tation en  sens  inverse. 

B(±2it  se  déduira  de  B|  comme  B±2/i  de  60 . 

D'après  les  règles  III  et  V  : 

Le  rapport  d'une  image  quelconque  \a  à  l'objet  \q  sera 
égal  an  rapport  des  distances  B/i  et  Kq  au  pôle  o). 

Kig.  3. 


Le  sens  des  images  se  déduira  aisément  du  cas  de  deux 
rll  îxi  ons. 
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Oi)  peut  déiiiiir  la  posilion  d'un  point  Bq  sur  l'axe 
par  l'angle  bo  dont  îl  faut  faire  tourner  toz  (parallèle 
àyx)  pour  rauicMier  sur  coBq. 

Soient  o)  la  valeur  de  la  rotation  caractéristique,  a 
l'angle  qui  définit  la  position  du  fojer  <I>  sur  l'axe,  on  a 
ëvidemincnt 

(lo)      bi  =  OL  —  60,     6j«  =  ^0 -^- 'ïw,     6i4.jrt  =  a  —  bQ-+- nta. 

VI.  —  Systèmes  ai'ériodiques. 

Les  divisions  liomographiques  relatives  à  deux  rë- 
flexions  ont  leurs  points  doubles  réels,  distincts,  à  dis- 
tance finie  :  ce  sont  les  points  asymptotiques  du  sys- 
tème. Les  cercles  (F)  et  (<ï>)  se  coupent  en  deux  points 
imaginaires  ;  pas  de  pôles  réels. 

B2/1  se  déduira  aisément  de  Bq  en  répétant  n  fois  la 
construction  indiquée  à  la  règle  IV.  B_2«  s'en  déduira 
en  faisant  ces  constructions  en  sens  inverse.  lii±2n  se 
déduira  de  B|  comme  B4:2/i  d^  Bo> 

D'après  les  règles  II  et  IV,  le  rapport  d'une  image 
quelconque  I/i  à  l'objet  lo  est  égal  au  rapport  des  racines 
carrées  des  puissances  de  B/j  et  B^  par  rapport  à  une 
circonférence  polaire.  Le  sens  se  déterminera  sans  diffi- 
culté. 

D'après  l'équation  (9),  on  a,  entre  B^,  et  B2,  la  rela- 
tion 

B,S  ""  ^*  BoS' 
Par  suite, 

/     X      B^  _  /  I  \«  BoS  B,.4.,;,S  _  /  I  y*  B|£ 

^''^      B,«S       VfV     HoS'  B„^.„S~"UV     BiS" 

D'ailleurs,  d'apiès  la  remarque  qui  termine  II,  '|^  est 
plus  grand  que  1 .  Il  en  résulte  que  deux  images  com- 
prennent les  deux  points  S  et  S  ou  n'en  comprennent 
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aucun.  D'autre  part,  Bj,i  et  B^^2n  teudrout  vers  le  point 
asymplotique  S,  si  la  dernière  réflexion  se  fait  sur  \l, 
(/ï>o);  vers  le  point  asymptolique  S,  si  la  dernière 
réflexion  se  fait  sur  m,  (/i<^o).  Pour  un  objet  qui 
n'est  ni  en  S,  ni  en  S,  les  quatre  groupes  d'images 
tendent  en  position  vers  l'un  des  points  asymptotiques 
(selon  le  groupe),  en  grandeur  vers  O. 

Pour  un  objet  placé  en  S,  les  images  d'ordre  pair  se 
font  en  S»  les  images  d'ordre  impair  en  S.  D'après  les 
équations  (3)  et  (8) 

les  images  tendent  vers  O  ou  croissent  indéfiniment, 
selon  qne  la  dernière  réflexion  se  fait  sur  m  ou  sur  [jl 
(/i  <^  o  ou  w>o). 

Ce  scM'ait  le  contraire  pour  un  objet  placé  en  2. 

VII.  —  Systèmes   iMTERMÉoiAinEs. 

Les  divisions  homographîques  relatives  a  deux  ré- 
flexions ont  leurs  points  doubles  confondus  en  O.  Les 
cercles  (F)  et  (^)  sont  tangents  en  ce  même  point.  Ce 
point  est  à  la  fois  point  asymptotique  et  pôle  optique. 
Toutes  les  circonférences  polaires  sont  tangentes  à  Taxe 
en  ce  point. 

Ce  cas  se  présente  si  le  centre  ou  le  sommet  du  pre- 
mier miroir  coïncident  avec  le  centre  sur  le  sommet  du 
second. 

La  construction  de  B^  se  fera  comme  dans  un  système 
apériodique.  Le  rapport  de  l'image  I«  à  l'objet  Iq  est 
égal  au  rapport  des  distances  de  B,2  et  Bq  au  pôle  O 
(comme  dans  un  système  périodi(|ue). 

Étant  données  deux  divisions  homogrnphû/ues  ayant 
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ieurs  points  doubles  confondus,  la  différence  des  in- 
verses des  distances  au  point  double  est  constante  pour 
deux  points  correspondants. 

Donc 


OB,       OBo       O*       OF 
Par  suite, 


\     0B,«         OBo 

(i3)  < 


VO*       OF/ 
I  1  /   I  I   \ 

: =   =r^   -4-/1  (   =L^  —  =  ) 

,«^,        OB,  \04>       OF; 


\  OB 

Pour  un  objet  qui  n*est  pas  placé  eu  O,  les  quatre 
groupes  d^i mages  tendent  vers  le  point  asyniplotique  0; 
en  môme  temps  elles  décroissent  indétinimeiit.  Pour  un 
objet  placé  en  O,  toutes  les  images  se  font  en  O  et  sont 
égales  à  Tobjet;  elles  ne  seraient  toutes  de  même  sens 
que  dans  le  cas  (peu  intéressant)  de  deux  miroirs  se 
touchant  parleurs  sommets. 

VIII.  —  Systèmes  homofocaux  et  singuliers. 

Dans  les  systèmes  homofocaux,  les  deux  divisions 
homographiques  relatives  à  deux  réflexions  sont  sem- 
blables^ un  des  points  doubles  est  rejeté  à  Tinfini) 
le  second  est  au  foyer  commun  F.  Les  circonférences 
(F)  et  (<I>)  sont  concentriques.  Il  n*y  a  plus  ni  pôle, 
ni  circonférence  polaire.  On  voit  immédiatement  que 


(M; 


FB,«  /Ç^X"  tB 


FBo  \/V  FB, 

Soit  jjlIc  miroir  de  plus  grande  distance  focale  (^^/^ 
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Les  images  subissant  la  dernière  réflexion  sur  m  len- 
dent  vers  le  point  asyinplotîque  F  en  décroissant  indé- 
finiment (i  <!  o);  les  i mages  subissant  la  dernière  ré- 
flexion sur  \x  s'éloignent  indéfiniment  en  grandissant 
indéfiniment  (/i  >>  o).  Pour  un  objet  placé  en  F,  toutes 
les  images  se  font  en  F,  mais  diffèrent  de  grandeur*,  les 
images  d^ordre  impair  sont  infiniment  éloignées  et  infi- 
niment grandes. 

Dans  If's  systèmes  singuliers,  où  les  distances  focales 
sont  égales,  en  même  temps  que  les  foyers  coïncident, 
les  deux  divisions  liomograpliiqnes  relatives  à  deux  ré- 
flexions sont  identiques,  les  circonférences  (F)  et  (<ï>) 
coïncident.  Quel  que  soit  Bq,  Bjn  coïncide  avec  Rg, 
B  1^.2/1  avec  Bf .  I2  ne  peut  différer  que  par  le  sens  de  lo  ; 
de  même  I3  de  I|  (même  sens  si  les  miroirs  sont  d'es- 
pèce contraire,  sens  contraire  s'ils  sont  de  même  es- 
pèce). I/i^.4(jL  coïncide  en  tout  cas  avec  In;  chaque  objet 
a  donc  au  plus  quatre  images  symétriques  deux  à  deux 
par  rapport  à  Taxe;  il  n'y  aurait  que  deux  images  dans 
le  cas  (peu  intéressant)  où  les  miroirs  sont  d'espèce 
contraire  (ils  se  toucheraient  par  leurs  sommets). 

IX. — Nombre  des  images. 

En  général,  le  nombre  d'images  d'un  point  ou  d'un 
objet  perpendiculaire  k  Taxe,  données  par  un  système 
de  deux  miroirs,  est  illimité.  Ce  nombre  peut  être 
limité,  s'il  se  produit  des  coïncidences  d'images. 

Si  un  système  de  miroirs  possède  des  points  asyni- 
ptotiques,  le  nombre  des  images  d'un  point  de  l'axe  est 
illimité^  sauf  si  le  point  coïncide  ai^ec  Vun  des  points 
itsjmplotiques . 

Les  images   d'un  point  qui   dîflY^re  des  points  asym- 
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ptolîques  tendent  vers  Tuii  de  ces  points  :  elles  sont  doue 
en  nombre  illimité.  Les  images  d*un  point  asynipto- 
tique  sont  Tun  des  points  asymptoticjues  {voir  VI,  VU, 
VIII);  il  y  en  a  donc  deux  pour  les  systèmes  apério- 
diques et  liomorocaux,  une  pour  les  systèmes  intermé- 
diaires (Tobjet  étant  compté). 

Dans  un  système  singulier  (voir  VIII),  tout  point  de 
l'axe  a  deux  images  {y  compris  l'objet)  :  elles  coïn- 
cident pour  les  centres  et  sommets. 

Dans  un  système  périodique,  la  condition  nécessaire 
et  suffisante  pour  qu'un  point  de  l'axe  ait  un  nombre 
limité  d'images  est  que  l'angle  caractéristique  co  soit 
commensurable  at^ec  la  circonférence.  Si  cette  condi- 
tion est  satisfaite,  tout  point  de  Vaxe  a  un  nombre 
limité  d'images. 

Si  le  nombre  d*images  est  limité,  on  peut  trouver 
une  image  de  rang  pair  de  B^  qui  coïncide  avec  Bq  : 
soit  B'2,i'  D'après  (lo) 

b^ti  =  bo  -i-  nfjj. 

Si  Bo  et  B^/i  coïncident,  b2n  et  60  diflërent  d'un 
nombre  en  lier  de  demi-circonférences  :  donc  mo  est  uu 
nombre  entier  de  demi-circonférences  et  co  est  com- 
mensurable avec  la  circonférence. 

Inversement,  si  co  est  commensurable  avec  la  circou- 
férence,  on  peut  trouver  n  tel  que  nio  soit  multiple  delà 
demi- circonférence,  mais  alors,  comme 

les  images  Bp^2n  ^^  B^  coïncideront  :  il  y  aura  au   plus 
un  images  d'un  point  quelconque  de  Taxe  Hg. 

Pour  qu'un  objet  perpendiculaire  à  Taxe  Iq  ait  un 
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nombre  limilé  damages,  il   est  nécessaire  que  son  pîed 
sur  l'axe  B^  ail  un  nombre  limité  d'images. 

Dans  les  systèmes  qui  admettent  des  points  asympto- 
tiques,  cela  ne  peut  se  produire  que  si  Bq  en  est  Tun  de 
ces  iK)ints.  Mais  les  images  seront  en  nombre  illimité, 
car  elles  ont  toutes  des  grandeurs  diflerentes  (^voir  VI, 
VII,  VIII)  dans  les  systèmes  apériodiques  et  homofo- 
eaux.  Au  contraire  {voir  VII),  un  objet  placé  au  point 
asymptotique  unique  d'un  système  intermédiaire  a  deux 
images  distinctes  seulement,  symétriques  par  rapport 
à  Taxe  (Tobjet  compté),  une  seule  si  les  miroirs  sont 
opposés  par  leurs  sommets. 

Dans  les  systèmes  singuliers,  tout  objet  a  au  plus 
quatre  images  distinctes  {^y  compris  l' objet)  ;  elles  peu- 
vent se  réduire  à  une  si  les  miroirs  sont  opposés  par 
leurs  sommets  et  V objet  placé  en  ce  sommet  (voir  VIII). 

Dans  les  systèmes  périodiques^  oii  l'angle  caracté^ 

r/stique  est  commensurable  awec  la  circonférence,  tout 

objet  a  un  nombre  limité  damages, 

« 
Cette  condition  est  nécessaire  pour   que  le  pied  de 

l'objet  ait  un  nombre  limité  d'images.  Si  elle  est  satis- 
faite, le  nombre  àe  positions  àv.s  images  est  limité.  Mais 
si  deux  images  ont  mùme  position,  elles  sont  égales,  car 
le  rapport  de  leurs  grandeurs  (règle  V)  est  égal  au  rap- 
port des  distances  de  leurs  pieds  au  pôle^  elles  ne 
peuvent  différer  que  par  le  sens  (elles  ont  même  sens 
si  /ICO  est  un  multiple  de  la  circonférence,  sens  contraire 
si  c^est  un  multiple  impair  de  la  demi-circonférence). 
En  tout  cas,  le  nombre  des  images  d'un  objet  est  au 
plus  double  de  celui  de  son  pied  ;  il  est  donc  limité. 
Si  Ton  résout  en  nombres  entiers  l'équation 
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la  plus  pelile  valeur  de  n,  qui  soit  solulîoii,  indique 
une  valeur  tnaxima  du  nombre  d*images  d'un  point,  211 
une  valeur  maxima  du  nombre  d'images  d*un  objet.  Ce 
nombre  est  abaissé  si  des  images  de  parité  diOerente 
eoïncident. 

En  résumé,  le  nombre  d'images  est  limité  pour 
tout  objet  :  1"  dans  les  systèmes  singuliers;  2°  dans  les 
systèmes  périodiques  où  l'angle  caractéristique  estcom- 
mensurable  avec  la  circonférence. 

X.  —   KfFET    de    n    RÉFLEXIONS. 

2/2+1  réflexions  se  faisant  alternativement  sur  deux 
miroirs,  m  et  [jl,  peuvent  toujours  se  remplacer  par  une 
réflexion  unique  sur  un  miroir  convenablement  choisi. 

En  eflet,  un  point  1%  de  l'axe  et  son  image  Bj,,^! 
déterminent  sur  Taxe  deux  divisions  liomographiques. 
Dans  ces  divisions,  S  cl  D  sont  des  points  correspon- 
dants, que  l'on  regarde  S  comme  appartenant  à  l'une 
ou  à  Taulre^  donc  ces  divisions  sont  en  involution. 

Le  point  central  de  cette  involution  est  Tiinage  F^2ff 
après  2/1  réflexions  (la  première  sur  m,)  du  foyer  F  du 
miroir  M.  Comme  F,  il  sera  extérieur  à  SS. 

On  pourra  alors  remplacer  les  2//  H-  i  réflexions  par 
une  réflexion  uniques  sur  un  miroir  de  foyer  F2/1,  par 
rapport  auquel  S  cl  S  seraient  conjugués.  [I  est  clair  que 
non  seulement  la  position,  mais  la  grandeur  et  le  sens 
de  l'image  seront  les  mêmes. 

Si  le  miroir  unique  est  sphérique,  son  centre  et  son 
sommet  coïncideront  avec  leurs  images  après  a/i  +  i  ré- 
flexions. Des  objets  placés  en  ces  points  auraient^  l'un 
une  image  symétrique,  l'autre  une  image  identique. 

Si  le  miroir  unique  est  plan,  l'objet  coïncide  avec 
Timage  s'il  est  dans  le  plan  ;  il  est  symétrique  de  l'image 


(5^7  ) 
par   rapport  au  plan;  en  général   2/2  réflexions   pour- 
raient être  renipl accès  par  deux  réflexions. 

C031CLUS10111S. 

Nous  nous  soinine.«  pro()osé  d^étudier  les  réflexions 
multiples  qui  se  produisent  dans  un  système  de  deux 
miroirs  sphériques.  Ce  problème  correspond  au  pro- 
blème des  miroirs  plans  parallèles.  Le  cas  d'un  miroir 
spliérique  et  un  miroir  plan  se  déduirait  de  suite  de 
notre  étude. 

Nous  avons  donné  une  classilication  des  systèmes  de 
miroirs  fondée  sur  riiomographie,  et  montré  comment 
les  théories  de  Tinvolution  et  de  Thomographie  per- 
mtatent  de  construire  et  de  déterminer  les  éléments  des 
images. 

Eniin  nous  avons  recherché  les  conditions  pour  que 
le  nombre  des  images  d'un  point  ou  d'un  objet  soit 
limité. 

Les  systèmes  donnant  de  tout  objet,  après  un  certain 
nombre  de  réflexions,  une  image  coïncidant  avec  Tobjet, 
ifuelle  que  soit  la  position  de  cet  objet,  seront  les  seuls 
donnant  de  tout  objet  un  nombre  d'images  limité.  On 
peut  les  déflnir  ainsi  : 

Pour  qu'un  système  de  miroirs  donne  de  tout  objet 
un  nombre  limité  d'images,  il  faut  :  1^  que  Ton  puisse 
construire  un  triangle  ayant  pour  côtés  les  deux  dis- 
tances focales  et  la  dis  lance  des  foyers  (ce  triangle  ne 
se  réduisant  pas  à  l'axe)  ;  2"  que  Tangle  de  ce  triangle, 
opposé  à  la  distance  des  foyers,  soit  commensurabic  avec 
la  circonférence. 
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NOTE. 

Etant  données  deux  divisions  homo graphiques  de  même 
base,  le  rapport  anharmonique  de  deux  points  corres- 
pondants ^\iy  Mj  et  des  deux  points  doubles  E,  F  est  con- 
stant 

MtE     MiE 


MjF  •  M, F 


=  K. 


Soient  M],  M3,  ...,  M^+i  les  points  correspondanls  à  M|, 
M,,  ...,  M„ 

M«^,FM,F 

La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que  M^+i  coïncide 
avec  M|  (sans  être  en  E  ou  F)  est  que  K  soit  une  racine  /i**^ 
de  l'unité.  La  coïncidence  aura  alors  lieu  quel  que  soit  Mi. 

Cela  ne  peut  arriver  que  si  les  divisions  sont  identiques 
(  K  =  i)  ou  en  involution  (K  =  —  i);  ou  si,  ayant  leurs  points 
doubles  imaginaires,  elles  peuvent  être  engendrées  par  des 
faisceaux  homographiques  de  même  centre,  dont  les  rayons 
correspondants  font  un  angle  constant  égal  au  n'*''"*  d*un  mul- 
tiple entier  de  iSo**. 

Deux  divisions  homographiques  répondant  à  ces  conditions 
peuvent  être  considérées  comme  généralisation  de  deux  divi- 
sions en  involution.  La  transformation  involutive  répétée  deux 
fois  reproduit  la  figure  primitive;  la  transformation  homogra- 
phique  considérée,  répétée  n  fois,  la  reproduit  de  même. 

La  division  formée  par  les  n  points  consécutifs  correspon- 
dants Ml,  Mj,  ...,  Mfl,  lorsque  K  est  une  racine /i'^"*  de  l'unité, 
peut  de  même  être  regardée  comme  généralisation  de  la  divi- 
sion harmonique.  Quatre  de  ces  points  ont  pour  rapport 
anharmonique  l'une  des  racines  n^'^*  de  l'unité,  dans  les  mêmes 
conditions  où  les  quatre  points  d'une  division  harmonique  ont 
pour  rapport  anharmonique  —  i. 

La  considération  de  ces  généralisations  de  l'involution  cl  de 
la  division  harmonique  semblerait  indiquée  dans  les  questions 
où  l'on  a  à  considérer  des  angles  commensurables  avec  la  cir- 
conférence ou  des  lignes  polygonales  qui  se  ferment.  Un 
exemple  : 

Un  angle  inscrit  à  une  conique  i^l  circonscrit  à  une  deuxième 
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conique,  bitan^ente  à  la  première,  détermine  sur  une  langenle 
à  la  deuxième  deux  divisions  homographiques  avant  pour 
points  doubles  les  points  d'intersection  avec  les  tangentes 
communes  et  dans  lesquelles  le  point  de  contact  de  la  deuxième 
conique  correspond  à  l'un  et  l'autre  des  points  d'intersection 
de  la  première.  Donc  :  la  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  l'on  puisse  inscrire  et  circonscrire  aux  deux  coniques 
un  même  polygone  de  n  côtés  est  que  ces  deux  divisions  ho- 
mographiques  soient  des  divisions  généralisant  des  divisions 
en  involution,  K  étant  une  racine  n*'"*  primitive  de  l'unité.  Il 
'  y  aura  alors  une  infinité  de  polygones  de  n  côtés  jouissant  de 
la  même  propriété.  Toute  tangente  à  la  conique  inscrite  sera 
divisée  par  les  côtés,  suivant  une  division  à  n  points  générali- 
sant la  division  harmonique;  des  droites  convenablement 
choisies  seraient  divisées  de  même  par  les  diagonales. 


ÉGOLB  GEKTRALB  DES  ARTS  BT  MANUFACTURES. 
CONCOURS  DE  1899  (DEUXifiNB  SESSION). 


Géométrie  analytique. 

On  donne  un  système  d'axes  rectilignes  OX  et  OY. 

1»  Former  l'équation  générale  du  lieu  (A)  du  point  de  ren- 
contre des  polaires  d'un  point  M(a,  P)  par  rapport  aux 
coniques  f  =  o,  fi  =  o,  lorsque  le  point  M  se  déplace  sur  une 
droite  (  D  )  mx  -h  ny  -^  p  =  o. 

Démontrer  que  les  polaires  d'un  point  de  (D)  par  rapport 
aux  coniques,  passant  par  les  quatre  points  d'intersection 
de/=  o,/i=  o,  pivotent  autour  d'un  point  de. A. 

'2*  Démontrer  que,  quelle  que  soit  la  droite  (D),  le  lieu  A 
passe  par  les  centres  des  trois  systèmes  de  cordes  communes 
aux  coniques  /  =  o,  /i  =  o. 

Donner  l'équation  générale  des  coniques  qui  passent  par  les 
centres  des  trois  systèmes  de  cordes  communes  aux  coniques 
/  =  o,/,=  o. 

3*  Démontrer  que  le  lieu  A  se  réduit  à  deux  droites  si  la 
conique  /i  =  o  est  bilangcnle  à  la  conique /=  o  suivant  une 
droite  A  =  o. 
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Démontrer  que  le  lieu(À)esl  le  lieu  des  centres  des  coniques 
circonscrites  au  quadrilatère  des  points  d'intersection  de/=o 
et/|  =  o  si  la  droite  (D)  s'éloigne  à  l'infini. 

4^*  Comme  application,  former  l'équation  de  la  conique  A 
correspondant  au  cercle  (x  —  '")'-+-(^  —  «)* — <*  =  oet  à 
l'ellipse  b^x^-\-a'^y^ — a*6*  =  o;  puis  former  les  équations 
des  droites  dont  se  compose  la  conique  A  dans  le  cas  où 
le  cercle  serait  remplacé  par  une  conique  bitangente  à 
6*37*-!-  a^y^ —  a*  6*  =  o  suivant  la  droite  or -h  t^j^ -h  w  =  o. 

Épure. 

On  demande  de  représenter  par  ses  contours  apparents  un 
tore  circulaire  de  révolution  défini  de  la  manière  suivante  : 


^ 
^ 

>* 


L'axe  (O'Z'OZ)  est  de  front,    incliné  à  45"  sur  le  plan  ho- 
rizontal : 

mm 

Distance A'Z'=AZ=    4" 

Cote  du  centre  O. =  loo 

Kloicrnemenl  du  centre  G..  =  120 
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Le  cercle  généraieur  a  un  ra)'on  de  40"*"  et  le  centre  de 
ce  cercle  décrit  une  circonférence  dont  le  ravon  O'oj'=7o""". 

On  laissera  trace  complète  des  constructions  faites  pour 
obtenir  un  point  courant  du  contour  apparent  horizontal. 

Cela  fait,  on  déterminera  l'intersection  du  tore  avec  le  cône 
engendré  par  la  révolution  de  la  droite  OZO'Z'  autour  de  la 
verticale  du  point  00'. 

On  représentera  le  tore  en  enlevant  de  ce  corps  la  portion 
contenue  dans  le  c6ne  de  révolution  (dont  on  considérera  les 
deux  nappes). 

Cadre  de  270""  sur  45o'"'". 

Ligne  de  terre  XY  parallèle  aux  petits  côtés  du  cadre  et 
à  2io""  du  côté  supérieur. 

Titre  extérieur  :  Géométrie  descriptive. 
Titre  intérieur  :  Tore  et  cône. 
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Essai  critiqcf.  slr  l'hypothesr  des  atomes  dams  la 
Science  cofiTEMPOiuijyE,  par  M.  A,  Hannequin^  pro- 
fesseur à  la  Farulté  difs  Lettres  de  TUniversilé  de  Lyon. 
I  vol.  in-8°  de  la  Bibliothèque  de  Philosophie  contem- 
poraine, a*  édition,  7*^*^,50  (Félix  Alcan,  éditeur). 

On  peut  se  demander  encore  de  nos  jours  si  Tatomisme  est 
rhypothèse  sur  laquelle  repose  la  Physique  tout  entière,  ou 
s'il  n'en  serait  pas  plutôt  le  résultat,  la  conclusion  la  plus  cer- 
taine, certaine  de  la  certitude  des  autres  conclusions;  on  ne 
peut  plus  douter,  en  tout  cas,  qu'il  ne  soit  Texpressron  la  plus 
haute  et  comme  Tâmc  de  notre  Science  de  la  nature. 

Les  théories  contemporaines  sont  sur  ce  point  d'accord  avec 
l'histoire  :  elles  consacrent  la  prépondérance,  dans  le  domaine 
scientifique,  de  l'hypothèse  atomistique. 

M.  Hannequin  s'est  proposé,  en  pariant  des  principes  pre- 
miers de  la  connaissance  mathématique  et  en  étudiant  la  con- 
stitution et  les  progrès  principaux  des  Sciences  physiques  et 
chimiques,  d'établir  à  la  U^>  la  nécessité  de  l'atomisme  et  ses 
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contradictions;  puis  il  demande  à  la  Métaphysique  la  conci- 
liation de  ces  dernières. 


SOLUTIONS  DE  QUESTIONS  PROPOSÉES. 


Question  1790. 

1 1S98,  p.  US.  ) 

A  quelles  conditions  peut-on  trouver  sur  une  quadrique 
un  point  P,  tel  que  tout  cône  ayant  pour  sommet  ce  point 
et  pour  base  une  section  par  un  plan  quelconque  parallèle 
il  une  droite  donnée,  soit  capable  d*un  trièdre  trirec- 
tangle  inscrit?  Ces  conditions  étant  supposées  rem.plies, 
combien  y  a-t-il  de  points  P?  (R.  Gilbert.) 

SOLUTION 
Par  M.  E.  Gknty, 

La  condition  est  évidemment  que  la  quadrique  donnée  soit 
un  bypcrboloïde  équilatére,  puisque  le  plan  sécant  peut 
s'éloigner  à  l'infini.  Si  cette  condition  est  remplie,  on  vérifie 
sans  peine  qu'il  y  a  deux  points  P  satisfaisant  à  la  question  : 
ce  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  à  l'ellipsoïde 
perpendiculaires  à  la  droite  donnée. 


QUESTIONS. 


1830.  Soient  A  un  point  d'une  conique  dont  l'un  des  foyers 
est  le  point  F,  T  le  point  de  rencontre  de  la  tangente  au 
point  A  avec  l'axe;  au  point  A  sur  AF  et  au  point  T  sur  AT, 
on  élève  des  perpendiculaires  qui  se  coupent  au  point  S.  La 
droite  FS  rencontre  la  normale  eu  A  au  centre  de  courbure 
de  la  conique  en  ce  point.  (C.  Sbrvais.) 
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AVIS  AUX  CANDIDATS  A  L  AGRÉGATION 
DES  SCIENCES  MATHÉMATIQUES. 


La  Rédaclîon  des  Nouvelles  Annales  publiera  dans  le 
numéro  de  janvier  1900  le  Tableau  des  principales  for> 
mules  de  la  Théorie  élémentaire  des  fonctions  ellip- 
tiques, telle  qu'elle  figure  au  programme  de  l'Agrégation. 
Ce  Tableau  sera  vendu  par  la  Librairie  Gautbicr-Villars, 
et  les  candidats  seront  autorisés  à  s'en  servir  pour  les 
compositions  écrites. 


[H8] 

SUR  LA  THÉORIE  DES  ÉQUATIONS  LINÉAIRES 

AUX  DÉRIVÉES  PARTIELLES 

DU   PREMIER   ORDRE   DUNE   SEULE   FONCTION; 

Par  m.  N.  SALTYKOW. 


1.  Le  point  capital  de  la  théorie  des  équations  en 
question  consiste  à  réduire  leur  intégration  aux  équa- 
tions aux  diilérentielles  ordinaires  ou  totales.  On  en 
connaît  deux  méthodes  fondées  sur  les  idées  d'illustres 
géomètres,  Lagrange  et  Jacobi.  Toutefois  les  recherches 
qui  vont  suivre  semblent  avoir  un  intérêt  au  point  de  vue 
didactique. 

Considérons  l'équation  différentielle 

(l)  /?i-hXi/?2H-Xj/73-f-...-i-  \n-\Pn  —  X, 

où  X|,  Xa,  .  .  .,  X  sont  des  fonctions  des  variables  in- 
Ann,  de  Malhémat.j  3*  série,  t.XVÏII.  (Décembre  1899.)       3/| 
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dépendantes  X|,  x^,  .  . .,  Xn  cl  de  leur  fonction  in- 
connue z,  les  Pi  désignant  les  dérivées  partielles  t—  - 
Supposons  que  la  relation 

définit  une  solution  de  l'équation  (i),  C  étant  une  con- 
stante arbitraire.  Il  vient 


dr,-        dz 


■+-X: /''  =  «» 


et,  par  suite,  l'égalité 


est  identiquement  vérifiée. 

Inversement,  la  relation  (2)  fournit  une  intégrale  de 
l'équation (i),  si/,  considérée  comme  fonction  des  va- 
riables indépendantes  X|, X2,  .  • .,  Xn^  z^  vérifie  l'équa- 
tion (3).  En  effet,  comme  on  a 

ÔXi  "        dz  ^'' 

l'identité  (3)  devient 

^(/?i-i-Xi/>,-4-...-i-  X„_,/>«— X)  =  o. 

La  dérivée  -^  ne  s'annulantpas,  par  hypothèse,  noire 

assertion  devient  donc  évidente. 

Jacobi  a  démontré  (  '  )  que  l'équation  (3)  admetnin- 


(^)  Dilucidationes  de  œquationum  differentialium  vulgarium 
systematis  earumque  connexione  cum  œquationibus  differentia- 
libus  partialibus  linearibus  primi  ordinis  (Gesammelte  Werke, 
Bd.  IV,  S.  i'i7,  n"  5). 
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lé gr aies  distinctes,  si  elle  en  a  une.  Par  conséquent. 
Inéquation  (3)  étant  intégrable  (*),  il  existe  7t  équations 

(4)         //(^i^ar,,  .,  .,a:rt,  5)  =  C/,         t  =  i,  ^,  . . ., /t, 

donnant  n  solutions  distinctes  de  Téqualion  (i),  et  il  en 
résulte  des  identités 

^^^  d^,-^^'ÔF,'^'"^^àI^''^  *=  1,2,. ..,/!, 

Ci  étant  des  constantes  arbitraires* 

â.  Cela  posé,  supposons  réquation(3)  intégrable.  Le 
problème  que  nous  nous  proposons  de  résoudre,  c'est 
déformer  un  système  d*  équations  différentielles  ordi- 
naires dont  l'intégrale  générale  soit  définie  par  le 
système  (4). 

Il  est  à  remarquer,  en  premier  lieu,  que  le  détermi- 
nant fonctionnel 

(6)  p//l>/li  -'^fnX 

ne  S'annule  pas,  les  //  étant  encore  distinctes,  consi- 
dérées comme  fonctions  des  Xa,  Xs,  ...,  X/^,  z  seulement. 
Car  s*il  existait  une  relation 

on  en  tirerai t^  eu  vertu  des  identités  (5), 

et  les  fonctions  fi  ne  seraient  plus  distinctes,  contraire- 
ment à  notre  hypothèse.  Il  s'ensuit  que  les  équations  (4  ) 


(*)  Par  le  mot  intégrable,  nous  comprenons  que  l'équation  (3) 
admet  une  intégrale. 
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sont  résolubles  par  rapport  aux  X2,  Xj,  . . .,  X/i,  2.  Nous 
sommes  doue  en  état  d'imaginer  un  système 

dont  les  intégrales  sont  représentées  par  les  équa- 
tions (4)-  Mais  les  dérivées  totales  de  ces  dernières  par 
rapport  à  X|  étant  vérifiées,  en  vertu  du  système  (7),  on 
a  les  identités 


donnant  les  valeurs  Z|,  Z^,  . . . ,  Z  en  fonctions  des  y,. 
Toutefois  il  est  aisé  d'obtenir  les  mêmes  valeurs  en  fonc- 
tions des  X|,  X,,  . . .  car  il  suffit  de  recourir  aux  iden- 
tités (5)  pour  en  avoir  de  nouvelles  : 

g(Z.-X.)+g(Z,-X,)H-...^f(Z-X)  =  o, 

Le  déterminant  (6)  ne  s'annulant  pas,  on  a 
et  le  système  (7)  devient 

/  Q  \  ^^«   _  Y  ^^'   —  Y  ^*  Y 

Inversement,  chaque  intégrale  du  dernier  système 

fournit  une  solution  de  Téquation  (i),  car  la  fonction/ 
satisfait  à  la  relation  (3). 

Par  conséquent,  réquation(3)estintégrable  en  môrae 
temps  que  le  système  (8). 
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Or,  considérons  le  domaine  où  X^  X^,  • .  .  sonl  des 
fonctions  holomorphes  de  toutes  les  variables  or  et  z.  Il 
est  bien  connu  que,  dans  ce  domaine,  les  équations  (8) 
admettent  n  intégrales  distinctes  de  forme  (4)^  les  fonc- 
tions fi  y  étant  holomorphes. 

Donc  y  pour  le  même  domaine,  l'équation  (i)  admet 
n  solutions  distinctes  qui  s'obtiennent  en  intégrant  le 
système  (8). 

Enfin,  l'intégrale  générale  de  réquatioii(i)  est  repré- 
sentée par  la  formule 

(9)  lK/i,/i,  ...,/«)  =  o, 

n  étant  une  fonction  arbitraire.  Cette  dernière  intégrale 
jouit  de  la  propriété  bien  connue  de  contenir  toutes  les 
solutions  de  l'équation  (i)  pour  le  domaine  où  ses  coef- 
ficients restent  holomorphes.  Si  la  fonction  X  est  nulle, 
Téquation  (i)  admet  une  intégrale  évidente 

z  =  const. 

La  formule  (9)  peut  être  mise  alors  sons  la  forme 

^  =  n(/i,/î,  . . .,/«_! ), 

f\^f\y  •  •  •  )  fn~K  présentant  n  —  1  intégrales  de  l'équa- 
tion considérée  distinctes  de  z.  C'est  ainsi  que  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (3)  est 

/-n(/„ /„...,/„). 

Nous  avons  toujours  supposé  dans  les  recherches  pré- 
cédentes que  les  équations  (4)  contiennent  explicitement 
la  variable  z.  Les  considérations  complémentaires  sont 
donc  nécessaires  dans  le  cas  contraire.  Ce  fait  se  pré- 
sente, par  exemple,  quand  les  fonctions  X|,  X2,  ...  ne 
contiennent  plus  z.  Or  Jacobi  a  démontré  dans  son  Mé- 
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moire  cilë  plus  haut  (*  )  que  le  problème  étudie  revient 
dans  ce  cas  de  même  à  intégrer  le  sjstème  (8). 

3.  Passons  a  présent  aux  équations  simultanées 

m  — m 


Pk  -H  y^  ^lPm-*-r  =  ^k. 


(lO) 

\  A:  =  1 ,  2,  . . . ,  m, 

les  coefficients  X  étant  des  fonctions  des  variables  x  et 
z.  On  n'en  étudie  ordinairement  .que  les  intégrales  ad- 
mettant les  dérivées  partielles  de  deux  premiers  ordres 
continues.  Nous  le  ferons  de  même  et  nous  supposerons 
de  plus  que  le  système  (lo)  est  jacobien  (*),  en  y  com- 
prenant que  ses  intégrales  ne  satisfont  qu'aux  équa- 
tions (lo).  Il  est  donc  nécessaire  que  les  égalités 

(II)  X*(Xa)-X/'(Xa.)  =  o, 

soient  vérifiées  pour  toutes  les  valeurs  distiuctes  des 
indices  A,  A*  de  i  À  m,  en  représentant  symboliquement 
par  X*  l'opération 

If  —  m 


â         \n^.       â  ^     d 


2^*âïiz:-^^*5i 


r  =  l 


Cela  posé,  soit  la  valeur  de  z,  tirée  de  l'équation 
(i2)  /(ari,a7,,  . . .,  ar|„  .s)  =  G, 

une  intégrale  du  système  (lo),  C  étant  une  constante  ar- 


(*)  Gesammelte  Werke,  Bd  IV,  p.  176,  n»  6. 
(')  On  nomme  ordinairement  jacobiens  les  systèmes  homogènes 
seulement. 
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bitrairc.  On  en  conclut  que  les  relations 

(i3)  X*(/)  =  o,        X:  =  i,2,  ...,m 

sont  identiquement  vérifiées. 

Inversement,  l*égalilé  (12)  fournit  une  solution  du 
système  (lo)^  si  la  fonction/satisfait  aux  équations  (i  3). 

En  effet,  comme  la  dérivée  -^  ne  s'annule  pas,  notre 

assertion  est  une  conséquence  immédiate  des  identités 


t^  "'- 


n  —  m  \ 

'  ^S    Xï/>,„H_r  -h  Xa:    I  =  O, 
rzzl  / 


A  =  1 ,  2,  •  •  •  «  ffl. 

4.  On  démontre  aisément  que  les  conditions  (i  i)  sont 
non  seulement  nécessaires,  mais  aussi  suffisantes  pour 
que  les  équations  (10)  soient  intégrables,  car  le  sys- 
tème ( 1 3  )  possède,  étant  de  même  jacobien,  n  —  w  -+-  1 
intégrales  distinctes  et  holomorphes  dans  le  domaine 
où  tes  fonctions  X  le  sont  aussi.  Il  existe,  par  consé- 
quent, 71  —  m  +  I  équations  distinctes 

,   ,.  i /f(a7|,;r,,  ...,ar«,  5)  =  Cl, 

("4) 

(  1=1,2,  ...,n  —  m-hi, 

fi  étant  des  fonctions  holomorphes,  satisfaisant  iden- 
tiquement aux  relations 

n — m 
^^  -4-  V  X''       ^-^^       -H  X    ^  =  O 

d'étant  des  constantes  arbitraires.  De  plus,  on  a 

(16)  p//li/î>  >>M/«-/n4-lUQ. 

\  ^/n-M  >  ^/rt+2  >  •  •  •  î  -^  / 

Les  équations  (i4)  sont  donc  résolubles  par  rapport 
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aux  variables  Xm^i^  J:^m+2,  •  • . ,  x,i,  5,  et  il  est  aisé  d'en 
tirer  ces  dernières  valeurs  en  fonctions  des  variables  in- 
dépendantes X|  y  Xa,  . . . ,  Xm  etden  —  m-f-i  constantes 
arbitraires. 

Nous  sommes  à  présent  en  état  d'aborder  le  problème 
fondamental  de  former*  un  système  adéquations  aux 
différentielles  totales 

m 

(17)  /  « 

dz  =  ^  Za-  dLtky 

k  =  \ 

r=  I,  2,  . . .,  n  —  m, 

dont  les  intégrales  soient  tes  équations  (i4)-  Pour  ob- 
tenir les  valeurs  des  fonctions  Z,  nous  avons  à  remarquer 
que  les  différentielles  totales  des  équations  (i4  )  donnent, 
en  vertu  du  système  (17),  les  identités 

*  =  1   \  r  =  l  / 

t=  1,2,  ...,  n  —  /?t-f-i, 

car  il  est  impossible  d'éliminer  les  constantes  d  entre 
les  équations  (i  4)-  Or  les  variables  x^^  x^^  .  ..^x^  étant 
indépendantes,  ou  a  identiquement 


n  —  m 


ôXk        ^  àXm-hr  àz 

r  =  l 

1=  1 ,  9.,  . . . ,  n  —  fn  -4-  1 , 
Tindice  h  prenant  toutes  les  valeurs  de  1  à  /».  En  y  joi- 
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gnant  les  identités  (i5),  il  vient 


n  —  tn 


25ê::(^*-^»-f(^*=^^)='>' 


■m-hr 


I  =  I,  2,   .  .  .,  71  —  m-4-  I. 

L'inégalité  (i6)  ayant  lieu,  nous  avons 

Zjt  =  XJ,        Zjt  =  Xjt. 
Le  système  (17)  devient  donc 

m 

dXm^r  =  ^  X  J  dx/i; 
k  =  i 
(18)  l  '^ 

dz  =  y^  Xkdxki 

r  =  1,2,  . . . ,  n  —  m. 

Inversement,  on  tire  de  chaque  intégrale  du  dernier 
système  une  solution  du  (io)'®"°®,  les  identités  (i5)  étant 
satisfaites,  et  les  n  —  m  + 1  intégrales  distinctes  des 
équations  (18)  en  définissent  les  solutions  requises  du 
système  (10). 

Enfin  la  formule 

n  (/l»  /j>  •  •  •  »  fn-m+l  )  =  o» 

n  désignant  une  fonction  arbitraire,  représente  une  in- 
tégrale générale  du  système  (10).  Cette  dernière  jouit  de 
la  propriété  remarquable  de  contenir  toutes  les  solutions 
des  équations  (10)  pour  le  domaine  où  leurs  coefficients 
sont  holomorphes,  comme  je  Tai  démontré  dans  un  cas 
bien  plus  général  dans  mon  Travail  :  Etude  sur  tes  in- 
tégrales d'un  s)'stème  d'équations  différentielles  aux 
dérivées  partielles  de  plusieurs  fonctions  inconnues  (  *  ). 

(')  Journal  de  M.  Jordan,  p.  4^3;  1897. 
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Si  les  fondions  Xa  élaieni  nulles,  les  équations  (i  o)  étant 
homogènes,  Tune  de  leurs  solutions  est  évidemment 

z  =  const. 

C'est-à-dire  l'intégrale  générale  correspondante  peut 
être  représentée  par  la  formule 

S.  Les  considérations  citées  ne  sont  permises  que  si 
les  fonctions//  dépendent  de  z,  selon  Thypothèse  intro- 
duitCw  Par  suite,  il  est  indispensable  d'étudier  le  cas, 
où  les  équations  (18)  admettent  des  intégrales  indépen- 
dantes de  z, 

i  =  I ,  a,  . . . ,  /,        /  <  /i  —  m  H-  i . 

Les  dernières  équations  sont  toujours  résolubles  par 
rapport  à  /variables  quelconques  parmi  Xm^^ ,  Xm^s, ..., 
Xn  que  nous  nommerons  Xm^^ ,  X/n+s?  •  «  •  ?  Xm+i»  E^n  in- 
troduisant f\^f^y  . ,  ,^fi  comme  nouvelles  variables  in- 
dépendantes au  lieu  de  ces  dernières,  les  équations  (10) 
deviennent 

n  —  m. 

ds 


A    ^=   I  f  X)    •  •  •  f  'Wj 

les  parenthèses  désignant  le  résultat  de  la  transfor- 
mation efTectuce,  et  forment  un  système  jacobien.  Les 
équations  aux  différentielles  totales  correspondantes  sont 
présentées  par  les  n  —  m  —  /  -h  i  équations  que  l'on 
obtient  de  n  —  m — /  +  i  dernières  du  système  (18), 
en  y  éliminant  les  variables  Xm+t?  •  •  m  ^m+^  ^^^^  ^^^^ 
intégrale  générale  donnée  par  les  équations 

j  =  i^2f  ...,/i  —  m  —  /-4-1. 
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Il  est  évident  que  l'intégrale  générale  du  système  exa- 
miné aux  dérivées  partielles  est  une  fonction  arbitraire 
de  toutes  les  n  —  m  -h  i  fonctions  f^  exprimées  en  x 
et  z.  Par  conséquent,  I^  problème  d'intégration  du  sys- 
tème (lo)  revient  toujours  à  intégrer  les  équations  (18). 

[F8hY] 

SUR  U  lOUYBMENT  DUN  SOLIDE  PBSANT 

AUTOUR  RTN  POINT  FIXE 

(APPLICATION  DES  PONCTIONS  ELLIPTIQUES); 

Par  m.  E.  LAGOUR, 
Professeur-adjoint  à  rUniversité  de  Nancy. 


1.  Définition  des  paramètres  a,  p,  y»  8.  —  Ayant  en 
vue  de  développer  un  exercice  sur  les  fonctions  ellip- 
tiques à  propos  du  mouvement  de  la  toupie,  tel  qu'il  est 
étudié  dans  le  Livre  de  MM.  Klein  et  Sommerfeld  (Théo- 
rie des  Kreisels,  Leipzig,  Teubner,  1897),  expliquons 
d'abord  comment  il  est  ulile  de  substituer  aux  angles 
d'EuIer  i/^  o  et  0,  quatre  quantités  complexes  a,  ^,  y?  ^ 
satisfaisant  à  la  condition 

atS  —  Py  =  '• 

Soient  : 

Ox^y^  3|  le  système  d'axes  fixes; 
Oxyz  le  système  mobile  ; 

'|,  f  et  0  les  angles  d'Euler  qui  définissent  à  chaque  in- 
stant la  position  du  système  mobile. 

Supposons  écrites  les  formules  de  transformation  de 
coordonnées  permettant  de  passer  du  système  fixe  au 
système  mobile,  les  coefficients  étant  exprimés  en  fonc- 
tion des  angles  4^,  cp  et  6.   Ces  formules  se  simplifient 
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beaucoup  si  l'on  fait  le  changement  de  variables  défini 
par  les  égalités 

{=      a?-4-i>,         ?!  =  •    Xi-hijTu 
on  trouve  alors 

(i)  I  r,,  =  Y*5  -Hô*îï  -+-^^8;, 

eu  posant 

a=    cos-e      *      ,  3  =  isin-e       *        , 

Y=isin-e      *      ,  8=   cos-c       *        , 

Ce  sont  ces  quantités  a,  ^,  y^  ^9  satisfaisant  à  la  con- 
dition 

«û  — Py=i, 

que  nous  nous  proposons  d'exprimer  en  fonction  du  temps 
dans  le  problème  de  la  toupie  et  qui  nous  conduiront  à 
des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce. 
Mais,  avant  de  traiter  le  problème  de  Mécanique,  pour 
justifier  l'introduction  de  ces  éléments  a,  p,  y,  8,  nous 
allons  indiquer,  d'après  M.  Klein,  comment  la  transfor-  . 
mation  définie  parles  formules  (i)  se  ramène  à  une  sub- 
stitution de  la  forme 

aX-+-p 


X, 


-^"k  -^^ 


^7  ^7  T^  ^  étant  précisément  les  quantités  complexes  que 
nous  venons  de  définir. 

Pour  cela,  considérons  les  formules  (i)  comme  défi- 
nissant le  déplacement  du  Irièdre  Oxyz,  dont  l'origine 
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reste  fixe;  un  point  xyz  invariablement  lié  à  ce  trièdre 
reste  sur  une  sphère  ayant  pour  centre  l'origine  et  pour 
rayon  la  distance  R  du  point  O  au  point  xyz.  L'équation 
de  cette  sphère,  en  coordonnées  Ç,  7;,  Ç,  est 

Nous  définirons  la  position  du  point  ^7^2^  sur  la  sphère 
à  l'aide  de  deux  paramètres  X  et  X',  si  nous  posons 


XX'       I       X  -+-  X' 


=  T, 


et  si  nous  déterminons  t  de  façon  que  Ton  ait 

Posons  de  même 

{i     _  !îj  ^        Cl        _  ^ 

A|  A|  '  Aj  -f-  A I 

,,/''->'A' 


(i^)-.  K.. 


Les  formules  de  transformation  (1)  peuvent  alors 
s'écrire,  en  désignant  par  p  un  facteur  de  proportion- 
nalité, 

pX,X',  =  (aX-Hp)(aX'-h?), 

p=(YX-t-8)(YX'-t-8), 

p(X,+ x;)  =  (dX -h  p)(-rv-+.  8) -4- (aV-4- P)(yX  +  a); 

on  en  déduit 

et  l'on  en  peut  facilement  conclure  que,  pour  obtenir  le 
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déplacement  déGni  par  les^fomiules  (i),  il  suffit  d'effec- 
tuer, à  la  fois  sur  X  et  X',  les  substitutions 

définies  de  la  façon  la  plus  simple  par  nos  quatre  para- 
mètres a,  p,  Y>  ^* 

â.  J/iie  e/i  équations  du  problème  de  Mécanique, 
—  La  question  de  Mécanique  à  laquelle  se  rattache 
Texercice  indiqué  sur  les  fonctions  elliptiques,  est 
Tétude  du  mouvement  d*un  solide  pesant  autour  d'un 
point  fixe,  dans  le  cas  considéré  par  Lagrange  et  par 
Poisson^  on  suppose  que  Tellipsoïde  dMnertie  relatif  au 
point  fixe  O  est  de  révolution  autour  d'un  axe  passant 
par  ce  point  et  que  le  centre  de  gravité  estsur  Taxe. 

Prenons  pour  origine  le  point  de  suspension  O,  pour 
axes  liés  au  corps  Taxe  de  révolution  Oz  et  deux  axes 
perpendiculaires,  pour  axes  fixes  la  verticale  ascen- 
dante Qz^  et  deux  axes  perpendiculaires  (*). 

On  démontre  que  les  angles  d'Euler  <];,  ^  et  B,  qui  dé- 
finissent la  position  des  axes  liés  au  corps  par  rapport 
aux  axes  fixes^  sont  donnés  en  fonction  du  temps  par  les 
formules  suivantes.  D'abord,  en  posant 


cos6  =  z, 


on  a 


où  m,  n,  |x,  V  désignent  des  constantes  dont  la  première 
m  est  positive,  de  sorte  que  f{z)  est  un  polynôme  du 


(  •  )  Voir  Appell  et  Lacour,  Principes  de  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  y  p,  96. 
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iroisième  degré.  On  a  ensuite 

rftj*  _  V  —  nz 

lÛ  "    1  — -5»  ' 

rf®  d^  V  —  nz 

/'o  désignant  une  autre  constante. 

Inversion.   —  Pour    introduire  les  fonctions  eliîp- 
tiques;  on  fait  le  changement  de  variable  défini  par 

l'égalité 

^  =  M5-h  N, 

où  M   et  fi  sont' des  constantes  choisies  de  façon  que 
l'équation  transformée  en  5  prenne  la  forme 


( 


dt)  =4"- «■.*-*■.. 


et  l'on  construit  la  fonction  pu  aux  invariants  g2  et  g^. 

Comme  f{z)  et,  par  suite,  4'^* — g^ — gt  ont  leurs 
racines  réelles,  on  est  dans  le  cas  où  l'on  peut  prendre 
comme  périodes  primitives  une  quantité  réelle  2  (o  et 
une  quantité  purement  imaginaire  2  tù'. 

On  peut  alors  exprimer  z  en  fonction  uniforme  du 
temps  t  par  la  formule 

^  =  Mpw-f-N,        M  =  i  H- (1)', 

le  temps  étant  compté  à  partir  d'une  valeur  pour  la- 
quelle z  est  égal  à  la  plus  petite  racine  de  f{z). 

Pour  calculer  les  angles  ^  et  (p,  nous  nous  limiterons 
au  cas  (7i  =  ro)  où  l'ellipsoïde  d'inertie  relatif  au  point 
de  suspension  du  solide  pesant  est  une  sphère  (  *  ).  Alors, 
en  introduisant  deux  arguments  elliptiques  a  et  b  définis 

(')  Voir  une  Note  de  M.  Darboux  à  la  fin  du  Traité  de  Méca- 
nique de  DssPETROUS,  t.  II,  p.  bi-j. 
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par  les  égalités 

Mpa-f-N  =  i,        Mp6-hN=  —  I, 

on  obtient  successivement 

.M  p'b  p'a 

i^tt       pa  —  pb       pu  —  pa 

.d^  p'b  p'a 

du       pu  —  pb       pu  —  pa 

Dans  les  expressions  de  a,  ^,  y?  ^  ^^  fonction  des 
angles  d'Euler,  les  angles  t|;  et  ^  nMnterviennentque  par 
leur  somme  ou  leur  différence.  Nous  sommes  donc  con- 
duits à  ces  deux  combinaisons  des  équations  précédentes  : 

./ff?        d^\  _       p'b 
\du       du)  '"  pu  —  pb* 

.( d^       d^\  _^       p'a 
\du       du)  ~^  pu  —  pa 

Calcul  des  paramètres  cl,  p,  y?  ^-  —  Nous  avons  ob- 
tenu pour  les  paramètres  a,  p,  y,  o  des  expressions  qui 
peuvent  s'écrire,  en  se  rappelant  que  z  =  cos9, 


Prenons  les  dérivées  logarithmiques  des  deux  membres 
de  chacune  de  ces  égalités,  remplaçons  ^,  -^  "^  TT' 
-^ 2^  par  leurs  valeurs,  il  vient 

d  1  p'u-hp'b  d    ..       ^.        1  p'u  —  p'a 

du^      ^^^       x  pu  —  pa  du^      ^    ^       2   pM— p6 
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On  voil  qu'on  passe  de  a  à  ^,  y,  8  en  changeant  res- 
pectivement b  en  — «,  a,  — i  :  il  nous  suiSra  de  dé- 
tailler pour  a  les  calculs  d'intégration. 

La  décomposition  en  éléments  simples  de  la  fonction 
à  intégrer  est  donnée  ici  par  la  formule  d^ addition  pour 
la  fonction  2^i£  :  à  Taide  de  cette  formule,  on  trouve 

Loga  =  f  [^(u  —  b)  —  Z,u  -h  l^b]  du, 

Loga  =  Loga'(u  —  b)  —  Log(3'a  -f-  aÇ6  -h  Log/ii, 

/ii  désignant  une  constante,  puis 

^u 
On  trouve  de  même 


,        y    ^(u  —  a) 
'  ^  u 

:iu 


h^^  As,  7^4  désignant  de  nouvelles  constantes. 

Au  lieu  des  fonctions  <^  et  Ç  de  Weierstrass,  il  peut 
être  commode,  pour  les  calculs  numériques  par  exemple, 
d'introduire  les  fonctions  H  et  Z  de  Jacobi  reliées  aux 
précédentes  par  les  formules 

H'(o)  ' 

Za  =  Tw  —  —  u. 
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On  trouve  alors 

\l(u-  h) 


a  =  C,  e"^' 


H(a; 


_       „    l\(u  —  a) 


(  /i  =  /  -h  to)'  ), 


0    ^C4^-"ZA 


C|,  C2,  C3,  C4  désignant  de  nouvelles  constantes. 

Ces  constantes  se  déterminent  en  fonction  des  don- 
nées initiales  en  faisant  /  =  o  dans  les  formules  précé- 
dentes. 

Enfin  rappelons  que  H(w)  représente  la  série 

H(a)  =  2v^  s»n  ;^  —  ^V9   sin  -;;— — ha  V7**  ^^^ 

iiztù' 


2U)  '  '  au)  '  '  ao) 


—  ^  fa) 


e      *^       y  M    =     <    -h    Cli'. 

3.  Calcul  des  constantes  elliptiques.  —  Proposons- 
nous  maintenant  d'exprimer  directement  en  fonction 
des  données  a,  v,  j'q  et  des  racines  de  f(z)  (qui  peuvent 
être  calculées  dès  que  Ton  connaît  les  valeurs  de  |jl,  v, 
7'o)  d'une  part,  les  deux  périodes  2(o,  2(0' d'autre  pari, 
les  arguments  elliptiques  a  et  b. 

On  sait  que  les  trois  racines  du  polynôme y*(z)  consi- 
déré en  commençant  sont  toutes  les  trois  réelles  et  que, 
si  Ton  désigne  par  z^,  Z2,  z^  ces  racines  rangées  par 
ordre  de  grandeur  décroissante,  les  nombres 

^li     i»     -Zi»     ^i^     — I 

sont  aussi  rangés  par  ordre  de  grandeur.  On  a  fait  le 
changement  de  variable 

5  =  Ms  -f-  N,         5  =  pa, 
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et  la  valeur  trouvée  pour  M  f  M  r=  -i  J  est  positive.  Gela 
posé,  on  voit  de  suite  que  Ton  a 

r''  ds  r"      dz 

«t>  =    /  =  /  y 

/•""  ds  /•"•     dz 


Dans  ces  formules,  les  intégrales  sont  prises  suivant 
des  chemins  rectilignes;  de  plus,  dans  la  première,  le 
radical  qui  est  réel  est  pris  avec  le  signe  +;  dans  la  se- 
conde, le  signe  du  radical,  qui  est  purement  imaginaire, 

est  dhoisi  de  façon  que  -  \Jf{z)  soit  ^  o. 

Nous  allons  de  même  représenter  a  elb  par  des  inté- 
grales définies,  mais,  pour  pouvoir  préciser,  nous  de- 
vons connaître  les  signes  de  -  p'a  et  -  p'b.  Pour  cette 
discussion,  nous  nous  limitons  au  cas  où  Ton  a 

o  <  V  <  ro, 

de  sorte  que 

-.  p  a  <  o,         -r  p  6  >  o. 

Cela  posé,  puisque  pb  est  réel  et  -: p'b  positif,  b  est 
purement  imaginaire;  on  peut  prendre  b  de  façon  que 

Cl)'  6  2  0)' 

l  l  l 

En  remarquant  que,  quand  z  varie  de  Z3  à  —  1,1/  varie 
de  (k)'  à  &,  et  5  de  e^  ^  pb^  on  trouve  sans  peine  que 
Ton  a 


L 
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l'inlégralc  étant  prise  lo  long  d*un  chemin  rcclilignc  et 
les  signes  des  radicaux  étant  définis  par  les  inégalités 

On  trouve,  en  raisonnant  d'une  façon  analogue, 

r^""  ds  r^   dz 

a  —  tu  —  o)  =    I       —  —  =    I     — -    — , 

If's  intégrales  étant  encore  prises  suivant  des  chemins 
rectil ignés  et  les  signes  des  radicaux  déterminés  par  les 
conditions 

7/45^  — A'2*  — ^3<o,       --yf/ÏJ)  <o. 

Remarque,  —  Les  formules  précédentes,  qui  se  prê- 
tent facilement  aux  applications  numériques  et  qui 
montrent  d'une  façon  simple  comment  les  résultats  se 
relient  aux  données  de  la  question,  se  trouvent,  à  un 
changement  de  notation  près,  dans  le  Livre  déjà  cité 
{^Théorie des Kreisels,  p.  420).  MM.  Klein  et  Sommer- 
feldy  parviennentpar  une  autre  voie:  les  intégrales elli[>- 
tiques  qui  donnent  a,  (3,  y,  8  en  fonction  de  z  sont  étu- 
diées à  Taide  de  la  surface  de  Riemann  qui  corresponde 

\/f{z)  et  de  la  représentation  conforme  de  cette  surface 
sur  le  plan  de  la  variable  /;  on  reconnaît  ainsi  que  a,  ^, 
y,  3  sont  des  fonctions  uniformes,  doublement  pério- 
diques de  seconde  espèce  de  la  variable  t  ;  on  détermine 
leurs  périodes,  leurs  multiplicateurs,  leurs  zéros  et  leurs 
inGnis,  et  Ton  peut  alors  obtenir  immédiatement  leur 
expression  sous  la  forme  d'un  quotient  de  fonctions  H 
multiplié  par  une  exponentielle  à  exposant  linéaire. 

La  méthode  suivie  dans  cette  Note  consiste  à  intro- 
duire de  suite  les  fonctions  elliptiques  correspondant  à 
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/dz 


et  à  décomposer  eu  élémenls  simples  les  fonclions  à  in- 
tégrer, après  avoir  mis  les  constantes  sous  la  forme  con- 
venable; l'intégration  est  alors  immédiate. 

Les  deux  méthodes  conduisent  aux  mêmes  formules 
définitives  et  aux  mômes  calculs  numériques. 


SUR  LB  PROBLÈME  DAXALYSE  mm  A  L'AGRÉGATION 

EN  1899; 

Par  m.  V.  JAMET  (»). 


1.  Ce  problème  consistait  dans  Télude  des  intégrales 
communes  aux  deux  équations  : 

(p—x){z—  c)  —  {x  —  a){px  -^  q  y  —  22)  =  o, 
(y  — J^)(-  — c)  — (7—  b){px^qy'—iz)  =  o, 

où  Ton  désigne,  comme  dMiabitude,  par  z  une  fonction 
des  deux  variables  x,y  par  />,  q  ses  dérivées  partielles, 
et  où.  l'on  fait,  successivement,  les  deux  hypothèses  sui- 
vantes :  1**  rt,  A,  c  désignent  trois  constantes  données; 
2"  (ly  b^c  sont  trois  fonctions  d'un  même  paramètre  X, 
de  telle  sorte  que  si  X  varie  d'une  manière  conlinue, 
le  point,  qui  a  pour  coordonnées  a,  &,  c,  décrit  une 
courbe  C. 

Ces  équations  sont  évidemment  la  traduction  du  pro- 
blème suivant  : 

Trouver  une  surface  telle  que  si,  en  un  quelconque, 


(')  Voir  ïc  nuiiioro  d'aoï^f  i^i^cj,  p.  .'^-ij. 
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A,  de  ses  points,  on  lui  mène  un  plan  tangent  M,  et 
qu* on  joigne  le  point  A  au  pôle  B  du  plan  M  par  rap- 
port au  paraboloïde,  dont  l'équation  est 

la  droite  AB  passe  sans  cesse  par  le  point  abc  ;  de  sorte 
que,  dans  la  première  hypothèse,  elle  tourne  autour 
d'un  point  fixe  et  que,  dans  la  deuxième,  elle  ren- 
contre sans  cesse  une  courbe  donnée. 

En  efTet,  si  le  point  A  a  pour  coordonnées  x^y,  z  et  si 
p^  q  désignent  les  dérivées  partielles,  par  rapport  à  x  et 
jj  de  la  fonction  z  définie  par  l'équation  de  la  surface 
cherchée,  les  coordonnées  du  point  B  seront 

p,     q,    px-^qy  -^x, 

et  la  droite  qui  joindra  le  point  (a,  &,  c)  au  point  A  sera 
représentée  par  les  équations 

X  —  ^  __  Y — y  ^'L  ^z 


X  —  a       y  —  h       z  —  c 

X,  Y,  Z  étant  les  coordonnées  courantes. 

Pour  que  le  point  B  soit  sur  cette  droite,  il  faudra 
qu'on  ait  constamment 

p  —  x  _  g  —  y  _px-^  qy—  %z 
X  —  a        y  —  b  z  —  c 

et  ces  équations  sont  équivalentes  aux  équations  (i). 

Je  me  propose  de  généraliser  le  problème  en  rempla- 
çant le  paraboloïde  qui  figure  dans  Ténoncé  précédent 
par  une  quadrique  quelconque. 

2.  Soit  f{Xy  y,  z,  f  )  =  o  l'équation  de  cette  quadrique 
en  coordonnées  homogènes  :  nous  remplacerons  aussi 
les  coordonnées  cartésiennes  du  point  a,  &,  c,  par  des 
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coordonnées  homogènes  a,  6,  c,  </,  de  sorte  que,  si  les 
coordonnées  cartésiennes  du  point  A  sont  x,  y^  z^  le 
plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface  cherchée  sera  re- 
présenté par  Féquatîon 

oùp^q  ont  la  signification  habituelle,  X,  Y,  Z  désignant 
les  coordonnées  courantes;  mais  les  coordonnées  homo- 
gènes du  point  B  devant  être  égales,  par  exemple,  à 


(xa 


-f-VJ^,       fie -4- 


V5,      fIÛ?-|-V, 


cette  même  équation  doit  être  identique  a  la  suivante  : 

1      [\^fà(a,b,c,d)^^f:,{x,y,z,t)]X 

-+-[f^/;(«,  ^  c,  d)  -f-  v/:  (x,y,  z,  t)]Z 

-^  f^ /«/(«,  à,  c,  d)  -h  v/;  (x,  y,z,t)      j  =  o, 

où  l'on  a  fait  f  r=  1 .  Nous  désignerons  désormais  les  dé- 
rivées de  fi^oCyjy  2,  i)  qui  figurent  dans  cette  équation 
par  /^',  f'yy  /j,  //;  les  dérivées  de  /(a,  &,  c,  d)  par  /j, 

fb'ifo  fd' 

En  identifiant  ces  deux   dernières  équations,  nous 
trouverons 


-  v' 


=  O, 


r élimination  de  [Jiet  de  v  entre  ces  trois  dernières  équa- 
tions donne  les  deux  équations  de  condition  suivantes  : 

f'c  n        -i  • 

fd    f't     —{pr-^-qy  —  z) 

n  /;  q 

A    fi 

f<i  f't       '>**•  ^  qy—  -) 


(^0 


o. 
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et  nous  aurons  à  chercher  les  intégrales  communes  à 
ces  deux  équalions,  dans  les  deux  hypothèses  énoncées 
au  début,  concernant  le  point  (a,  b,  c,  d), 

3.  Examinons  d'abord  le  cas  oix  a^  b^  c.d  sont  des 
constantes  ;  désignons  par  H  la  quadrique  donnée,  par 
S  le  point  dont  les  coordonnées  homogènes  sont  a,  &, 
c,  d^  par  P  son  plan  polaire  par  rapport  à  H,  et  consi- 
dérons une  quadrique  S  tangente  à  H  en  tous  les  points 
communs  à  H  et  à  P.  En  un  point  A  pris  sur  S,  menons 
le  plan  tangent  à  cette  surface,  et  soit  M  ce  plan.  Les 
deux  plans  M  et  P  se  coupent  suivant  une  droite  D  ayant 
même  polaire  réciproque  par  rapport  aux  deux  qua- 
driques  H  et  S.  En  effets  la  polaire  réciproque  de  D,  soit 
par  rapport  à  H,  soit  par  rapport  à  S,  doit  passer  par  le 
point  S  et  par  le  pôle  C  de  la  droite  D,  par  rapport  à  la 
conique  de  contact  des  deux  surfaces  H  et  £.  D'ailleurs 
cette  polaire  réciproque  passe  évidemment  par  le  point  A 
et  aussi  par  le  pôle  du  plan  M,  par  rapport  à  la  qua- 
drique H,  car  le  plan  M  contient  la  droite  D. 

4.  Donc  toute  surface  £  est  une  des  surfaces  que  nous 
cherchons.  L'équation  générale  de  ces  surfaces  est 

(3)        {^fk-^y/L-^^fc^  tfd)^  -+-  kf{x,y,  z,  t)  =  G, 

A'  désignant  un  paramètre  arbitraire.  Mais  les  équa- 
tions (2)  ont  été  établies  en  supposant  t  =  1  ^  faisons 
donc  ici  /  =  i  et  proposons-nous  de  démontrer  que  toute 
intégrale  commune  aux  é(|uations  (a)  est  définie  par  une 
équation  de  la  forme  (3).  A  cet  effet,  écrivons  les  équa- 
tions (2)  sous  la  forme 

cju'on  trouve  aisément  en  transformant  les  déterminants 
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qui  figurent  dans  les  équations  (2).  Observons  ensuite 
que  chacun  des  rapports  écrits  dans  ces  dernières  pro- 
portions doit  être  égal  au  rapport  suivant  : 

-^fa-yn-^fc-fd 

OU  bien 

en  vertu  d'une  propriété  des  proportions  bien  connue.  ' 
Donc  If  s  équations  (4)   <ît,  par  conséquent,  les  équa- 
tions (2)  sont  équivalentes  à  celles-ci  : 

qui  sont,  elles -inêmes,  équivalentes  à 

^^fa^yn^^Sc-^fa) 


n-^pf'y 


—  >/7K^7y7^)kfa-^  pfc)  =  o, 


-  \//(^,7,^»0  (/i-t-  qf'c)  =  o. 

Soit  \     — -  la  dérivée  de  la  fonction  y  par  rapport 

à  x,  calculée  en  regardant  z  comme  une  fonction  des 

deux  variables  x  ^X.  y\  soit  -~    sa  dérivée  analogue  par 

rapporta^.  En  divisant  le  premier  membre  de  chacune 
des  équations   précédentes  par  — fi^jy^^t^)  ^^  ^-'^ 

attribuant  aux  signes  -r-*  y-  le  sens  que  nous  venons  de 
préciser,  on  trouve 

à_  (^A^yn-^±fc+fd\  ^  ^ 
^^\      \?\^^y^-^0     ) 
^  (^f'a-^yfh-^^fc-^fd 


'^y\         >/f{^r,y,z,i) 


T—     0. 
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et  ces  deux  conditions  ne  sont  remplies  que  si  le  rapport 


est  constant.  Désignant  ce  rapport  constant  par  y/ — k^ 
nous  trouvons  que  toute  fonction  z,  assujettie  à  vérifier 
les  équations  (2),  est  définie  par  une  équation  identique 
à  Péquation  (3),  où  Ton  a  fait  £  =  i . 

3.  Passons  maintenant  à  la  deuxième  hypothèse*  Sup- 
posant que  a,  &,  c,  d  sont  des  fonctions  données  d'un 
paramètre  X,  on  éliminera  ce  paramètre  entre  les  équa- 
tions (2);  on  obtiendra  de  la  sorte  une  équation  aux 
dérivées  partielles 

dont  r intégrale  générale  doit  dépendre  d^une  fonction 
arbitraire.  On  aura  donc  trouvé  cette  intégrale  géné- 
rale si  Ton  sait  former  une  fonction  z  de  j:  et  de  j^  véri- 
fiant les  équations  (2),  ou  bien  les  équations  équiva- 
lentes 

pourvu  que  la  formation  de  cette  fonction  z  comporte 
remploi  d'une  fonction  arbitraire.  Or,  si  l'on  désigne 
par  h  une  fonction  arbitraire  de  X,  par  W  sa  dérivée, 
par  a',  i',  c',  d' les  dérivées  de  a,  A,  c,  d  par  rapport  à  a, 
les  deux  équations  ci-dessus  seront  vérifiées  quand  on 
regardera  z  et  X  comme  deux  fonctions  de  x  et  de  /, 
définies  par  les  deux  équations  suivantes 

(^n-^yn-^^fc-^fd)^ = k^n^.y.  «,  o, 

(6)  \  (^/â-^y/l^^/l^-^/dJi^f/r^y/b'+^fr-^fi) 
=  kk'f{x,y,z,  1). 


(559) 
EU  eflct,  en  dJIFéren liant  la  première  de  ces  équa- 
tions, successivement,  par  rapport  à  or  et  par  rapport 
kjr^  eif  en  tenant  compte  de  la  deuxième,  on  trouve 

a(:r/j-f-J./Z-t-Vc-^/rf)(/a-^/>/c)  =  A-*(/i -+-/>/;), 

et,  par  conséquent, 

Mais,  en  vertu  de  la  première  équation  (c),  ce  dernier 
rapport  est  égal  à 

^/a  -^  y  Si  -^  ^fc  -^fd  ' 

de  sorte  que  la  fonction  z  déGnie  par  les  équations  (6) 
vérifie  les  équations  (5). 

6.  La  deuxième  des  équations  (6)  a  été  obtenue  en 
égalant  entre  elles  les  dérivées  des  deux  membres  de  la 
première  par  rapport  à  X.  La  surface  intégrale  définie 
par  ces  deux  équations  est  donc  la  surface  enveloppe 
desquadriques  définies  parla  première  des  équations  (6), 
où  Ton  regarde  X  comme  un  paramètre  arbitraire*  Cha- 
cune de  ces  quadriques  touche  la  surface  enveloppe  sui- 
vant une  courbe  définie  par  les  équations  (6))  et  si  Ton 
eût  traité  Téquation 

par  la  méthode  des  caractéristiques,  ce  sont  évidemment 
de  telles  courbes  que  Ton  eût  trouvées  comme  caracté- 
ristiques. Je  dis  qu'une  telle  courbe  est  une  conique.  En 
effet,  le  système  des  équations  (6)  est  é(|ui valent  au  sys- 
tème formé  par  la  première  d^entre  elles,  jointe  à  la  sui- 
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vanle  : 

,    .  \  k-(xf:,-^yfl+zf,.+  f;,) 

^  7  ^  (      -  A-  (  xf:,  +yr,.+  zf„.  +  /i.  )  =  o, 

qu^on  obtient  en  divisant  membre  à  membre  les  équa- 
tions (6),  et  en  chassant  les  dénominateurs. 

Si  X  est  constante,  cette  dernière  équation  représente 
un  plan.  Donc,  sur  cbacune  des  surfaces  intégrales 
trouvées,  les  caractéristiques  sont  des  coniques.  Chacune 
d'elles  répond  à  une  valeur  de  )s,  ou  à  une  position  du 
point  (a,  i,  c,  d)  sur  la  courbe  G  qu'il  décrit;  soil  S  la 
position  qui  répond  à  une  valeur  donnée  de  X,  P  le  plan 
polaire  du  point  S  par  rapport  à  la  quadrique  donnée. 
Quand  le  point  S  décrit  la  courbe  C,  le  plan  P  enve- 
loppe une  certaine  développablc,  et,  à  chaque  position 
du  point  S  sur  C,  répond  une  génératrice  G  de  celle 
développablc.  D'après  l'équation  que  nous  venons  de 
trouver,  le  plan  de  la  caractéristique  passe  sans  cesse 
par  cette  génératrice. 

Soient  D,  E  les  deux  points  où  la  droite  G  coupe  la 
quadrique  donnée,  et  par  suite  aussi  la  conique,  inter- 
section de  cette  quadrique  avec  le  plan  P.  En  un  tel 
point,  la  quadrique  représentée,  par  la  première  des 
équations  (6),  a  le  même  plan  tangent  que  la  quadrique 
donnée,  et  chacun  de  ces  deux  plans  tangents  contiendra 
la  tangente  à  la  caractéristique,  au  point  de  contact  cor- 
respondant. Si  donc  une  quadrique  T  contient  la  carac- 
téristique définie  par  les  équations  (6)  et  si,  en  chacun 
des  deux  points  D,  E,  son  plan  tangent  contient  une 
droite  tangente,  au  même  point,  à  la  quadrique  donnée, 
mais  non  tangente  à  la  caractéristique,  la  quadrique 
donnée  et  la  quadrique  T  auront,  aux  deux  points  D,  E, 
les  mêmes  plans  tangents  et,  par  conséquent,  se  cou- 
peront  suivant  deux  courbes  planes.   A   la    fin   Je  n* 
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Travail,  nous   aurons  Toccasion  d'appliquer  celte  re-* 
marque. 

7.  Pour  le  moment,  supposons  qu'on  nous  donne  les 
fonctions  a^  b^  c,  r/,  ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  la 
courbe  C,  et  proposons-nous  de  déterminer  la  fonction  Ar 
de  telle  sorte  que  le  plan  de  la  caractéristique  de  la 
surface  intégrale  trouvée  passe  par  un  point  fixe.  Soient 
a,  ^,  Y,  8  les  coordonnées  homogènes  de  ce  point;  il 
suiBt  évidemment,  en  vertu  de  Téquation  (7),  que  l'on 

ou  bien,  d'après  une  propriété  des  formes  quadratiques, 
ou  bien  encore 


d 


=  0, 


OU  enfin,  en  désignant  par  m  une  constante. 

On  observera  que,  pour  une  même  valeur  de  X,  c'est- 
à-dire  pour  une  même  position  du  point  S  sur  la  courbe 
C,  le  plan  de  la  caractéristique  est  toujours  le  même 
quel  que  soit  m.  Donc,  sur  toutes  les  surfaces  intégrales 
dont  les  carnet éris tiques  sont  dans  des  plans  passant 
par  un  point  donné,  les  caractéristiques  répondant  à 
une  même  position  du  point  S  sont  dans  un  même  plan. 
En  se  reportant  à  la  première  des  équations  (6),  on  voit 
que  toutes  ces  caractéristiques  sont  les  intersections  de 
ce  plan  avec  les  quadriques  circonscrites  à  la  quadrique 
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donnée,  suivant  la  courbe  d' intersection  de  celle-ci  avec 
le  plan  polaire  du  point  S.  Toutes  ces  coniques  carac- 
téristiques ont  deux  points  communs,  savoir  les  deux 
points  que  nous  avons  appelés  D,  E  (n**  6);  en  ces  deux 
points,  elles  ont  les  mêmes  tangentes,  savoir  les  inter- 
sections de  leur  plan  avec  les  plans  tangents  en  D,  E  à 
la  quadrique  donnée. 

8.  Revenons  au  cas  général.  Menons,  en  tous  les 
points  d'une  même  caractéristique,  des  plans  tangents  à 
la  surface  intégrale  qui  la  contient;  ils  sont  aussi  tan- 
gents à  une  surface  du  second  degré,  dont  Téquation 
sera,  par  exemple,  la  première  des  équations  (6);  et 
comme  la  caractéristique  est  une  section  plane  de  celle 
quadrique,  tous  ces  plans  tangents  envelopperont  un 
cône  circonscrit  à  la  quadrique  tout  le  long  de  cette 
caractéristique.  Le  sommet  de  ce  cône  sera,  par  rapport 
à  la  quadrique,  le  pôle  du  plan  représenté  par  Téqua- 
tion  (7).  Soient  $,  tj,  Ç,  8  les  coordonnées  homogènes 
de  ce  point.  Si  Ton  forme  Téquation  du  plan  polaire 
de  ce  point  et  qu'on  Tidentifie  avec  l'équation  (7),  on 
trouve,  pour  déterminer  Ç,  t|,  Ç,  8,  les  équations  sui- 
vantes : 

Ces  équations  vont  nous  permettre  de  rechercher  a 
quelle  condition  toute  caractéristique  d'une  des  surfaces 
intégrales  se  compose  de  deux  droites. 
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Pour  qu^il  en  soit  ainsi,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  le  point  Ç,  7|,  ^,  6,  pôle  du  plan  de  la  caractéristique, 
se  trouve  dans  ce  plan.  Cette  dernière  condition  est,  en 
effet,  nécessaire  et  suffisante  pour  que  le  plan  de  la  ca- 
ractéristique soit  sans  cesse  tangent  à  la  surface  (6)  et, 
par  conséquent,  pour  que  la  caractéristique  se  décom- 
pose en  deux  droites. 

Or  on  reconnaît  aisément  que  chacun  des  rapports 
entrant  dans  les  proportions  ci-dessus  doit  être  égal  à 


/  \  > 


*'(a/«+ */*+ c/;+ <^/d)  -  ^(«/;  +  */*■+  c/;+ ^/ir) 

c'est-à-dire  à 

^'^^     ik'f{a,  b,  c,  d)  -  A(a/^,-H  bf^+cf^.-^  df^.)  ' 
D'autre  part,  ces  rapports  sont  égaux  au  suivant  : 

I  a(a'/.'+  b'fi+  c'f.^dfi)  (î/„'+  •,/;+  ç/;+  e/j)  ) 
)    -k*{a'/i+b-/;+c'/i  +  d-/i) ( 

*'(«'/«+  A'/é -H-  c'/c+  dn)-7.kf{a\  b',  c',  d) 

Mais,  si  le  point  ($,  yi,Ç,  6)  est  dans  le  plan  de  la 
caractérisiique,  c'est-à-dire  si  l'on  a 

*'(?/«+ 1/*+ ?/;+  e/j)  =  x-({/;+ >)/i.+  ^f'.+  8/;). 

Ce  dernier  rapport  sera  égal  à 

,^.  M<^:fâ+  b-n+c'f,+d'fi)-kk'](\n-^-rji,+x,f,+fiii 

^     '        k\a' f;,-^  b' n-^  c'fc-^  dfi)-  ikf{a,  b',  c',  d) 

En  comparant  entre  eux  les  deux  rapports  (A)  et  (B), 
on  tronve  la  condition 

4/(a.  b,  c,  d)  —J^ 


■?.k'/(a,  b,  c,  d~)-k(a'/'+b'fl+c-/;,+  d'/i) 

^.(a-/,:  +  b'/!.+  €'/•  +  dfi)  -  U' 

~  k-(a-/i-h  b'/!,+  c' /;:+  dfâ)-%k/(a',  b',  c',  d ) 
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équivalvnlc  à  cclle-ci 

if  (a.  h,  c.  fi)    -  k* 


_  2(a'/;+  6'/,:+  c'/;.+  rf/rf)  -  A-A' 
A:'«-4/(a',6',c',rf) 

ou  encore  à 

4/(a,  6,  c,  rf)  —  A:« 

Regardons  cette  dernière  équation  comme  une  équa- 
tion diflerentiellc  où  la  fonction  inconnue  est  k  et  où  les 
fonctions  a,  b,  c,  d  sont  données.  Nous  pourrons  Tin- 
tégrer  en  posant 


(  ^ )  V''4/C^,  b,c,d)  —  A*  =  1  coscp  v^Ca,  6,  c,  c^) 

et,  par  conséquent, 


(9)  k  —  'x\/j{a,b,c,  rfjsinç, 

En  effet,  si  Ton  fait 

le  premier  membre  de  Téquation  à  intégrer  sera  égal  à 

\dk)  '^[dî)' 
et  se  réduira,  en  vertu  des  formules  (8)  et  (9),  à 


./(„M,.,(â)V4^i^52n'. 


On  trouvera  donc 


Aa,b,c,d)(^'^y+[Dx\//(.(^,ù,c,d)Y  =  /(a',b',c%d), 
J)    V  f(a,  b,  c,  d) 
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ou  bien 

rv'4/t«»^',  r.  U)2^  ff'.  />',  c\  a'  )     (cifà 
^^  u/ia./y.r,  fi) 

Xo  étant  arbitraire. 
On  en  conclura 


!^.n-^'/r±_d/Hi^^ 


9.  Parmi  les  diverses  déterminations  qu'on  peut  as- 
signer à  la  fonction  h  y  notons,  en  passant,  celle  qui  ré- 
sulte de  Téqualion 

L'équation  générale  des  quadriques  enveloppées  par 
une  des  surfaces  intégrales  cherchées  représente  alors  les 
surfaces  coniques  circonscrites  à  la  quadrique  donnée, 
et  dont  les  sommets  sont  les  points  de  la  courbe  don- 
née C.  La  surface  intégrale  correspondante  sera  tangente 
à  la  quadrique  donnée,  suivant  une  courbe  F,  inter- 
section de  la  quadrique  donnée  avec  la  surface  dévelop- 
pable,  dont  les  plans  tangents  sont  les  plans  polaires 
des  points  de  la  courbe  C  par  rapport  à  la  quadrique 
donnée.  Sur  chaque  génératrice  G  de  cette  développable 
et  sur  la  courbe  F,  se  trouveront  deux  points  D,  E,  ap- 
partenant à  Pune  des  surfaces  coniques  qui  nous  oc- 
cupent actuellement.  Tout  cela  résulte  des  développe- 
ments qui  terminent  le  n°  6,  et  s'étend  aisément  aux 
surfaces  trouvées  dans  le  cas  général. 

10.  L^ équation  des  surfaces  coniques  définies  ci- 
dessus  ;  savoir 

(^fâ^yfh'^^fc^fd)^—M^f^^b,c,d)f{x,y,z,  i)=:o, 
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va  nous  permelire  de  trouver  réqualion  du  cône  ayant 
pour  sommet  un  point  («,  i,  c,  rf)  de  la  courbe  C  et  pour 
base  la  courbe  définie  par  les  équations  (6),  c'est-à-dire 
une  caractéristique  d'une  des  surfaces  intégrales  trou- 
vées, savoir  celle  qui  répond  à  la  position  (a.  A,  c,  d) 
du  point  S. 

Nous  rechercherons  ensuite  s'il  y  a,  sur  ce  cône,  des 
coniques  qu'on  puisse  considérer,  chacune,  comme  la 
caractéristique  d'une  autre  surface  intégrale,  ces  diverses 
surfaces  répondant  à  d'autres  déterminations  de  la  fonc- 
tion k. 

Observons  d'abord  que  l'équation  générale  des  sur- 
faces coniques  du  second  degré,  taiigenles  au  cône  repré- 
senté par  Téquatioii  ci-dessus,  suivant  les  génératrices 
passant  par  les  points  que  nous  avons  appelés  D,  E,  sera, 
en  désignant  par  w  un  paramètre  arbitraire, 

En  etfet,  en  égalant  à  zéro  le  facteur  entre  crochets 
écrit  sur  la  deuxième  ligne  de  cette  équation,  on  trou- 
verait l'équation  du  plan  passant  par  les  deux  droites 
SD,  SE.  Il  restera  maintenant  à  choisir  w  de  telle  sorte 
que,  sur  cette  surface,  se  trouve  la  courbe  définie  par 
les  équations  (6).  Mais,  pour  abréger  l'écriture,  nous 

poserons 

/(a,  l),c,  d)  =  k\ 

nous  observerons  que  l'expression 

identique  à 

est  la  dérivée  de  A  par  rapport  à  X,  et  nous  la  désî- 
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gnerons  par  A'.  Nous  poserons  aussi 

el  nous  observerons  que  P  est  la  dérivée  de  P  par  rap- 
port à  X. 

Alors  les  équations  d^une  caractéristique  seront 

I  Ar'P  — A-F=:o. 

L'équation  (lo)  deviendra 

P«-4A/(ar,^,i5,i)H-u)(A'P-2AP')»=o, 

et,  pour  que  la  surface  représentée  par  celle  dernière 
équation  renferme  la  courbe  représentée  par  les  deux 
équations  qui  précèdent,  il  faut  qu'on  ait 

celle  dernière  condition  résulte,  en  effet,  de  l'élimi- 
nalion  de  y  et  de  P'  enlre  les  trois  équations  ci-dessus. 
Voici  donc  l'équation  du  cône  ayant  pour  sommet  le 
point  (a,  i,  c,  d)  et  pour  base  la  courbe  définie  par  les 
équations  (i  i)  : 

p2-4/(:r,7,z,i)  ^  (A'P-2AF)« 
A-i— 4A  (A'A  — 2AA')«  " 

11.  Considéi'ons  une  autre  surface  intégrale,  par 
exemple  celle  qu'on  obtient  en  remplaçanl  la  fonction  A: 
par  une  autre  fonclion  h  de  la  variable  X.  Au  point  S, 
(a,  i,  c,  d)  considéré  précédemmenl,  réj)ond,  sur  celle 
surface,  une  certaine  caraclérislique,  située  sur  un  cône 
ayant  pour  équation 

/i2-_"4A    ■  '  (A'A— ^AA')^»' 
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et  pour  que  ce  cône  coïncide  avec  celui  dont  nous  venons 

d^établir  Téquation,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que  Ton 

ait 

A«~4A  _  (\'h  —  2Xh'y 

A-î— 4A  ~  (A'A •  —  •2AA-')»' 

Ceci  exige  qu'il  y  ait,  entre  h  et  i(r,  une   relation  en 
ternies  finis  que  nous  allons  établir. 
A  cet  effet,  posons 

h  =  a/AAj, 

k  =  2v/ÂXi; 
Téquation  précédente  deviendra 

d'où  Ton  conclut 

puis,  en  intégrant  et  désignant  par  a  une  constante  arbi- 
traire, 

log(AiH-\/Aî  — i)±log(Â:i-h/A-}  — i)  =  loga. 

Si  l'on  suppose  le  deuxième  logarithme  précédé  du 
signe  H-,  on  trouve 

/il  -i-  //t}  —  i 
ou  bien 

équation  équivalente  à 

d'où  Ton  conclut 

/.,=  i[(«^l)A,-(.-i)v^^7] 
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et,  en  posant 

Eu  supposant  le  deuxième  radical  précédé  du  signe  — , 
nous  eussions  trouvé 

et  Ton  aurait  pu  réunir  ces  deux  dernières  formules  en 
une  seule,  savoir 

Al  =  kl  cos  p  -4-  sin  p  v^i  —  k\f 

P  désignant  une  constante  arbitraire.  C'est  aussi  ce  qui 
résulte  de  la  forme  suivante  : 

arc  sin  Ai  it  arc  sin  A'i  =  p', 

qu'on  peut  donner  à  l'intégrale  générale  de  l'équation 
(12),  en  supposant  que  P'  désigne  une  constante  arbi- 
traire. 

Mais  nous  avons  tenu  à  exposer  en  détail  le  calcul 
conduisant  à  l'équation  (1 3),  à  cause  des  conséquences 
que  celle-ci  entraine  immédiatement. 

12.  La  surface  conique  définie  au  n°  10  et  représentée 
par  Téquation 

X:2-4A  (A'A  — 2Ait')«' 

a,  avec  la  quadrique  donnée,  deux  points  communs  où 
les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  sont  les  mêmes.  Ce 
sont  les  points  désignés  antérieurement  par  D,  E.  Donc 
ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  deux  courbes 
planes,  et  Ton  voit  immédiatement  que  les  plans  de  ces 
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deux  courbes  sont  représentés  par  l'équation 

P»  (A'P  — aAF)» 


X:*— 4A       (A'it  — -lAX')» 
Donc  Fun  deux  a  pour  équation 

(A'X:  — 2AA:'— /A»— 4AA')P-haA/A-»— 4AP'=o; 

nous  le  désignons  par  U. 

L'autre  est  représenté  par  l'équation 

(A';t~2AX:'+/it»"";^^^A')P  — 2Av/*»~4AF==o. 

Nous  le  désignerons  par  V. 

Considérons  aussi  les  plans  des  caractéristiques  de 

deux  surfaces  intégrales  répondant  aux  fonctions  k  et/i 

étudiées  au  n**  11  ;  l'un  d'eux  est  représenté  par  Téqua- 

tion 

A:'P  — A:P'  =  o, 

l'autre  par  l'équation 

Ces  quatre  plans  passent  par  une  même  droite  ayan 

pour  équations 

P  =  o,        P'=o; 

c'est  la  droite  DE,  désignée  aussi  par  G.  Cherchons  le 
rapport  anharmonique  de  ces  quatre  plans.  A  cet  eflët, 
supposons  qu'on  ait  écrit  l'équation  du  plan  U  sous  la 
forme 

|JL  P  -4-  V  P'  =  o, 


et  calculons  la  diflerence 


V        h 


(  57'  ) 
Nous  trouvons  d'abord 


If 

V 

A  y 

i-  —  7 

iAAT  —  A 

V'a:'— 4A 

'1 

tAv/A-«- 

4A 

et  si  Ton  fait, 

coiuine 

pré< 

[^édemment, 

on  trouve 

V 

k- 

^  7/ 

A' 

7-  9 

iî_f 

1k 

puis,  à  cause  de  la  relation  (i3), 

A'        h\        A'  m/^^^— v^m*— I  A-,         A',  A' 

^*        '«1        2  A        mA-,— /(w2- i)(Xî  — i)  //:}  — I        a  A 

puis  encore 

''        ^  ~"      ^W^       ^^i  —  /(w*  — i)(A-î  — i) 

De  même,  si  Ton  écrivait  l'équation  du  plan  Y  sous 
la  forme 

on  trouverait,  par  un  calcul  analogue, 

^'        ^  ~  \/kf^i         mkx  —  v/("A/i*— gX^Ï  — i) 
et,  par  conséquent^ 

V         /i  m  —  v^/7i*  —  I   A:i  -h  v^X:}  —  i 


•      v'       h 

On  trouvera  le  rapport  anharmonique  cherché  en 
divisant  le  second  membre  de  cette  dernière  égalité  par 
l'expression  de 

if  _^ 

_v k_ 

v'  X' 
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en  foiiclion  de  X.  Or  celte  expression  ne  peut  diflerer  de 


f^ 

h' 

V 

h 

ix' 

h' 

v' 

h 

que  par  le  changement  de  m  eu  -f-  i .  Car,  pour  m  =  i , 

on  trouve 

hi  =  kl . 

Donc  ^expression  que  nous  cherchons  actuellement  est 

et  le  rapport  anharnionique  des  quatre  plans  considérés 
est 

fil  —  v^m« —  I 


ni 


v//w'  — 


Ceci  nous  montre  que,  d'une  des  surfaces  intégrales 
trouvées,  on  peut  en  déduire  une  infinité  d'autres 
comme  il  suit.  Soit  A  un  point  situé  sur  une  première 
surface  intégraU^,  B  le  pôle  de  son  plan  tangent  en  A  par 
rapport  à  la  quadrique  donnée.  La  droite  AB  passe, 
comme  on  sait,  par  un  point  S  situé  sur  la  courbe  C; 
c*esl  donc  une  génératrice  du  cône  ayant  pour  sommet 
S  et  pour  base  la  caractéristique  tracée  par  le  point  A 
sur  la  surface  considérée.  Celte  droite  coupe  la  qua- 
drique donnée  en  deux  points  M,  N,  situés  respective- 
ment sur  les  deux  coniques  communes  à  ce  cône  et  a  la 
quadrique  donnée.  Soit  m  un  nombre  donné  et  P  un 
point  situé  sur  la  droite  MN,  de  telle  sorte  que  le  rap- 
port anliarmonique 

(MNAP) 


soit  égal  à 


m  —  y  m-  —  I 
m  -h  ^ni-  —  I 
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Quand  le  point  A  décrira  une  caractéristique  de  la 
surface  intégrale  considérée  en  premier  lieu,  le  point  P 
décrira  une  caractéristique  d'une  deuxième  surface  inté- 
grale; soient  H  la  première  surface,  H'  la  seconde. 
Quand  la  caractéristique  sur  laquelle  se  trouve  le  point 
Â  décrira  la  surface  H,  la  caractéristique  lieu  du  point  P 
décrira  la  deuxième  surface  intégrale  H'. 

Il  est,  d'ailleurs,  bien  évident  qu'au  lieu  de  se  donner 
le  nombre  m,  on  peut  se  donner  arbitrairement  le  rap- 
port anliarmonique  constant 

(MNAP) 
égal,  par  exemple  a  y,  et  déterminer  m  par  la  condition 


■■=^  =ï; 

m 


le  nombre  y?  ainsi  choisi,  déterminera  la  surface  inté- 
grale H'. 

13.  D'après  la  manière  dont  nous  avons  établi  les 
équations  (2),  ou  (5),  il  est  évident  qu'à  toule  surface 
H  répondant  à  la  question,  répond  une  surface  H",  po- 
laire réciproque  de  H  |)ar  rapport  à  la  quadrique  donnée. 
Mais,  ici,  les  deux  points  Â,  P  se  correspondent  de  telle 
sorte  que  le  rapport  anliarmonique 

(MNAP)    ou     Y 

est  égal  à  —  i  ;  ceci  exige  qu'on  ait 

m  =  o. 

Alors  Téquation  (i3)  devient 

et  celle-ci  équivaut  à 

/!»-+-/'«=  4  A. 
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Eléments  généraux  de  Mathématiques. 

I.  Les  axes  coordonnés  étant  rectangulaires  sur  la 
circonférence 

on  considère  le  point  A,  d'abscisse  a,  et  un  point  va- 
riable M.  que  l'on  joint  au  point  P,  de  coordonnées  o^ 

o,  AM.  Calculer  le  volume  compris  entre  OXY  et  la 
surface  engendrée  par  la  droite  MP  quant  le  point  M 
parcourt  la  circonférence  ;  moment  d^  inertie  de  ce 
volume,  supposé  homogène,  autour  de  OZ.  Trajec- 
toires orthogonales  des  génératrices  MP. 

II.  £tant  donnes  trois  axes  rectangulaires,  dont  OZ 
est  dirigé  dans  le  sens  de  la  pesanteur^  on  considère 

la  courbe  C. 

y  =  Oy        5(a*-+-a7*)  =  a*, 

qui  coupe  OZ  en  A.  Un  tube  très  étroit,  dont  l'axe 
coïncide  av^ec  un  arc  B'AB  de  C,  peut  tourner  autour 
deOZ;  il  renferme  une  petite  masse  m  qui  peut  y  glis- 
ser sans  frottement,  A  V  instant  initial,  le  tube  tourne 
autour  de  OZ  avec  une  vitesse  co,  le  point  Xm  est  en  A 
avec  une  vitesse  V,  et  le  système  est  abandonné  à  lui- 
même»  Déterminer  to  et  le  moment  d'inertie  I  du  tube 


(  ^7^  ) 
autour  de  OZ  de  sorte  que  la  vitesse  de  glissement 
de  m  dans  le  tube  reste  constante, 

projection  d'une  irajectoîrc  sur  OXY  : 

(a  — r)«(n-4sin5Î0)  =  G». 
II.   r  et  ô  étant  les  coordonnées  polaires  de  la  projec- 
tion de -7/1  sur  OXY,  si  Ton  élimine -7- en ti-e  les  équa- 
tions des  aires  et  des  forces  vives^  V  disparaît  et  Ton  a 

1*0)'  -    .       imear^ 


pour  que  cette  équation  soit  vérifiée  quel  que  soit  r,  il 
faut 


=v/^- 


Épreuve  pratique.  —  En  un  point  de  Véqualeur., 
on  trouvée  h  et  h'  pour  les  hauteurs  d'une  même  étoile 
à  deux  époques  séparées  par  un  intervalle  de  six  heures 
sidérales  :  calculer  la  déclinaison  de  l'étoile. 

sin*D  =  cos(^  -+-  A')cos(  A  —  h'). 

Calcul  différentiel  et  intégral. 

I.  Définir  les  systèmes  différentiels  orthonomes  et 
montrer  que  la  définition  est  satisfaite  par  le  système 

du  ,  ^âu       ,  ,  du       dv        Ov 

dx  ày  ôz        dy        dz 

dv  dv        dv 

dx  dy       dz 

d^v        d^ç        du        du     - 
dy^  ~  dz^       dy        dz 

d^v  d^v        du 

dy  dz  ""  dz^        dz 


(076) 
Vérifier  que  la  condition  de  passii^ité  relative  à  la 

dériv'ée  cardinale  ■    ^  ,    est  identiquement  satisfaite  : 

puis,  supposant  la  même  vérification  faite  pour  les 
deux  autres  conditions  de  passivité j  chercher  r éco- 
nomie des  conditions  initiales  dont  la  donnée  suffit  à 
déterminer  une  solution  ordinaire  du  système  pro- 
posé, 

II.  Étant  donnés  trois  axes  rectangulaires  OX,  OY, 
OZ,  déterminer  une  surface  dont  les  sections  paral- 
lèles à  ZOX  soient  des  lignes  de  courbure  et  qui  se 
raccordent  avec  la  surface 

ar'H-  ix^ — y^-^  -8*  —  ^ — 1  =  0, 

tout  le  long  de  sa  trace  sur  le  plan  YOZ. 

II.  Une  première  înlégralîon  donne 

q  =  /i -+-/?*? (7)  : 

I  Y 

le  lone  de  la  courbe  proposée,  p  =  —         --■>  q  =    ,         ■  » 

donc 

<>.y 


?(7)  = 


^J^y^  +  5 


On  a  à  intégrer  une  équation  du  premier  ordre  dont 
l'intégrale  est 


on  trouve  que  C  est  nul  et  que  la  surface  cherchée  est 
un  hyperboloïde  de  révolution. 

Épreuve  pratique.  —  Trouver  Vintégrale  générale 
du  système 

d^z        dz  d^z  _  dz 

ôx*  "~  dy  dy^  ~  àx 


(  ^77  ) 
en  prenant  pour  variables  indépendantes 

x'  =z  aix-hb^y,        y'  =  atx  -h  b^y 

et  choisissant  «i,  i,,  02,  ia  de  sorte  que  la  première 

ds     É>«x 
dx''  ôx' 


des  équations  transformées  ne  renferme  que  y^*  i~^' 


Oq   peut  prendre   /7,  =  é|  r-=  ^3  =  i,    b^  égal  à  une 
racine  cubique  imaginaire  de  l*unité,  et  Ton  trouve 

z  =  Ke'-^y-^  /^B  cos  ^  ^-^  /3  -f:  G  sin  ^-^^  y/i\ e"^ -+- 1). 


MÉCANIQL'E. 

L  Sur  un  cône  dont  les  génératrices  font  un  angle 
de  3o**  auec  l'axe  OZ,  trouver  une  courbe  C  telle  qu'un 
point  de  masse  m,  assujetti  à  rester  sur  C  et  attiré 
vers  OZ  par  une  force  égale  au  produit  de  m  par  une 
constante  k^  et  par  la  distance  de  m  à  OZ,  arrive  en 

un  point  déterminé  de  C  au  bout  du  temps  l  >  quel  que 

soit  le  point  d^oii  il  part  sans  ^vitesse  initiale.  Montrer 
que  C  est  une  géodésique  du  cône. 

II.  Une  couche  sphérique  homogène,  soustraite  à 
l'action  de  toute  force  extérieure,  peut  tourner  autour 
d'un  de  ses  points  O,  qui  est  ^xe;  à  l'instant  initial,  elle 
tourne  as^ec  une  vitesse  w,  autour  d'un  axe  instan- 
tané 0\  qui  fait  un  angle  de  45®  a^^ec  le  diamètre  OM. 
Mous^ement  ultérieur,  pression  sur  le  point  O,  calcul 
du  temps  au  bout  duquel  OM  sera  perpendiculaire  à 
sa  direction  initiale. 


(  5:8) 

I.  On  doit  avoir  sur  C  : 

.^     du  _        ^'  e  _      ^'S 

a  ,1        I     .       uM        a  ,  » 

on  en  lire  n  ^^  — tt»  et  la  relation  -—s^  =  -  caractérise 

cosj^  ob  u 

une  géodésique  sur  une  surface  de  révolution. 

II.  L*axe  OS  du  couple  des  quantités  de  mouvement, 
qui  est  fixe  dans  IVspaoe,  est  situé  dans  le  plan  IOMq, 
faisant  avec  OM  Tangle  0  dont  la  tangente  est  |;  les 

cônes  de  roinsot  sont  de  révolution  :  -rf  =    ,    .,  » 

Le  centre  de  gravité  décrit  uniformément  un  cercle, 
d'où  l'on  conclut  la  charge  du  point  O,  égale  à 

Ma4/'«sine=  î— ^. 

^  10 

Enfin  le  temps  au  bout  duquel  OM  sera  perpendicu- 
laire à  sa  direction  initiale  est  donné  par  Téqualiou 

cos V^  = ^• 

5 /a  ^'^ 

Epreuve  pratique.  —  Une  manii^ellc  0\^  rie  i^  de 
long,  tourne  uniformément  autour  fie  O  en  faisant  trois 
tours  par  seconde  ;  elle  est  articulée  à  une  bielle  AB, 
longue  de  2"%  •  dont  l'extrémité  B  glisse  sur  une 
droite  OX.  Calculer  la  vitesse  de  B  quand  AOB  est 
égal  à  60**. 

Le  mouvement  de  la  bielle  peut  s'obtenir  en  la  liant 
à  une  courbe  qui  roulerait  sans  glisser  sur  une  courbe 
fixe  :  déterminer  ces  deux  courbes. 

V  —  —  ^^^('  -+- y/Tâ) ^ 


(  579) 

courbe  Hxc  : 

^_  j-Mj-^— 0(9  — r*)  . 

roulante  : 


r  ~  1-4- 


I  H- 2  COS  ô 


OUESTIOKS. 


1831.  On  donne  un  cercle  O  et  un  point  A  dans  Tespace; 
soit  M  un  point  du  cercle,  démontrer  que  le  plan  mené  par  M 
perpendiculairement  à  AM  passe  par  un  point  fixe  A' quand  M 
décrit  le  cercle. 

Trouver  le  lieu  que  décrit  A',  lorque  A  décrit  un  plan  P.  Ce 
lieu  est  une  quadrique;  mettre  en  évidence  les  plans  de  sec- 
tion circulaire  et  reconnaître  la  nature  de  la  surface. 

Trouver  le  lieu  que  décrit  A',  lorsque  A  décrit  une  sphère. 
Ce  lieu  est,  en  général,  une  surface  du  quatrième  degré.  Mon- 
trer que  toute  sphère  passant  par  le  cercle  O  coupe  cette  sur- 
face, à  distance  finie,  suivant  un  second  cercle. 

(Gh.  BiociiE.) 

1832.  J.  Si  l'on  considère  les  triangles  T  inscrits  à  une  co- 
nique A  et  circonscrits  à  une  conique  B,  le  lieu  des  centres  des 
cercles  £  qui  leur  sont  circonscrits  est  une  conique  G. 

IL  II  existe  un  point  du  plan  ayant  même  puissance  par  rap- 
port à  tous  les  cercles  £  ;  ce  point  se  détermine  comme  il  suit  : 
deux  des  triangles  T  ont  un  sommet  à  l'infini;  les  deux  côtés 
opposés  respectivement  à  ces  sommets  se  coupent  au  point 
cherché  P. 

III.  D'après  cela,  l'enveloppe  des  cercles  2  est  une  anallag- 
matique  du  quatrième  ordre  ayant  le  point  P  pour  pôle  et  la 
conique  G  pour  déférente;  pour  que  cette  c<»urbe  se  décompose 
en  deux  cercles,  il  faut  et  il  suffit  que  les  deux  foyers  de  la  co- 
nique B  soient  situés  sur  la  conique  A. 

IV.  Trouver  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  que 
tous  les  cercle*  S  passent  par  le  point  P. 

(G.  HuyBERT.) 
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(')  Les  lecteurs  sont  invités  à  signaler  les  erreurs  qui  pourraient 
exister  encore  dans  ce  relevé,  malgré  l'attention  avec  laquelle  on  l'a 
établi,  et  les  rectifications  dont  il  a  été  l'objet.  La  Rédaction  les 
remercie  à  l'avance  des  communications  qu'ils  voudront  bien  lui  faire 
à  ce  sujet. 
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TABLR  N8  MATIERES  PAR  ORDRE  NfiTHOMtlIE 

(TOME  XVIII,  3-  SÉRIE). 


La  classification  adoptée  est  celle  de  l'Index 
du  Bépertoire  bibliographique  des  Sciences  mathématiques. 


A.  —  Algèbre  élémentaire  ;  théorie  des  équations  algébriques 
et  transcendantes  ;  groupes  de  Galois  ;  fractions  ration- 
nelles ;  interpolation. 

liages. 
A2a         Solution  graphique   de   n  équations   linéaires,    avec 

n  variables  ;  par  M.  F.-J.  Vaes 74 

A3g        Limites  des  racines  d'une  équation  n'ayant  que  des 

racines  réelles;  par  M.  A.  Pleskot 3oi 

A3k        Nouveau   procédé   pour   résoudre  les  équations    du 

troisième  degré  ;  par  M.  A,  Pleskot 65 


B.  —  Déterminants  ;  substitutions  linéaires  ;  élimination  ;  théorie 
algébrique  des  formes;  inTariants  et  coTariants;  quater- 
nions;  équipoUences  et  quantités  complexes. 

B7a        Sur    le    hessien    d'une  forme  cubique  binaire;   par 

M.  G.  Fontené 459 

B12c      Applications  des  méthodes  de  Grassmann.  Vecteurs 

dans   le   plan;   définitions;    propriétés;  par  M.  F. 

Ccupary 248 

B12d      Sur  des  angles  résultants;  par  M.  G.  Fontené 407 

Note    du    Rédacteur   sur    le   précédent  Article;  par 

M.  C,-A.  Laisant ^19 


Ann.  de  Mathémat,,  3*  série,  t.  XVllI.  (  Décembre  1%).)        ^7 
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C.  Principe!  du  Galcol  différentiel  et  intégral  ;  applications 
analytiques  ;  qnadratnres  ;  intégrales  multiples  ;  déter- 
minants fonctionnels;  formes  différentielles  ;  opérateurs 
différentiels. 

C  2  e        Sur  quelques  intégrales  ;  par  M.  Genèse 27.1 

C2h         Sur  le  second  Ihéorème  de  la  moyenne;  par  M.  Tik- 

homandritzky i-3 


D.  —  Théorie  générale  des  fonctions  et  son  application  aux  fonc- 
tions algébriques  et  circulaires;  séries  et  développe- 
ments  infinis,  comprenant  en  particulier  les  produits 
infinis  et  les  fractions  continues  considérées  au  point  de 
vue  algébrique  ;  nombres  de  Bernoulli  ;  fonctions  sphé- 
riques  et  analogues. 

D2aa      Démonstration  nouvelle  de  la  règle  de  convergCDce 

de  Gauss  ;  par  M.  Godefroy 167 

D4  Sur  quelques  propriétés  aritliméliques  des  fonctions 
analytiques;  par  M.  P,  Stœekel  (traduction;  par 
M.  L,  Laugel ) 53 


F.  —  Fonctions  elliptiques  avec  leurs  applications. 

F8f^  Sur  les  systèmes  de  trois  relations  doublement  qua- 
dratiques entre  trois  variables;  par  MM.  G.  Fontené 
et  /?.  Bricard 4^ 

FShy  Sur  le  mouvement  d'un  solide  pesant  autour  d*un 
point  fixe  (Application  des  fonctions  elliptiques); 
par  M .  E.  Lacour 5^3 


H .  —  Équations  différentielles  et  aux  différences  partielles  ;  équa- 
tions fonctionnelles  ;  éqpiations  aux  différences  finies  ; 
suites  récurrentes. 

H2c^^      Sur  l'équation   dKuIer         ^      ^.      ^^'     ;  par  M.  E. 

Lacour 293 

H8  Sur  la  théorie  des  équations  linéaires  aux  dérivées 
partielles  du  premier  ordre  d'une  seule  fonction  ;  par 
M.  .\.  Saltykow 533 
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I.  —  Arithmétiqae  et  théorie  des  nombres  ;  analyse  indétermi- 
née ;  théorie  arithmétique  des  formes  et  des  fractions 
continues  ;  division  du  cercle  ;  nombres  complexes, 
idéaux,  transcendants. 

Ptfet. 

I3b  Sur  les  nombres  premiers;  par  M.  //.  Laurent 234 


J.  -«  Analyse  combinatoire ;  Calcul   des   probabilités;  Calcul 

des  variations;  Théorie  générale  des  groupes  de  trans- 
formations [  en  laissant  de  cété  les  groupes  de  Galois 
(A),  les  groupes  de  substitutions  linéaires  (B)  et  les 
groupes  de  transformations  géométriques  (  P  )  ]  ;  théorie 
des  ensembles  de  M.  Cantor. 

J4f  Notions  élémentaires  sur  les  groupes  de  transforma- 
tions ;  par  M.  Combebiac 347 

J5  Sur  quelques  propriétés  arithmétiques  des  fonctions 
analytiques;  par  M.  P.  Stœckel  (traduit  par  M.  L. 
Laugel) 53. 

K.  —  Géométrie  et  Trigonométrie  élémentaires  (étude  des  figures 
formées  de  droites,  plans,  cercles  et  sphères  )  ;  Géométrie 
du  point,  de  la  droite,  du  plan,  du  cercle  et  de  la  sphère  ; 
Géométrie  descriptive  ;  perspective. 

Kl  G        Formules  pour  l'étude  d'une  figure  remarquable;  par 

Giacomo  Candido 3 1 

K2a  Sur  un  théorème  connu;  par  Giacomo  Candido,,. .  170 
K7a  Sur  le  rapport  anharmonique;  par  M.  L.  Autonne...  34i 
K9  a        Application  des  méthodes  de  Grassmann.  Vecteurs  dans 

le  plan  ;  définitions  ;  propriétés  ;  par  M.  F.  Caspary.     a48 
K21b     Sur  le  problème  de  la  polysection  de  Tangle;  par 

MM.  Mariontoni  et  Palatini 1 26 


L'.  —  Quadriques. 

L'6a        Sur  les  quadriques  circonscrites  à  un   tétraèdre:  par 

M.  C/i.  Bioche 38 

Ij^8b       Sur  les  normales  de  Tellipsoïde;  par  M.  O.  Bôklen.,     121 
L'ITd     Sur  des  polyèdres  mobiles  comparables  aux  polygones 

de  Poncelet  ;  par  M.  G.  Fontené 67 
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H^  —  Gonrbes  planes  algébriques. 

M'5a       Point  remarquable  dans  le  plan  d'une  cubique;  par 

M.  Siuyvaert 275 

M' 5c       Contribution  à   la   théorie  des  cubiques  cuspidales; 

par  M.  C  Zahradnik 38g 


H'.  —  Surfaces  algébriques. 

M' 41,     )  Deuxiénie  concours  des  Nouvelles  Annales  pour  1898  ; 

lP4ma  ]     par  M.  /?.  Bricard 197 

M'91        Note  sur  une  surface  étudiée  par  Painvin;  par  M.  O. 

Boklen 870 


H^.  —  Courbes  et  surfaces  transcendantes. 

M* m         Sur  quelques  questions  de  la  théorie  des  courbes  à 

double  courbure;  par  M. //. /'icc/o/i 5o8 


0.  —  Géométrie  infinitésimale  et  Géométrie  cinématique;  appli- 
cations géométriques  du  Calcul  différentiel  et  du  Calcul 
intégral  à  la  théorie  des  courbes  et  des  surfaces  ;  qua- 
drature et  rectification;  courbure;  lignes  asymptotiques, 
géodésiques  ;  lignes  de  courbure  ;  aires  ;  ▼olumes  ;  sur- 
faces minima  ;  systèmes  orthogonaux. 

02b        Les  courbes  images  et  les  courbes  symétriques;  par 

M.  G.  de  Longchamps 873 

02b  Problèmes  divers  sur  la  méthode  inverse  des  tan- 
gentes ;  par  M.  E.  CoUignon 4^ 
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